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entiers  figurant  dans  la  transformation  des  périodes  ne  sont 
donc  pas  arbitraires,  ce  qui  conduit  à  un  ensemble  remar- 
quable de  substitutions  linéaires  à  coefficients  entiers  dont 
les  propriétés  doivent  d'abord  être  étudiées.  Un  nombre  en- 
tier k  joue  dans  l'étude  de  ces  substitutions  un  rôle  essentiel; 
la  notion  de  systèmes  équivalents  et  non  équivalents  se  pose 
alors,  et  il  est  établi  que  le  nombre  des  substitutions  non 
équivalentes  est  égal  à  i  -h  k  -+-  A2  -+-  A3,  si  A  est  premier.  On 
en  peut  conclure  que  le  nombre  des  transformations  dis- 
tinctes des  fonctions  abéliennes  relatives  à  un  nombre  pre- 
mier k  est  égal  à  720  x  (1  -h  A :  -+■  A2  h-  A3).  En  même  temps 
que  ce  théorème  fondamental,  correspondant  au  théorème 
d'Abel  et  de  Jacobi  sur  le  nombre  6(n  -4-  1)  des  transforma- 
tions d'ordre  n  des  fonctions  elliptiques  (n  étant  premier), 
Hermite  donne  le  moyen  de  former  les  relations  algébriques 
entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  fonctions,  résolvant  ainsi 
complètement  le  problème  qu'il  s'était  posé.  Cet  admirable 
travail,  rédigé  d'une  manière  très  concise,  a  fait  l'objet  de  nom- 
breux commentaires,  et  ouvert  la  voie  à  des  recherches  de  na- 
ture variée,  dont  quelques-unes  ne  se  rapportent  qu'indirecte- 
ment à  la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  Citons  entre  autres 
le  Mémoire  de  Laguerre  sur  le  Calcul  des  systèmes  linéaires, 
où  se  trouve  généralisée  la  notion  des  formes  quadratiques 
correspondant  aux  substitutions  linéaires  indiquées  plus  haut; 
en  Algèbre,  à  un  point  de  vue  tout  différent,  la  notion  im- 
portante de  substitution  abélicnne,  telle  qu'elle  est  utilisée 
par  M.  Jordan,  trouve  son  point  de  départ  dans  une  impor- 
tante remarque  du  Mémoire  sur  la  transformation  des  fonc- 
tions abéliennes. 

Au  milieu  de  tant  de  travaux,  Hermite  ne  cessait  de  s'in- 
téresser à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Je  crois  bien 
H.  -  1.  c 
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on  trois  carrés.  Ces  rapprochements  étranges,  entre  des 
questions  de  natures  si  différentes,  exerçaient  sur  son  esprit 
une  sorte  de  fascination  et  étaient  une  des  causes  de  l'attrait 
qu'il  eut  toujours  pour  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Aussi  écrivait-il  un  jour  à  propos  des  travaux  de  Legendre 
et  de  Gauss  sur  la  décomposition  des  nombres  en  carrés  : 
«  Ces  illustres  géomètres,  en  poursuivant  au  prix  de  tant 
d'efforts  leurs  profondes  recherches  sur  cette  partie  de  l'Arith- 
métique supérieure,  tendaient  ainsi  à  leur  insu  vers  une  autre 
région  de  la  Science  et  donnaient  un  mémorable  exemple  de 
cette  mystérieuse  unité,  qui  se  manifeste  parfois  dans  les 
travaux  analytiques  en  apparence  les  plus  éloignés.  » 

IV. 

De  telles  analogies  et  de  tels  rapprochements  se  retrouvent 
aussi  dans  d'autres  parties  des  Mathématiques.  La  théorie  des 
fractions  continues  en  Arithmétique,  c'est-à-dire  la  représen- 
tation approchée  d'un  nombre  incommensurable  par  un 
nombre  rationnel,  avait  été  étendue  aux  fonctions  d'une  va- 
riable. Etant  donnée  une  fonction  d'une  variable  x  développée 
suivant  les  puissances  positives  et  entières  de  x,  on  peut  se 
proposer  de  représenter  cette  fonction  par  une  fonction  ra- 
tionnelle de  Xj  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient 
de  degré  n,  avec  une  approximation  de  l'ordre  >.n  H-  i  par 
rapport  kx\  celte  théorie  des  fractions  continues  algébriques 
offre  la  plus  grande  analogie  avec  la  théorie  des  fractions 
continues  arithmétiques.  Hcrmite,  qui  s'était  occupé  de  la 
représentation  simultanée  de  plusieurs  nombres  par  des  frac- 
tions de  même  dénominateur,  devait  naturellement  s'attacher 
au  problème  analogue  pour  plusieurs  fonctions.  Ce  mode 
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lègre  dans  tous  lés  cas  au  moyen  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce,  et  rattache  à  cette  intégration 
la  solution  de  quelques  problèmes  classiques  de  Mécanique , 
comme  la  recherche  du  mouvement  d'un  corps  solide  ayant 
un  point  fixe  et  n'étant  soumis  à  aucune  force,  et  celui  du 
pendule  conique.  Le  côté  algébrique  tient  aussi  une  grande 
place  dans  ce  Mémoire,  et  les  équations  correspondant  aux 
eas  examinés  par  Lamé  y  sont  l'objet  d'une  discussion  appro- 
fondie. Ces  études  sur  l'équation  de  Lamé  ont  ouvert  la  voie 
à  bien  des  recherches  analytiques;  mais,  ce  qui  intéressait  le 
plus  Hermite,  ce  sont  les  applications  qu'on  en  pouvait  faire  * 
à  la  Mécanique  et  à  l'Astronomie.  Le  titre  qu'il  avait  donné 
à  son  Mémoire  est  à  cet  égard  significatif,  ainsi  que  la  sym- 
pathie avec  laquelle  il  suivit  les  efforts  de  (  lyldén  pour  intro- 
duire les  fonctions  elliptiques  en  Mécanique  céleste. 

J'ai  déjà  bien  longuement  parlé  des  travaux  d'Henni  te  sur 
les  fonctions  elliptiques.  Je  ne  puis  m'arrèter  sur  toutes  les 
questions  £qu'il  a  étudiées  dans  cette  théorie.  Que  de  Mé- 
moires seraient  encore  à  ci  ter,  renfermant  des  idées  ingénieuses 
et  originales  sur  lesquelles  il  revenait  avec  joie  :  décomposition 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce,  à 
laquelle  M.  Appell  devait  apporter  des  compléments  très  im- 
portants, développements  des  fonctions  elliptiques  suivant  les 
puissances  croissantes  de  la  variable,  recherches  des  valeurs 
asvmptotiques  de  quelques  fonctions  numériques,  et  tant 
d'autres. 

Hermite,  comme  Kronecker,  s'est  toujours  servi  des  nota- 
tions de  Jacobi.  Il  se  trouvait  trop  vieux  pour  adopter  les 
notations  de  Weierstrass,  quand  elles  ont  commencé  à  se 
répandre.  Il  en  reconnaissait  sans  doute  l'avantage  au  point 
dv  vue  de  la  théorie  générale,  et  certains  invariants  mis  en 
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des  fondions  analytiques;  les  idées  essentielles,  dégagées  de 
tout  ce  qui  est  accessoire,  y  sont  mises  en  évidence  avec  un 
relief  singulier.  En  même  temps  s'aperçoit  l'esprit  précis  de 
l'algébriste  que  fut  toujours  Hermite.  11  aimait  certes  les 
théorèmes  généraux,  mais  à  condition  qu'on  les  appliquât 
ensuite  à  quelque  question  spéciale.  Tous  les  géomètres  n'ont 
pas  à  cet  égard  les  mêmes  besoins;  il  suffit  à  quelques-uns  de 
jouir  d'un  bel  énoncé  général  et  il  semble  qu'ils  craignent 
presque  de  gâter  leur  plaisir  artistique  par  la  pensée  d'une 
application  à  un  problème  spécial.  Il  est  heureux,  je  crois, 
que  tous  les  esprits  n'aient  pas  les  mêmes  tendances,  mais 
Hermite  sur  ce  point  avait  une  opinion  bien  arrêtée.  Aussi 
cherchait-il  à  illustrer  par  de  nombreux  exemples  les  propo- 
sitions générales  de  Weierstrass  et  de  Mittag-Leffler  sur  la 
théorie  des  fonctions.  Les  fonctions  elliptiques  lui  donnaient 
un  beau  champ  d'applications.  Son  cours  lui  était  l'occasion 
de  travaux  portant  toujours  une  nulrque  personnelle.  D'une 
année  à  l'autre,  il  étendait  le  cercle  des  [questions  traitées; 
dans  les  derniers  temps  de  son  enseignement,  il  s'était  atta- 
ché particulièrement  à  la  théorie  des  intégrales  culériennes. 
Outre  les  applications  qu'il  y  pouvait  faire  des  théorèmes  gé- 
néraux de  l'Analyse,  il  se  plaisait  dans  les  transformations 
difficiles  des  intégrales  définies,  qu'il  maniait  avec  un  art 
consommé  rappelant  les  grands  géomètres  de  la  première 
moitié  du  siècle  dernier,  art  qui  semble  se  perdre  aujourd'hui. 
Des  Mémoires  élégants  sur  une  extension  de  la  formule  de 
Stirling  et  sur  la  fonction  logFi  a)  lurent  [le  fruit  de  ces 
nouvelles  recherches. 

Hermite,  dans  ses  leçons,  ne  s'arrêtait  pas  à  discuter  les 
premiers  principes  de  l'Analyse.  Il  pensait  modestement  que 
les  études  de  Philosophie  mathématique,  si  en  honneur  au- 
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En  faisant  paraître  le  premier  Volume  des  Œuvres  de  Charles 
Hermite,  je  tiens  à  dire  combien  j'ai  été  aidé  dans  cette  publi- 
cation par  un  géomètre  distingué,  Xavier  S louflf,  professeur  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Besançon,  enlevé  il  y  a  deux  ans  par  une 
mort  prématurée.  Dans  plusieurs  Mémoires  d'Hermite  publiés  à 
l'étranger,  des  fautes  d'impression  s'étaient  glissées,  et,  pour  les 
corriger,  il  a  été  parfois  nécessaire  de  reprendre  de  longs  calculs. 
Cette  revision  du  texte  a  été  l'occasion  de  remarques,  dont  il  m'a 
paru  utile  d'indiquer  quelques-unes  sous  la  forme  de  notes  très 
brèves. 

La  Préface  qui  suit  est  la  Leçon  que  j'ai  faite  à  la  Sorbonne 
sur  l'Œuvre  scientifique  de  Charles  Hermite  quelques  semaines 
après  sa  mort.  Le  portrait,  inséré  dans  ce  Volume,  est  la  repro- 
duction d'un  dessin  au  crayon  représentant  Hermite  à  l'âge  d'en- 
viron vingt-cinq  ans. 

Emile  PICARD. 
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nomes  de  Lcgendre,  sur  l'interpolation,  sur  les  nombres  de 
Bernoulli,  sur  les  fonctions  sphériques,  etc.  ;  toutes  portant 
la  trace  de  sa  rare  pénétration. 

Lagrangc  vieillissant,  à  ce  que  raconte  Delambre,  avait 
perdu  le  goût  des  Mathématiques,  et  son  enthousiasme  s'était 
éteint.  Hermite  fut  plus  heureux;  les  fatigues  de  l'âge  ne  ra- 
lentirent pas  son  activité  intellectuelle,  ni  l'intérêt  qu'il  pre- 
nait aux  choses  de  la  pensée.  Sa  belle  intelligence  garda 
jusqu'à  la  fin  toute  sa  vivacité,  et  il  continuait  à  suivre  de 
près  le  mouvement  scientifique  contemporain.  Sans  doute, 
chose  bien  naturelle  chez  un  vieillard  de  son  âge,  il  avait  à 
faire  des  réserves  au  sujet  de  certaines  hardiesses  de  la  pensée 
mathématique  actuelle;  mais,  plus  optimiste  sur  ce  terrain 
qu'il  ne  l'était  dans  d'autres  domaines,  il  aimait  à  espérer  que 
de  cette  vie  intense  sortirait  quelque  chose  de  grand  et  de 
durable,  et  il  entrevoyait  un  bel  avenir  pour  la  Science  ma- 
thématique du  xxe  siècle.  Parfois  il  regrettait  que  la  théorie 
des  nombres  fût  peu  cultivée  en  France,  regret  d'autant  mieux 
justifié  que  la  pénétration  fatale  de  la  théorie  des  nombres 
dans  la  théorie  des  fonctions  donnera  une  grande  force  à 
ceux  qui  seront  pénétrés  des  principes  de  l'Arithmétique  su- 
périeure, et  que  certaines  recherches  relatives  à  la  fois  à 
l'Arithmétique  el  à  l'Analyse  des  fonctions  pourraient  don- 
ner, semble-t-il,  dès  aujourd'hui  une  fructueuse  moisson.  Il 
se  rappelait  qu'il  n'aurait  jamais  pu  écrire  son  Mémoire  sur 
la   transformation  des  fonctions  abéliennes  s'il   n'avait  été 
familier  avec  les  questions  arithmétiques,  exemple  de  l'appui 
que  se  prêtent  les  diverses  parties  de  la  Science  et  du  danger 
qu'il  y  a  pour  les  chercheurs  à  .se  cantonner  dans  des  do- 
maines spéciaux. 

Dans  ses   dernières    années,    l'immense   correspondance 
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Vous  savez,  Messieurs,  la  perte  immense  qu'a  faite  la 
Science  française  le  1 4  janvier  dernier.  La  mort  de  M.  Her- 
mite  touche  particulièrement  l'Université  de  Paris,  où  l'il- 
lustre géomètre  a  occupé  de  1869  à  1897  la  chaire  d'Analyse 
supérieure.  Il  n'a  pas  voulu  qu'on  prît  la  parole  sur  sa  tombe  ; 
nous  n'avons  donc  pas  pu  entendre  les  voix  autorisées  qui 
auraient  dit  ce  que  lui  doivent  la  Science  et  l'Enseignement. 
Cette  grande  vie  scientifique  demandera  des  études  appro- 
fondies, qui  se  préparent  certainement  de  différents  côtés.  A 
défaut  d'une  telle  étude,  qu'il  me  soit  permis  aujourd'hui,  en 
reprenant  cette  année  mon  cours  dans  cette  chaire  qui  fut 
celle  de  M.  Hermite,  de  jeter  un  coup  d'oeil  sur  son  œuvre. 

I. 

Charles  Hermite  naquit  à  Dieuze,  en  Lorraine,  le  24  dé- 
cembre 1822;  il  fit  ses  études  au  collège  de  Nancy,  et  les 
termina  à  Paris  au  collège  Henri  IV  et  au  collège  Louis-le 
Grand.  Il  eut  à  Louis-le-Grand  comme  professeur  de  Mathé- 
matiques spéciales  un  maître  distingué,  M.  Richard,  qui, 


VIII  PRÉFACE. 

quinze  ans  auparavant,  avait  été  le  professeur  d'Évariste 
Galois.  Tout  en  suivant  les  cours  du  collège,  le  jeune  Her- 
mite  allait  lire  à  la  bibliothèque  Sainte-Geneviève  le  Traité 
de  la  résolution  des  équations  numériques  de  Lagrange, 
et  il  achetait  avec  ses  économies  la  traduction  française  des 
Recherches  arithmétiques  de  Gauss  :  «  C'est  surtout  dans 
ces  deux  livres,  aimait-il  plus  tard  à  répéter,  que  j'ai  appris 
l'Algèbre.  »  L'excellent  M.  Richard  s'alarmait  un  peu  de 
voir  son  élève  si  loin  des  programmes  d'examen,  mais  il  n'en 
disait  pas  moins  un  jour  au  père  d'Hermite,  qui  ne  se  rendait 
peut-être  pas  très  bien  compte  de  la  valeur  du  compliment  : 
«  C'est  un  petit  Lagrange.  »  Le  premier  volume  des  Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques,  fondées  en  1 842,  renferme 
deux  Notes  signées  de  Charles  Hermite,  élève  du  collège 
Louis-le-Grand.  L'une  n'est  qu'un  exercice,  mais,  dans  la 
seconde,  on  reconnaît  un  lecteur  assidu  de  Lagrange  qui  a 
déjà  beaucoup  réfléchi  sur  la  théorie  des  équations.  L'objet 
de  ce  travail  est  de  démontrer  l'impossibilité  de  la  résolution 
algébrique  des  équations  du  cinquième  degré  ;  la  démonstra- 
tion très»  simple  qu'on  y  trouve  pourrait,  avec  de  légères 
additions,  devenir  classique.  Hermite  entre  à  l'École  Poly- 
technique à  la  fin  de  1842;  les  exercices  de  l'École  ne  l'em- 
pêchent pas  de  poursuivre  ses  méditations  mathématiques, 
et,  dès  le  mois  de  janvier  i843,  il  écrit  à  Jacobi,  sur  le  conseil 
de  Liouville,  pour  lui  faire  part  de  ses  recherches  sur  les  fonc- 
tions abéliennes.  Le  grand  géomètre  allemand  avait,  par  une 
merveilleuse  divination,  montré  quelques  années  auparavant 
comment  on  devait  généraliser  le  problème  de  l'inversion  de 
l'intégrale  elliptique.  Mais  les  propriétés  essentielles  des  nou- 
velles transcendantes  étaient  si  peu  connues,  qu'un  géomètre, 
doué  cependant  d'une  rare  pénétration,  se  méprenait  encore 
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en  i844  sur  leur  nature,  faute  d'avoir  saisi  le  principe  fonda- 
mental relatif  à  la  coexistence  des  périodes;  les  travaux  de 
Gôpel  et  de  Rosenhain  ne  devaient  venir  que  quelques  années 
plus  tard.  Hermite  étend  aux  fonctions  abéliennes  le  théo- 
rème donné  par  Abel  pour  la  division  de  l'argument  dans  les 
fonctions  elliptiques;  il  montre  que  les  équations  correspon- 
dantes sont  résolubles  par  radicaux,  et  il  traite  de  l'abaisse- 
ment de  l'équation  relative  à  la  division  des  fonctions  com- 
plètes. L'année  suivante,  en  août  i844>  Hermite  envoie  à 
Jacobi  une  seconde  Lettre  où  il  étudie  le  problème  de  la 
transformation  des  fonctions  elliptiques.  Son  but  est  d'abord 
de  retrouver  les  résultats  énoncés  par  Jacobi  sur  cette  ques- 
tion capitale,  mais  on  trouve,  en  réalité,  dans  ce  Mémoire, 
tous  les  principes  de  la  théorie  des  fonctions  0  de  différents 
ordres,  fonctions  quelquefois  désignées  sous  le  nom  àe  fonc- 
tions intermédiaires  et  si  importantes  pour  la  théorie  géné- 
rale des  fonctions  doublement  périodiques.  Ces  deux  Lettres 
intéressèrent  vivement  Jacobi,  qui  fit  au  jeune  mathématicien 
français  l'honneur  de  les  insérer  dans  l'édition  complète  de 
ses  Œuvres.  On  a  souvent  cité  les  dernières  phrases  de  la 
réponse  de  Jacobi,  qui  possédait  de  son  coté  plusieurs  des 
résultats  indiqués  par  son  correspondant.   «   Ne  soyez  pas 
fâché,  Monsieur,  si  quelques-unes  de  vos  découvertes  se  sont 
rencontrées  avec  mes  anciennes  recherches.  Comme  vous 
dûtes  commencer  par  où  je  finis,  il  y  a  nécessairement  une 
petite  sphère  de  contact.  Dans  la  suite,  si  vous  m'honorez  de 
vos  Communications,  je  n'aurai  qu'à  apprendre.  »  Une  autre 
phrase,  celle-là  d'un  intérêt  purement  mathématique,  mérite 
encore  d'être  retenue  :  «  Kn  cherchant,  disait  Jacobi,  à  tirer 
la  transformation  directe  des  propriétés  des  fonctions  0,  sans 
faire  usage  de  leurs  décompositions  en  facteurs  infinis,  vous 
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avez  pensé  savamment  aux  cas,  plus  généraux,  où  probable- 
ment on  doit  se  résignera  l'impossibilité  d'une  décomposition 
en  facteurs.  »  Cette  remarque  devait  fructifier  dans  l'esprit 
d'Hermite;  nous  la  retrouverons  plus  tard  dans  son  Mémoire 
célèbre  sur  la  transformation  des  fonctions  abéliennes. 

C'est  principalement  de  théorie  des  nombres  que  s'occupe 
Hermite  dans  les  années  suivantes.  Il  y  est  conduit  d'abord 
par  le  théorème  purement  arithmétique  de  Jacobi  sur  l'im- 
possibilité d'une  fonction  d'une  variable  à  trois  périodes,  et 
peu  à  peu  la   lecture  assidue  des    Recherches   arithmé- 
tiques de  Gauss  l'amène  à  des  problèmes  de  plus  en  plus 
étendus.  La  théorie  des  formes  et  les  irrationnelles  algé- 
briques font  alors  l'objet  des  méditations  profondes  d'Her- 
mite qui,  continuant  sa  correspondance  avec  Jacobi,   lui 
envoie  quatre  Lettres  sur  la  théorie  des  nombres.  Rien  ne 
montre  mieux  que  ces  Lettres  le  génie  d'Hermite;  la  puis- 
sance d'invention  sur  des  sujets  aussi  nouveaux  et  aussi  diffi- 
ciles y  est  prodigieuse.  Les  idées  s'y  pressent  abondantes  et 
touffues  ;  elles  seront  développées  et  précisées  dans  des  Mé- 
moires ultérieurs,  et  il  en  est  plus  d'une  dont  la  fécondité 
n'est  pas  aujourd'hui  épuisée.  C'est  dans  la  théorie  des  formes 
quadratiques  à  un  nombre  quelconque  de  variables  que  se 
trouvent  les  principes  des  méthodes  employées  :  il  est  d'abord 
établi  que,  étant  donnée  une  forme  quadratique  à  n  variables 
et  à  coefficients  réels  quelconques,  le  minimum  de  la  forme 
pour  des  valeurs  entières  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles  est 
inférieur  à  fnv/D,  en  désignant  par  D  la  valeur  absolue  du 
déterminant,  et  par  pn  une  quantité  numérique  dépendant 

Zl-l 

seulement  de  n.  Hermite  a  donné  pour  ce  nombre  (  y  J      ;  on 
a  depuis  obtenu  pour  p„  une  valeur  inférieure,  mais  le  point 
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essentiel  est,  pour  un  nombre  donné  de  variables,  la  limi- 
tation du  minimum  à  l'aide  du  déterminant  seul  de  la  forme, 
quoique  dans  certaines  questions  il  puisse  être  avantageux 
d'avoir  la  moindre  valeur  possible.  Ce  résultat  obtenu,  une 
considération  extrêmement  originale  permet,  en  premier  lieu, 
à  Hermite  de  l'appliquer  à  la  généralisation  de  la  théorie  des 
fractions  continues,  en  cherchant  l'approximation  simultanée 
de  plusieurs  quantités  au  moyen  de  fractions  ayant  même 
dénominateur  m;  l'erreur  dans  cette  représentation  appro- 
chée de  n  quantités  est  de  l'ordre  — w—  •  C'est  un  point  sur 

m  \]m 

lequel  il  convient  d'insister,  non  pas  seulement  à  cause  de 
l'intérêt  du  résultat,  mais  parce  que  nous  avons  là  le  premier 
et  mémorable  exemple  de  cette  introduction  des  variables 
continues  dans  la  théorie  des  nombres,  que  nous  allons 
bientôt  retrouver  dans  des  problèmes  plus  vastes. 

Dans  le  cas  d'une  seule  grandeur  A,  le  résultat  est  bien 
simple,  mais  met  remarquablement  en  évidence  le  rôle  de  la 
variable  continue;  Hermite  considère  la  forme  quadratique 
linéaire 

A  étant  une  quantité  positive  quelconque  ;  du  théorème  pré- 
cédent on  conclut  de  suite  que  l'on  peut  trouver  deux  en- 
tiers m  et  tt,  tels  que 

\m  —  A/i|  <  — -> 
nyjô 

résultat  plus  précis,  d'ailleurs,  que  celui  donné  par  la  théorie 
des  fractions  continues,  à  cause  du  facteur  ^3.  Quand  A  croit 
d'une  manière  continue,  les  mêmes  entiers  m  et  n  peuvent 
d'abord  être  conservés  pour  satisfaire  aux  conditions  voulues  ; 


XII  PRÉFACE. 

mais,  au  passage  de  À  par  une  certaine  valeur,  il  faut  brus- 
quement prendre  deux  nouveaux  nombres  m  et  n\  et  Ton  a  la 
relation 


mn'  —  m  n  . 


La  théorie  élémentaire  des  fractions  continues  se  présente 
ainsi  sous  un  jour  essentiellement  nouveau  et  se  trouve  sus- 
ceptible d'être  généralisée,  en  même  temps  que  la  continuité 
avec  la  variable  À  se  trouve  introduite  dans  une  question 
arithmétique. 

Dans  le  cas  de  n  quantités  données  An  A2,  ...,  AB,  il 
faudra  envisager  la  forme  quadratique  à  n  -+-  i  variables  x0f 
xn  •  •  •»  xn 


oc:, 


(xx  —  A, x0y -h  (#î  —  A,.^)*  -h . . .  -+-  (xn  —  A„ xoy  -+-  ~  * 

où  À  est  une  quantité  positive  quelconque.  En  appliquant  à 
cette  forme  le  résultat  énoncé  sur  le  minimum  d'une  forme 
quadratique,  on  arrive  de  suite  à  la  représentation  approchée 
des  quantités  A,  l'approximation  étant  liée  à  la  quantité  1 
qu'on  peut  prendre  aussi  grande  que  l'on  veut.  Le  théorème 
de  Jacobi  sur  l'impossibilité  d'une  fonction  à  trois  périodes 
peut  être  aussi  établi  par  des  considérations  analogues,  et 
Hermite  fut  ainsi  conduit  à  la  démonstration  de  l'impossi- 
bilité pour  une  fonction  de  n  variables  complexes  d'avoir  plus 
de  in  systèmes  de  périodes  simultanées,  théorème  que  Rie- 
mann  devait  retrouver  ultérieurement.  Citons  encore  ici, 
quoiqu'elle  ait  été  donnée  beaucoup  plus  tard  par  Hermite, 
la  démonstration  d'un  résultat  d'abord  établi  parTchebychell' 
et  susceptible  de  généralisations  très  étendues  :  étant  données 
deux  constantes  quelconques  a  et  6,  on  peut  trouver  deuv 
entiers  x  et  y,  tels  que 

l*-«y-*l<^- 
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La  méthode  d'Hermite  lui  permet  même  de  remplacer  le 

facteur  -  par  le  facteur  plus  petit  l/—  • 

\J  introduction  de  variables   continues   dans   certaines 
formes  quadratiques  a  été  l'idée  fondamentale  qui  a  dominé 
la  longue  suite  des  travaux  arithmétiques  d'Hermite.  Je  ne 
puis  songer  à  entrer  dans  le  détail  de  ces  profondes  recherches  ; 
arrêtons-nous  seulement  sur  les  points  de  vue  nouveaux,  qui 
ont  été  si  féconds  dans  l'étude  des  formes  quadratiques  à  un 
nombre  quelconque  de  variables,  des  irrationnelles    algé- 
briques et  des  formes  décomposables  en  facteurs  linéaires.  On 
sait  que  Gauss,  dans  ses  recherches  arithmétiques,  a  élevé  un 
monument  à  la  théorie  arithmétique  des  formes   quadra- 
tiques à  deux  variables  dont  l'étude  avait  été  commencée  par 
Lagrange  et  Legendre,  et  a  posé  les  bases  de  la  théorie  des 
formes  quadratiques  ternaires.  Le  problème  de  la  réduction 
des  formes  quadratiques  est  d'une  importance  capitale;  la 
difficulté  n'est  pas  la  même  suivant  qu'il  s'agit  de  formes  dé- 
finies ou   indéfinies.  Hermite,  traitant  d'abord  le  cas  plus 
simple  des  formes  quadratiques  définies  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables  et  dont  les  coefficients  sont  des  quantités 
réelles  quelconques,  donne  différents  procédés  de  réduction, 
d'où  se  déduit  immédiatement  que,  pour  les  formes  définies 
à  coefficients  entiers  et  de  déterminant  donné,  il  n'y  a  qu'un 
nombre  limité  de  classes.   L'étude  des  formes  indéfinies  à 
coefficients  entiers  présente  des  difficultés   beaucoup  plus 
considérables,  qui  tiennent  en  grande  partie  à  ce  qu'il  y  a 
une  infinité  de  substitutions  semblables,  comme  les  appelle 
Hermite,  c'est-à-dire  de  substitutions  à  coefficients  entiers 
transformant  la  forme  en  elle-même.  Les  points  essentiels  de 
la  théorie  des  formes  indéfinies  sont  rattachés,  d'une  manière 
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vraiment  géniale,  à  la  considération  d'une  forme  définie 
associée  dépendant  d'un  certain  nombre  de  paramètres  arbi- 
traires, et  ici  nous  voyons  apparaître  les  variables  continues 
dans  un  problème  arithmétique  extrêmement  difficile.  Les 
substitutions  à  coefficients  entiers,  permettant  de  réduire 
successivement  cette  forme  définie,  quand,  par  une  variation 
continue  des  paramètres,  elle  cesse  d'être  réduite,  conduisent 
aux  substitutions  semblables,  et  l'on  peut  démontrer  qu'il 
existe  un  nombre  fini  de  substitutions  à  l'aide  desquelles  on 
obtient  toutes  les  substitutions  transformant  la  forme  en  elle- 
même.  Il  résulte  aussi  de  cette  admirable  analyse  que,  pour 
les  formes  indéfinies  à  coefficients  entiers  comme  pour  les 
formes  définies,  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité. de  classes  pour 
un  déterminant  donné;  on  en  déduit  la  solution  du  problème 
de  l'équivalence  de  deux  formes. 

Les  principes  précédents  s'appliquent  aussi  aux  formes  à 
coefficients  entiers  de  degré  quelconque  décomposables  en 
facteurs  linéaires;  leur  théorie  est  même  à  bien  des  égards 
beaucoup  plus  simple  que  celle  des  formes  quadratiques.  Les 
substitutions  semblables  sont  ici  deux  à  deux  permutables,  et 
elles  peuvent  toutes  s'exprimer  par  un  produit  de  puissances 
de  certaines  substitutions,  dont  le  nombre  s'obtient  d'une 
manière  très  remarquable  :  Si  a  désigne  le  nombre  des  fac- 
teurs réels  dans  la  forme,  et  b  le  nombre  des  couples  de  fac- 
teurs imaginaires  conjugués,  il  y  a  a  -+-  b  substitutions  sem- 
blables fondamentales.  La  démonstration  de  ce  beau  théorème, 
énoncé  seulement  parHermite  au  commencement  d'un  de  ses 
Mémoires,  n'a  jamais,  je  crois,  été  développée.  A  l'égard  des 
formes  quadratiques  indéfinies,  on  ne  connaît  aujourd'hui 
encore  aucune  proposition  analogue  relative  au  nombre  des 
substitutions  fondamentales,  qui  ne  sont  pas,  en  général,  per 
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mutables;  ce  serait  là  un  difficile,  mais  bien  intéressant  sujet 
de  recherches. 

Les  formes  quadratiques  binaires  indéfinies  appartiennent 
en  même  temps  aux  deux  types  précédents;  l'application  à  ce 
cas  très  particulier  des  principes  généraux  pourra  donner  une 
idée  des  méthodes  d'Hermite.  Soit  une  forme  indéfinie  /  à 
coefficients  entiers  que  nous  mettons  sous  la  forme 

La  forme  définie  associée  est  alors 

o  —  (x  4-  cxy  )!+A(^  h-  ,3/)*         (A  >  o), 

et  l'on  doit  en  faire  la  réduction  continuelle  en  donnant  à  A 
toutes  les  valeurs  positives.  Pour  la  variation  de  À  dans  un 
intervalle  convenable  ne  comprenant  pas  l'origine,  on  obtient 
un  certain  nombre  de  réduites  de  la  forme  proposée,  qui  se 
reproduisent  ensuite  périodiquement  quand  A  va  vers  l'infini 
ou  vers  zéro.  On  retrouve  ainsi,  comme  chez  Gauss,  une  sorte 
de  périodicité,  mais  sous  un  point  de  vue  bien  différent  et 
susceptible  des  généralisations  les  plus  étendues. 

Nous  n'avons  parlé  jusqu'ici  que  des  formes  à  variables 
réelles.  Hermite  a  introduit  dans  la  Science  la  notion  de 
formes  à  indéterminées  conjuguées,  qui  a  ouvert  à  l'Arith- 
métique et  à  l'Algèbre  un  champ  extrêmement  vaste.  Ces 
formes  se  partagent  encore  en  formes  définies  et  formes  indé- 
finies; laissant  de  côté  ces  dernières,  Hermite  fait  une  théorie 
complète  de  la  réduction  des  formes  définies  à  indéterminées 
conjuguées.  Les  conséquences  qu'il  en  tire  sont  très  nom- 
breuses. Il  en  est  d'une  rare  élégance.  Telles  sont  les  re- 
cherches concernant  l'approximation  des  quantités  complexes 
par  des  fractions  dont  les  éléments  sont  des  entiers  complexes 
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de  Gauss;  la  méthode  d'Hermite  lui  donne  des  résultais  plus 
précis  que  ceux  de  Dirichlet,  et  surtout  elle  lui  permet  de 
trouver  les  rapports  existant  entre  deux  approximations 
consécutives,  ce  qui  est  indispensable  pour  mettre  dans  toute 
son  évidence  l'analogie  entre  les  nombres  réels  et  lesnombres 
complexes.  Citons  encore  la  démonstration  des  théorèmes  de 
Jacobi  sur  le  nombre  des  représentations  d'un  nombre  par 
une  somme  de  quatre  carrés. 

Des  applications  d'un  caractère  plus  général  concernent 
les  formes  à  coefficients  entiers  complexes  et  à  variables  com- 
plexes de  degré  quelconque  décomposables  en  facteurs  li- 
néaires; en  supposant  qu'une  telle  forme  ©  est  irréductible, 
c'est-à-dire  que  l'équation  <p  =  o  n'admet  d'autres  solutions 
entières  que  les  valeurs  nulles  des  variables,  Hermite  dé- 
montre qu'elles  ne  forment  qu'un  nombre  limité  de  classes 
pour  un  déterminant  donné.  De  ce  théorème  il  déduit  une 
des  plus  admirables  propositions  de  la  science  des  nombres, 
à  savoir  que  :  les  racines  de  toutes  les  équations  à  coefficients 
entiers  complexes  d'un  degré  donné,  et  pour  lesquelles  le 
discriminant  a  la  même  valeur,  ne  représentent  qu'un  nombre 
essentiellement  limité  d'irrationnelles  distinctes.  Nous  pou- 
vons, en  deux  mots,  esquisser  la 'démonstration  ;  à  l'équation 
proposée  de  degré  rt,  à  coefficients  entiers, 

Pv*-h  Qv»-1  +  ...-+-Rv  +  S  =  o, 

et  dont  nous  désignerons  les  racines  par  a,  6,  . . . ,  /,  on  fait 
correspondre  la  forme  ç  à  n  variables  #,y,  si  •••>#, 

9  =  P«-l(.r  -+-  ay  -\-a*z  -h. .  .-+-an~xu) 

X  ((r  +  ft/  +  ft,;-f...f  bn~xu)...(œ  -h  ly  -4-  Pz  -+-.  ..-+-/*"*  «), 

dont  le  déterminant  ne  dépend  que  du  discriminant  de  l'équa- 
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tion.  Les  formes  <p  appartenant  à  un  nombre  limité  de  classes, 
il  en  résulte  de  suite  que  le  nombre  des  irrationnelles  dis- 
tinctes est  limité. 

Au  début  de  sa  carrière,  les  fonctions  elliptiques  et  abé- 
liennes  avaient  appelé  l'attention  d'Hermite  sur  certaines 
irrationnelles  algébriques.  Depuis  cette  époque,  les  nombres 
algébriques  avaient  toujours  été  l'objet  de  ses  méditations. 
C'est,  sans  doute,  à  leur  occasion  qu'il  entreprit  la  longue 
suite  de  ses  recherches   arithmétiques.   «    Permettez- moi, 
disait-il  dans  une  de  ses  Lettres  k  Jacobi,  de  revenir  sur  les 
circonstances  remarquables  auxquelles  donne  lieu  la  réduc- 
tion des  formes  dont  les  coefficients  dépendent  des  racines 
d'équations   algébriques   à    coefficients   entiers.    Peut-être 
parviendra-t-on  à  déduire  de  là  un  système  complet  de  ca- 
ractères pour  chaque  espèce  de  ce  genre  de  quantités,  ana- 
logue, par  exemple,  à  ceux  que  donne  la  théorie  des  frac- 
tions continues  pour  les  racines  des  équations  du  second 
degré  »,   et,  plus  loin,  il  ajoute  :  «  Quelle  tâche  immense 
pour  la  théorie  des  nombres  de  pénétrer  dans  la  nature  d'une 
telle  multiplicité  d'êtres,  en  les  classant  en  groupes  irréduc- 
tibles entre  eux,  de  les  constituer  tous  individuellement  par 
des  définitions  caractéristiques  et  élémentaires.  »  On  le  voit 
à  plusieurs  reprises  revenir  sur  ce  programme.  La  question 
capitale  de  la  recherche  des  unités  complexes  dans  un  corps 
algébrique  est  liée  par  lui  à  la  réduction  de  certaines  formes 
quadratiques;  dès  18/p,  il  passe  bien  près  du  théorème  cé- 
lèbre de  Dirichlet  donnant  le  nombre  exact  des  unités  com- 
plexes indépendantes.  Mais  il  s'attache  surtout  à  trouver  pour 
les  irrationnelles  algébriques  un  algorithme  mettant  en  évi- 
dence les  propriétés  de  ces  irrationnelles.  Pour  les  irration- 
nelles du  troisième  degré  en  particulier,  le  résultat  est  remar- 
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quablement  simple  :  on  est  conduit  à  un  algorithme  pério- 
dique entièrement  analogue  à  celui  des  fractions  continues 
dans  leur  application  aux  irrationnelles  du  second  degré. 
Ainsi,  en  envisageant  une  équation  du  troisième  degré  à 
coefficients  entiers  ayant  une  racine  réelle  a  et  deux  racines 
imaginaires  (J  et  y,  on  est  conduit,  d'après  ce  point  de  vue,  à 
réduire  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  la  quantité  A  la 
forme  ternaire 

(jc  -+-  <xy  h-  x'zy-+- 1( jo  -h  $y  -h  p*z)  (j?  ■+-  yy  -f-  7*5), 

et  dans  cette  réduction  continuelle  se  manifeste  une  périodi- 
cité caractéristique  des  irrationnelles  du  troisième  degré.  H 
serait  intéressant  de  comparer  les  vues  générales  d'Hermite 
sur  les  irrationnelles  avec  les  résultats  donnés  récemment  par 
M.  Minkowski  où  la  considération  de  certaines  chaînes  de 
substitutions  permet  de  donner  des  critériums  nécessaires  et 
suffisants  pour  qu'un  nombre  soit  algébrique. 


IL 


La  théorie  arithmétique  des  formes  binaires  rentre  évi- 
demment dans  le  même  ordre  d'idées  que  celle  des  irration- 
nelles algébriques.  Hermite  lui  a  consacré  plusieurs  Mémoires 
et  a  étudié  particulièrement  le  cas  des  formes  de  degré  impair 
et  le  cas  des  formes  quadratiques.  Mais,  tandis  que  pour  les 
formes  quadratiques  les  préliminaires  algébriques  de  la  théo- 
rie arithmétique  des  formes  sont  immédiats,  il  n'en  est  plus 
de  même  quand  on  s'élève  aux  formes  de  degré  quelconque; 
la  partie  algébrique  de  la  théorie  prend  alors  un  développe- 
ment inattendu  et  présente  un  intérêt  considérable.  C'est  ce 
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qui  amena  Hermite  à  s'occuper  de  divers  problèmes  d'Al- 
gèbre et  particulièrement  de  la  théorie  des  formes  binaires 
où  il  allait  obtenir  de  magnifiques  résultats  en  même  temps 
que  ses  émules  Cayley  et  Sylvester. 

Les  théorèmes  de  Sturm  et  de  Gauchy  sur  le  nombre  des 
racines  des  équations  satisfaisant  à  certaines  conditions  avaient 
vivement  frappé  les  géomètres.  Sur  ce  sujet  on  doit  à  Her- 
mite quelques  résultats  qui  resteront  classiques.  En  partant 
de  la  remarque  relative  à  la  décomposition  des  formes  qua- 
dratiques en  somme  de  carrés,  que  Sylvester,  qui  Ta  trouvée 
en  même  temps,  nomme  la  loi  d'inertie  et  que  Jacobi  avait 
aussi  rencontrée,  Hermite  considère  d'abord  une  équation  à 
coefficients  réels,  et  construit  une  forme  quadratique  associée 
à  l'équation  renfermant  une  arbitraire  réelle  /.  Quand  cette 
forme  est  réduite  à  une  somme  de  carrés,  le  nombre  des 
carrés  négatifs  est  égal  au  nombre  des  couples  de  racines 
imaginaires  de  l'équation  augmenté  du  nombre  des  racines 
réelles  inférieures  à  /.  Un  cas  particulier  dont  la  démonstra  - 
tion  est  immédiate  se  formule  ainsi  :  dans  la  forme  quadra- 
tique à  n  variables 

où  la  somme  est  étendue  aux  n  racines  a  de  l'équation,  le 
nombre  des  carrés  négatifs  est  égal  au  nombre  des  couples  de 
racines  imaginaires.  Poussant  la  question  plus  loin,  Hermite 
considère  une  équation  à  coefficients  complexes;  il  associe 
alors  à  l'équation  une  forme  quadratique  à  indéterminées 
conjuguées,  et,  quand  celle-ci,  par  une  transformation  élé- 
mentaire, a  été  débarrassée  de  ses  termes  rectangles,  le 
nombre  des  coefficients  positifs  est  égal  au  nombre  des  ra- 
cines dont  le  coefficient  de  \j —  i  est  positif.  Le  théorème  de 
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A.  B.  C.  D  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  /^<nic.  nu')< 
't.i* nu.  nu  ■. 

\jî  premier  membre  peut  d'abord  se  ramener  à  une  fonction 
rationnelle  de  )v  ui  ** '•?  'i(ttî  «  '•  ^n  effet,  d'après  la  propriété 
fondamentale  de*  fonctions  a0.  ).(-  un  terme  quelconque,  tel  que 

f\  a#  *u »  u •  Â|  (  // y  u lit  pourra  être  exprimé 

rationnellement  en  a„  -u.uk  a,  *  */.  1/  •.  A[a#<  a.  w  •].  A[A,n/.  n'V], 
et  les  quantités  analogues  relatives  à  la  division  des  indices.  Or  on 
trouve  aisément  ces  formules 

dx  ^      dx 

*      '  du  '      '  au 

r  'h'  r,  dy 

J  '  J     du  '  J  -  du 

qui  montrent  que  les  radicaux  carrés  A[X0(f/;  u  }]*  A[a,(*/.  m')] 
pourront  s'exprimer  rationnellement  en  Àp(if,  u'\  ^i(«?  m');  car 
en  faisant  disparaître  les  irrationnelles  des  équations  ^  A  ),  puis  les 
différcntiant  *iicccssi\ement  par  rapport  à  «  et  u\  on  obtiendra 
les  expressions  des  dérivées  partielles  en  fonction  rationnelle 
de  aV/y,  u ' )  et  A,ff/,  u'). 

Représentons  le  premier  membre  de  l'équation (  B)  par  sti/,  14'); 
on  démontrera  bien  aisément  que 

/  itilV      ~\-l>'it^lSiWs-\k"'i%     u,       kt\  y/^T-^-  k '  i\  -  k" /',  y/^T _  J? i\ \ 

n  '  n  ) 

—  p-kq    *'/— A".«_A"  o<  a,  /*';» 

quels  que  soient  les  entiers  £,  k\  kJI ',  À'". 

En  l'élevant  ù  la  puissance  /i'rmc,  on  obtient  donc  une  fonction 
rationnelle  de  À0(/z,  m')»  ^i(w,  m'),  qui  ne  change  point  en  substi- 
tuant à  ces  quantités  deux  autres  quelconques  des  racines  simul- 
tanées des  équations  proposées.  11  suit  de  là  et  de  la  théorie  des 
fonctions  symétriques  des  racines  d'un  système  d'équations  à  plu- 
sieurs inconnues,  que  cette  fonction  pourra  être  déterminée  ration- 
nellement par  les  coefficients  des  équations  (A  ). 

J'observe  actuellement  qu'il  a  été  introduit  les  quantités 
<fk0(nu,nu')      tfk0(nu,  nu')      dk^ nu*  nu')      dkx(  nu*  nu')  „ 

— dû — '  —du- — '  — tût "- '  —a? —  iue  lon 
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pourra  éliminer  par  les  formules  suivantes  : 

Or,  une  fonction  rationnelle  quelconque  des  deux  radicaux 
A[X9(u,  u')],  A[X, (m,  m')]  peut  toujours  être  mise  sous  la  forme 

o-r-6A[X0(tt,  tt')]-+-cA[X,(u,  tt')]-r-rfA[X0(a,  u')]A[X,U,  «')], 

ce  qui  achève  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 

En  supposant  successivement/(#,  y)  =  x  -\-y,  et/(x,  y)  =  xy* 
on  aura  séparément  par  une  somme  de  nk  —  1  radicaux  nièmt*  les 
coefficients  d'une  équation  du  second  degré,  dont  les  racines  déter- 
mineront finalement  celles  des  équations  proposées.  On  pourrait 
aussi  faire  voir  qu'il  suffit  de  connaître  l'un  d'eux,  l'autre  se  déter- 
minant rationnellement  par  celui-là. 

Pour  obtenir  la  division  des  indices,  soit 

ki\  y7 —  i  ■+■  k'  i"i  -+-  k0  i,  \/     T-f-A^i'v        I 

u  = =  —  » 

n  n 

t    ki\  y/~  -+-  k'  i;  -+-  a*  i\  k/~  -4-  k~  /;     r 

U    = =    —  > 

n  n 

on  aura  xn  =  o,  yn  =  o,  et  les  équations  à  résoudre  seront 
iC,  U'=o,        U'=o; 

leurs  racines  seront  comprises  dans  les  formules 

.    i  mit  y7 ^7  -+-  m'  tg  -t-  m'  i9  y/—  i  -f-  mm i4     m?x  y7—  i  -h  m! i\  -4-  m'  V%  v/^7 -h  m**  i'.\ 
=  /.,.( >  -  j, 

=  /'(v * '  n : 

en  attribuant  aux  nombres  entiers  m,  mr,  m",  m"'  les  valeurs  o,  i, 
'a,  . . .,  n  —  i .  Mais  si  l'on  suppose  n  premier  et  impair,  on  verra 
aisément  qu'en  supposant  successivement 

|  I,  =-.  *i/^ï,        I'i=  i\  /—  i  :         Ii^  [i i i y/1^ -+-  is,         I',  ^--  y.i\  |/^T-f-  /',; 
<   !,  —  f«  f ,  %/ — T-hfx'iî-Hejv7-^",  I^ji^/ZT-Hji'i^-Hij/ZI 7; 


*)• 
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on  pourra  leur  substituer  les  suivantes 

x  —  X0  (  m  —  >  m—  )  »  v=  Xt  (  m  — ,  m—  )> 

x  —  X0  (  m--,  m—  )»         ^  =  X,  (m— ,  m-i), 
/i  n  /  \     n         n  / 

x  —  À0  (  /w  —  >  /w  -=■  )  »  v  =  Ai  (  /n  — ,  m  — -  )  > 

\     /i  ra  /  ^  \     n  n } 

en  excluant  la  solution  zéro,  et  donnant  à  m  les  valeurs  i,  2,  .. 
n  —  1  et  à  |x,  u/,  u."  les  valeurs  o,  1,2,  . . .,  n  —  1 . 

Mais  comme  les  intégrales  qui  entrent  dans  les  expressions 
de  u  et  n'  ont  été  prises  à  la  limite  inférieure  zéro,  on  a 
a0(--w,  —k')  =  X0(w,  m'),  M— */,  —  m')—*! (">"')>  d'où  H  arrive 
que  les  /i4  —  1  solutions  des  équations  (C)  sont  égales  deux  à  deux; 
et  il  suffira  de  prendre,  dans  les  formules  précédentes,  hi  =  i, 
:i,  ...,  L(n  —  i). 

Soit  toujours  /(x,  y)  une  fonction  rationnelle  et  symétrique 
de  x  et  y\  on  établira  d'abord  qu'en  désignant  par  I  l'une  des 
quantités  I,,  I2,  I3,  I4,  par  F  la  quantité  correspondante  au  second 
argument,  l'expression 

fho(*~>  *-)>  M'*-,  *-Y| 
L    V   n      n  1       \  n      n)  J 

peut  se  ramener,  quel  que  soit  le  nombre  entier  k,  à  une  fonction 

rationnelle  de  X0(— >  — )>-)M(  —  »  - •)•   Cela  résulte  de  ce  que  les 

radicaux  A   ).„(->   ~)r    ^  r'1  ("'  ~~)      s'expriment  eux-mêmes 

(il'-  'II' 

-,  -  )»  a,  (  —  >  —  )>  comme  il  est  facile  de  le 

voir  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut. 
Cela  posé,  l'expression 

0 

où  /est  un  entier  quelconque,  pouira  être  ramenée  à  une  fonction 
rationnelle  et  symétrique  de  X0(~»  -)»  ^1  (  ~>  -  j»  que  je  reprô- 
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senterai,  pour  abréger,  par  <f  l  -  >  —  U  et  que  Ton  démontrera  aisé- 
ment jouir  de  la  propriété  que 

/  i     r\        /i    r\ 

T\   n       nj       J\n     n] 

quel  que  soit  le  nombre  entier  v. 

Donc,  donnant  successivement  à  I  et  l' toutes  les  valeurs  corres- 
pondantes comprises  dans  les  formules  (D),  on  pourra  construire 
une  équation  entièrement  rationnelle,  qui  aura  pour  racines  les 

(I    I'\ 
_,  -  j. 

Il  est  bien  facile  de  voir  que  son  degré  sera  le  nombre 

i  ■+-  n  -h  n*  -h  n*  = : 

n  —  1 

ainsi,  l'équation  de  degré  ±(n* —  i)  de  laquelle  dépend  la  déter- 
mination  d'une   fonction  rationnelle   symétrique  de  X0  (  - ,   -  ) , 

a,  (—»  —  )•  peut  être  décomposée  en facteurs  du  degré  ^(/i —  î  ), 

au  moyen  des  racines  d'une  équation  rationnelle  du  degré — — -  • 

Les  équations  de  degré  \{n  —  i)  sont  résolubles  par  radicaux. 
Pour  le  faire  voir  en  peu  de  mots,  soit  p  une  racine  primitive  par 
rapport  au  nombre  premier  /i,  on  établira  d'abord  que  leurs  racines 
peuvent  être  représentées  par  la  formule 

en  supposant  k  =  o,  i,  2,  . ..,  £(/i  —  3);  et  si  l'on  considère  la 
puissance  de  degré  \{n  —  1)  de  l'expression 

0 

où  8  est  une  racine  de  6  — 1  =  0,  on  verra  qu  elle  peut  être 

ramenée  à  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  A0(->  -  )• 

)%l  (  - ,  —  )  que  je  représenterai,  pour  abréger,  par  tyl-,-  ) ,  et  qui 
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jouira,  comme  la  fonction  cp,  de  la  propriété  que 


♦(vï) -♦(!•?)• 


Dès  lors  on  démontre  aisément  qu'on  peut  trouver  une  fonction 
rationnelle  ¥(x)  telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  I  et  V  comprises 
dans  les  formules  (D),  on  ait 


♦(Î'Ï)-'KM)]- 


Or,  connaissant  la  fonction  <{/,  on  sait  comment  en  déduire  toutes 
les  racines  de  l'équation  proposée. 

Les  considérations  précédentes  semblent  pouvoir  s'appliquer 
également  aux  autres  classes  des  transcendantes  nommées  généra- 
lement par  Legendre  fondions  ultra-elliptiques  ;  il  est  facile  en 
effet  de  trouver  les  formules  suivantes.  Soit 


\(x)  =  /[a?(i—  ~x)(\  —  X«*)...(i—  Xfn+tj:)], 

**(*)  =    / 


posons 


A(rr) 


«0=  *o(^o)-î-  *o<>i  )-*-..--+-  *o(*n\ 


"«= 

> 

et  soit 

#o  =  X0(m0,  lit,  ...,  un)} 
xx  =  Xi(a0,  «*i,  ...,  «»)» 

#«  =  Xn(w0,  Mi,"...,  M/i), 

on  aura 

A(J?0)  = 

e0(^o) 

dxo 
du0 

+  o,(..)g-*.M..)£+...-H«.(^)£, 

\<Xt  )  = 

0o(>i .) 

dxt 
du0 

+  »,(-,)g  H- 0,(^)g  +...+  •.(•,)£. 

A«x/1)  =  e0(„l)^^ol(a?„)^^e1(^)^-H...H-e).(xJ,)^. 
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Les  fonctions  6  étant  du  degré  h,  on  trouve  aussi  que  les  racines 
de  l'équation  du  niime  degré 

'  du0  dux  '  du%  dun 

sont  les  n  fonctions  x0,  xiy  x2,  •  • .,  Xk-\f  &k+\  •  •  •>  xn- 

En  cherchant  à  déterminer  directement  le  degré  des  équations 
relatives  à  la  division  des  arguments  dans  les  fonctions  \  j'ai  été 
conduit  à  cette  remarque,  que  l'équation  algébrique  correspondante 
à  l'équation  transcendante 

4>(a0)  -+-<!>(  ai  ;  H-  4>(ocj  )-+-..  .-h  4>(a„)  —  \x  <P(x) 

a  ses  coefficients  rationnels  en  x,  quel  que  soit  le  nombre  entier  [x; 
mais  voici  quelque  chose  de  plus  étendu. 

X'r    6  (  r  )  ùx 
...   "         :  >  où  F( #)  est  un  poly- 
v  yiF(*)*i         -       F  J 

nome  entier  du  degré  m,  8(#)  un  autre  polynôme   d'un   degré 

<  m i .  Si  l'on  suppose  n  et  m  premiers  entre  eux,  et  si  l'on 

fait  v  =  ^(m  —  i)(n  —  i),  on  sait  que  la  somme  d'un  nombre  quel- 
conque de  pareilles  intégrales  relatives  aux  variables  x,  y,  z.  ... 
est  réductible  à  une  somme  composée  de  v  termes  seulement,  dont 
les  arguments  à0,  a4,  ...,  av_<  sont  déterminés  par  les  racines 
d'une  équation  du  degré  v,  dont  les  coefficients  sont  rationnels 

en  x,y,z,  . . .,  '{/\¥{^,  ftTftÔI,  ^7(7)],  .... 

Or,  si  l'on  fait  x  =y  —  z  —  . . .,  l'équation  correspondante  à 
l'équation  transcendante 

ra*  *(x)dx  r**    Q(x)dx 

r  av-!    Q(x)dx     _        rX    Q(.r  )  dr 

"V.       V\?(xY<\  "  ^o    vTFT^l 
aura  tous  ses  coefficients  rationnels  en  x. 


H. 
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II. 

Paris.  Août  1844. 

La  bonté  avec  laquelle  vous  avec  accueilli  mes  premières 
recherches  sur  les  fonctions  abéliennes  m'engage  à  vous  écrire 
une  seconde  fois,  pour  vous  soumettre  quelques  nouveaux  résul- 
tats auxquels  j'ai  été  conduit  par  l'élude  de  vos  Ouvrages,  en 
essayant  détendre  aux  transcendantes  plus  générales  les  princi- 
pales théories  des  fonctions  elliptiques.  Mon  Travail  m'a  amené, 
naturellement,  à  rechercher  la  démonstration  de  quelques-uns  des 
théorèmes  que  vous  avez  énoncés  dans  le  Journal  de  M.  Crelle; 
c'est  aussi.  Monsieur,  ce  dont  je  vous  demanderai  la  permission  de 
vous  entretenir  d'abord  ;  je  m'occuperai  surtout  de  l'expression  de 

sinamui,  x)  par  sinam(  — »  a),  si  importante  pour  la  théorie  des 

fonctions  elliptiques;  mais  je  ne  sais  si  j'aurai  véritablement  ren- 
contré les  principes  qui  vous  ont  conduit  à  ce  beau  théorème. 

En  suivant  vos  notations,  je  nommerai  H(x  »,  9(.rï  les  deux 
fonctions  qui  donnent 

1     H(:r> 

smam(  x  >  —  — - 


et  qui  satisfont  aux  conditions 


6(.r~a*K'i  =  —  e     *  ""'    *  B(.ri. 


0(x  — aK)     —  e(x), 
(\) 

J  U(x  ~  >.iK  »  -  -  e"ï,J  +  '^II(T  », 

'    H(j-rîK)      --  —  U(X)\ 

et  voici  d'abord  une  remarque  sur  laquelle  je  me  fonderai  princi 
paiement.  Soit  $( [x)  une  fonction  définie  par  l'équation 

{-x)  «K^2{K')— <j"Kt,+i,il*(j) 

et  par  la  condition  de  périodicité 

O)  *(x+  4K)  =  *(*), 
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on  trouvera  qu'en  supposant 


*(a7)  =  V    amem  '* 


les  coefficients  se  déterminent  de  la  manière  suivante  : 

de  sorte  qu'en  employant  les  fonctions  H  et  9  on  a 

<P(x)  =  AH(j)  +  Be(j). 

Cela  posé,  soient  n  un  nombre  premier,  p  un   entier  compris 

_    1Ï2F 
entre  oet/i  —  i  ;  faisons  a  =  e       n   et  considérons  la  somme 

— —  -+-  a  — — i-  a*  — — I-    . . 

*{*)*(         4K\  ^/         8K\  ^- 


-ha1»-1 


H 

r^ ,  4(»-i)K-| 

n 

6 

r      4(/i-i)K" 

n 

nommons  <&(#)  le  numérateur  et  <&0(#)  le  dénominateur,  savoir  : 

^.,_w.(,  +  a).(.*!!)....(.  +  !Sï=Û!)8 

on  déduit  sans  peine  de  la  propriété  fondamentale  des  9,  qui  est 
exprimée  par  l'égalité  (i),  la  condition 

*o(a?-+-2iK  )  = —  c       *  *o(^X 


e*  il  est  clair  que  l'on  a 


♦•(^x)  =*•(*>• 


Or  ces  deux  équations  peuvent  être  ramenées  aux  équations  (2) 
e^(3),  de  la  manière  suivante.  Soit  o(x)  une  fonction  définie  par 
les  deux  conditions 


lit,  ._,, 

«(*-hîllK|)  =  — «      Ki 


<p(ar)        et        <p(ar-f-  4KO  =  ?(*) 


20  OEUVRES    DE    CIIARLES    HERMITE. 

on  aura,  d'après  ce  qui  a  été  dit  tout  à  l'heure, 

<?(*)=■=  AH1(ar)-+-B6,(r), 

en  désignant  par  H,  et  B«  les  fonctions  H  et  6,  dans  lesquelles  K 
et    K'   seraient    supposés    devenus    K,    et   K,  ;    posons    ensuite 

Ki         K'  n K 

n  -=£-  =  -jTT-j  et  faisons  x  —  -=^  z  ;  il  viendra,  comme  on  le  voit 

facilement 

Or  ces  équations  font  voir  que  l'on  aura 

*.<*)  -  f  (^ *)  =  a  n,  (^î *)  +  b  e,  f^i,) . 

et  comme  la  fonction  4>0  est  paire,  il  faut  faire  A  ^  o  et  il  vient 

%(x)  —  const.  «!  (  -^  x  \ . 

Je  passe  actuellement  au  numérateur  désigné  par  $(x).  On  éta- 
blit immédiatement  qu'il  satisfait  encore  à  l'équation 

(4)  *(x-t-  ai'K'j  =  —  e   n  K  *    '    '*(x), 

et  l'on  peut  même  observer  que  chacun  des  /i  produits  dont  la 
somme  le  compose  la  vérifie  isolément.  On  trouve  ensuite,  en  dési- 
gnant par  j  un  nombre  entier, 


4./K 


-  7L-J&(X). 


Si  donc  je  pose 
j'aurai 


fier 

W(x)  ---  e     /,"î"*(a7), 


D'ailleurs  de  l'équation  fondamentale  (4)  on  tirera 
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iK' 
et  en  mettant  x  —  4p  —  à  la  place  de  x,  et  faisant  pour  plus  de 

clarté 

*,<*,  =  *(*_  ^j*). 

on  en  déduit 

Vi(*H-a*K')=-c"""S'<*+'K',Vlf*). 

Ainsi  par  cette  transformation  nous  sommes  entièrement  ramenés 
à  l'équation  (4).  Mais  on  a  la  condition  de  périodicité 

donc,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  il  viendra 

n  \C  t 

Faisons  pour  la  suite  - ~  —  ^  ;  nous  aurons  le  théorème  exprimé 
par  l'égalité 

/         4K\         ,   .         /         8K\ 
smam(^  )  -+-  a  sinam  (  x  h 1  -+-  a*  sinam  !  x  -\ J  -+  . . . 

-4-  a'*-1  sm  am  \x  H 

J'observe  que  le  premier  membre  change  de  signe  en  augmen- 
tant x  de  2K;  le  nombre  n  étant  impair,  il  en  est  de  même  de 
la  fonction  H|  ( ^  )  ;  d'ailleurs  0,  ( ~  j  ne  change  pas;  ainsi  il  faut 
faire  B  =  o,  et  il  vient 

/         4K\                    ,    .         r        4(*  —  OKI 
smam(j)  -h  a  sinam  (  x  •+•  ^—  j  -+-...  4-  a»-1  sinam    x  -4-  - — 

.,¥*>(*  +  *>¥) 

=  const.e      * ; — 

•■(S) 

= const- s,nam  (  m  + 4^  "tt; 7  x  \- '■  • 
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Je  substitue  maintenant  aux  fonctions  9  à  période  réelle,  les 

IZJr* 

fonctions    analogues    S(x)  =  e*hK'&(x),    à    la    période    imagi- 
naire 4  *  K'  î  on  trouve 

&'(S)-"S*(S> 

de  sorte  qu'à  un  facteur  constant  près,  l'expression 


"¥°.(IH^) 


"(S) 

se  transforme  en  la  suivante  : 


9,(5) 

s    LEZ 
où  l'exponentielle  e      K    a  disparu  ;  ainsi  il  vient 

/         4K\  f   .         T         4U  — i)K1 

sin  am  (  x  )  -h  a  sin  am  (  x  -f-  - —  1  -+- ...  -h  a"-1  sin  am    x  h —  I 

=  const.s,nam(M-H4/>-^J -—y 

Pour  déterminer  la  constante,  je  multiplie  les  deux  membres  par 
x  —  iKf,  puis  je  fais  x  =  iK';  en  nommant  x,  x4  les  modules  des 
fonctions  K,  K| ,  le  terme  sinam  ( x)  qu'il  y  a  seul  lieu  de  considérer 
dans  le  premier  membre  donne  -;  dans  le  second  il  suffit  d'avoir 

la  valeur  de  la  dérivée  de  3,  (  ^  )  >  pour  x  =  iK!.  Or,  on  obtient 
sans  peine  pour  résultat         w1 —   :  ainsi  on  a  l'égalité 


-    /iK'       ,     iK\\ 


-  =  const.  sinam 

et  l'on  en  tire  après  quelques  transformations  faciles 

xt  ^1(0) 

const.  =  -=rJ TT^izrr  • 

Mx  ^    i\piKx  \ 
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Nous   voici   de  la  sorte   parvenus   au  théorème   exprimé   par 
l'égalité 

Mx(   .  /         4K\  (   .         r         /,(w  —  i)Kl/ 

*i    \  \  n  J  L  '*         l) 

Je  n'ai  plus  maintenant  qu'à  vous  emprunter,  Monsieur,  la  mé- 
thode par  laquelle  vous  établissez  les  propriétés  si  remarquables  de 

la  fonction 

y(u\  =  eru%Q(u). 

En  formant  le  produit 

on  aura  à  ( x  -f-  4/> —  )  =  ty(x)i  et  l'on  en  déduit  la  formule  sui- 


vante 


».(.)».(5+4,i^) 


»■(■)»■(«"£) 

•—1  \  (n-l> 

^    r.-x^am^jsinMmfi^)]^^ 


',-,. 


n„,[.-xîsin.ara(S-M^)sin.am(i^i)] 

1 

de  laquelle  découle  ainsi  la  démonstration  de  votre  théorème  sur 

l'expression  algébrique  de  sinam(#)  par  sinam  (  rr  )• 

La  méthode  précédente  est  fondée  principalement  sur  ce  carac- 
tère, digne  de  toute  notre  attention,  de  la  fonction  sinam  (a-), 
d?être  exprimable  par  le  quotient  de  deux  fonctions  développables 
en  séries,  toujours  convergentes,  et  qui  restent  les  mêmes,  ou  ne 
font  qu'acquérir  un  facteur  commun,  en  augmentant  l'argument 
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de  certaines  quantités  constantes.  Tel  est  le  lien  si  simple  par 
lequel  se  trouve  rattaché,  aux  notions  analytiques  élémentaires, 
l'ensemble  des  propriétés  caractéristiques  de  la  nouvelle  transcen- 
dante, qui  ont  leur  source  dans  le  principe  de  la  double  période. 
Mais  il  est  important  d'abord  d'observer,  dans  toute  fonction 
rationnelle  de  sinam(r),  l'analogie  des  fonctions  qui  jouent  les 
rôles  de  numérateur  et  de  dénominateur,  avec  les  fonctions  H  et  8. 
A  cet  eilct,  je  considère  la  fonction  homogène  d'un  degré  quel- 
conque n  : 

*(x\--z  \ll»(x  )  +  mi"-i  e(x)  -+-...+  LH(x)Q''-i(x)  ->-  1  Q»  (x). 
On  trouve  bien  facilement,  d'après  chaque  terme  en  particulier, 

<I>(a?H-2iK')  —  (—  i)"c~~~*~  x"+"<    '*(>); 

on  a  d'ailleurs 

<P(x -f-  \K )  =  <ï>(.d: 

ainsi  dans  ce  cas  général,  l'expression  analytique  du  caractère  de 
la  double  périodicité  se  présente  sous  la  même  forme  que  pour  la 
fonction  sinam(.r).  Introduisons  aussi  la  fonction 

ii'(T)e(T)  —  \Kx)e'iT). 

\\(X) 

qui  représente  le  numérateur  de  la  dérivée  de  — —  ;  en  la  désignant 
un  instant  par  y(#),  on  aura  sans  peine 

...  .  ....  -3-rr  i.r+ /Kl 

y ;<  x  •!-  •>.  K)  —  —  /(#h        y(x-t-iiK)  =  e      K  X(r)- 

De  là  résulte  que  la  fonction  suivante 

(a)     U(.r\    •  AII"<\r)-7-BH*    •  (x)  B(x)  --...-f-  \Ali x)B«-i(x)-h  \e»< x) 
-  \  H'(a-)  B(x)  —  llix)  &(x)\ 

x  f  A'H»  *(x)  -+■  B'H"-3(a?)  B(x)  -'- . . .  -+-  V  e"-*(*)] 
donnera  encore 

—     —  '  K' 

U(x  \-iK)r-.U(x)f        1I(.r-r-aiK'):_<—  i)»c    "  k    r+l    'n(x). 

Mais  on  ne  peut  pas  satisfaire  à  ces  deux  équations  par  une  solu- 
tion plus  générale  que  la  fonction  définie  par  l'équation  (a)  qui 
renferme  in  constantes  arbitraires. 
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Supposons  en  effet 


u(*)=2\    a>nem  *k; 


la  seconde  équation  donnera  facilement 

d'où 

À'  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif.  On  voit  par  là  que 
tous  les  coefficients  s'obtiendront  au  moyen  des  quantités  a0, 
«i? ,  #2«-i  qui  restent  arbitraires.  Si  à  la  condition 

D(ar-t-4K)  =  ïl(.r) 

on  substitue  la  condition  plus  particulière 

U(x-h  aK)  =  —  n<>), 

tous  les  coefficients  à  indices  pairs  devront  être  nuls,  ce  qui  réduira 
à  moitié  le  nombre  des  constantes  arbitraires. 
Ainsi  je  considère  l'expression 

sinam(:r)F[sin'am(:r)| -j /[sin'am^  )], 

où    F(.r)    et  f(x)  désignent   deux   fonctions   entières,  Tune  du 
degré  m,   l'autre  du   degré   m  —  i  ;   je  remplace   sinam(#)   par 

—  ■■    *;»  le  numérateur 


ll(x  )  =  0(ir)îm+1  ! F — - 


vérifiera  les  deux  équations 

D(j4-2K)  =  -n(j),        n(a?-4-atK')=-  —  «         ""  T1— '  n(*) 


■l!«tl|  -rj-  (.r-4-iK'j 


indépendamment  des  valeurs  des  coefficients  au  nombre  de 
2  77i  -T-  i  qu'il  renferme;  il  en  représentera  donc  la  solution  la  plus 
générale.    Mais,  d'une  autre  part,  je   considère  le  produit  des 
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im  —  i  facteurs 

îl  satisfait  évidemment  à  la  première  des  équations  précédentes, d 
l'on  voit  !»an§  peine  qu'il  vérifiera  la  seconde,  en  assujettissant  les 
constante-»  at.  at a2m-  a3JIV+i.  à  la  seule  condition 

a,—  aj—  ...  —  atm—  a,m_|  =  a/K. 

/  étant  un  nombre  entier  quelconque.  En  introduisant  un  facteur 

constant,  on  aura  une  nouvelle  expression  de  la  solution  générale, 

dont  la  comparaison  avec  la  première  donne  le  théorème  exprimé 

par  l'égalité 

cr  ..       ,      ,       rfsinamji  „  .  # 
Mnam  x .  F [sin'amf  x  •]  -    -z /[sin'anK.xi] 


con«a. 


dx 

H«  x  —  ax  t  H"  t  —  a,  ..  ,.H«  x  —  au*~i  i 


gSm—1,  j.  , 


Ainsi  nous  obtenons,  sous  la  forme  trouvée  par  A  bel,  les  pro- 
priétés fondamentales  des  fonctions  elliptiques  relatives  à 
l'addition  des  arguments. 

Dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  dem  =  i,  on  aura 

sinamarfMn'amf^  »  -f-  A]  —  B -, 

dx 

,    U'T      ax  »  II  i x  -a-  «j  »  H«  x  —  at--  a*  » 
-    const.  - - — . 

U*iX) 

Les  coefficients  A,  B  dépendent  des  quantités  aK  et  a2l  au  moyen 
des  deux  équations  qui  expriment  que  le  premier  membre  s'annule 
pour  ur  «,,  x -.  -  —  a*. 

Si  Ton  suppose  aK  =  -    a2l  on  trouvera 

B    -  o,        A  —  —  sin*am(  ai  j, 
ce  qui  donnera 

Mnain'*j[»iniaiii'«.    -  sin'amfa,  ,]  -  const.  H<  r  )H<  *  ""  q,)  H<*-"»>; 

0*  ^  a?  ) 

rt  par  suite 

•  .       ,             •  .                               \\[x    -  at)U{x  —  a,) 
fein*amf  :r  ;  —  sin'amt  at  i  —  const. — , 

log[»in*ani<tfj       sin*am(a,  »] 

-  const. -  -\o%ll(x  -j-  at  )  -i-  logII(&  —  aj)  —  *\og9(x). 
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Cette  dernière  équation  conduit  à  la  théorie  des  fonctions  de 
troisième  espèce,  en  difTérentiant  par  rapport  à  a,,  et  intégrant 
par  rapport  à  x. 

Mais  je  reprends  les  deux  équations 

_  in      ■ km 

II(:r-h4K)  =  n(tf>,         n(*-+-2iK')  =  <-.i)«e    nK(x+'    }n(x), 

dont  la  solution  générale  est  donnée  par  l'expression 

U(x)  =  AH"( x)  •+-  BH"-»(* )  %(x)  -+-. . .-+-  ie»(x) 
-i-[H  (x)S(x)  —  H(x)Q'(x)] 
x  [A'H«-»(*  )  -+-  B'H«-*<>)  B(x)  -+-...-+-  I'e»-*(a?)]. 

_      J/tt 

En  faisant  a  =  e       "et 

/          <KN                /          8K\ 
*(x)  =  U(x)  +  aTl(x-+-  i-  )  -j-a*n(a?n j  4-... 

-h  a"-1  DLfh * 

0.1  aura  toujours  la  seconde  équation 

*(j?-+-  'iiK')  =  (  —  i)rte~"~*  '     '     ♦(#), 
mais  de  plus 

Posant  donc 

il  viendra 

?(i+^)  r=V(jr)f       W(x  +  *iK,)^{~i)>'e~n^{V'*'iK'^P~*~V(x). 

Je  mets  à  la  place  du  facteur  ( —  i)w,  eni*,  et  je  fais 

L  n  n       y 

j'obtiendrai  par  là  les  deux  équations 

V,(j.-15  )  ^Wt{x),         V,(j  +  2(K')=-e"',"K",J''H'KVl(j:). 
\  n  / 

On  aurait  pu  faire  plus  généralement 

▼,<*)  =  *[*  + p—  J, 
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v  désignant  un  nombre  impair  quelconque,  et  l'on  serait  arrivé  aux 
mêmes  conditions.  En  faisant 

l  TlKi 

on  trouvera,  comme  je  l'ai  déjà  établi,  que  le  nombre  n  soit  impair 
ou  pair, 

t,(x,.-, «h, (■;■)  -*e,(J-). 

Nous  voici  donc  parvenu  au  théorème  exprimé  par  l'égalité  sui- 
vante : 

n.x.-s-.n^+^ViW*  -..**)  ........ «»-nL-t-4(,,-"K1 

«  /£}«„,  r  ' + ^=^,=^1  -.6e,  r  *  +/»J^-=^ii. 

(  L  M  w  M  J  L  M  n  M  J } 

Sans  m'arrêtera  la  détermination  des  constantes  a,  6,  il  est  clair 
qu'en  remplaçant  a  successivement  par  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion binôme  x11 .-  -  i ,  ou  en  faisant  p  —  o,  i ,  2,  . . .,  n  —  i ,  on  aura 
un  système  de  n  équations  linéaires  qui  donneront 

7,-1  'T 

ri/  V?      P\Û-\  ii    \x         /)lK'-(/l-v)K] 

Àmàp  (  '       !  |_M  /lM  J 

0 

#    û    I  r        ^K'-(n-v)Kl) 

"  ~6"ei  Lm"  — ^m — ~~Jr 

Cette  nouvelle  expression  de  la  fonction  U(x)  conduit  au  dévelop- 
pement en  série  de  toute  fonction  rationnelle  de  sinam(x)  et  de  sa 
dérivée,  f  J'ai  remarqué  à  ce  sujet  qu'en  cherchant  le  développe- 
ment de  la  fonction 

d'après  celui  de 

ëi  T  )  --■  l  —  '}. q  COS  — •>. q*  COS 1 ... 

K  K 


-2. 


nit    .  ...  n  7T  ,.  ... 


1 

on  arrivait  au  résultat  suivant 
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ffj* 


La  fonction  e*KK'H(x)  donne  de  même 

>    (— i)"(<5*KK  —  ekhW  ).) 

i 

La  théorie  de  la  transformation  découle  bien  simplement  des 
mêmes  principes.  Considérez,  en  effet,  la  somme  ou  la  somme  des 
produits  2  à  2,  3  à  3,  etc.,  ou  le  produit  des  n  fonctions  (n  étant 
impair)  : 


H(x)  _\ n  )       \  n   ! 


B(x) 


\(n  —  i)K 


i  (  //  —  i  )  k 


Soient  <!>!  (x)  le  numérateur,  <t>0  (x)  le  dénominateur  :  pour  l'une 
et  pour  l'autre  de  ces  deux  fonctions  on  trouve  les  conditions 


tu 

^t  •!//  -n  —  [r  +  th 

4>(  X-r-  -iiK  )  =—  e         K 


<I>(a*),         «I>  (  x  -f-  -  --  )  —  <Im  x) 


desquelles  il  résulte 


*0(a?)  =  A0n,(^x;  :-B0e,(^i*). 

Or  la  fonction  4>,(x)  sera  paire  ou  impaire  selon  qu'elle  sera  rela- 
tive à  une  somme  de  produits  d'un  nombre  pair  ou  d'un  nombre 
impair  de  fonctions.  Dans  le  premier  cas,  on  devra  faire  A,  —  u7 
dans  le  second,  B,  =  o;  d'ailleurs  pour  &0(x)  on  a  toujours  À0— «>. 
De  là  résulte  que  la  somme  des  produits  2  à  2,  4^4?  •  •  •?  n  —  1 
à  n  —  1  des  quantités 

h(x-!S)  vr-.-j«— ok- 

•<-/     e  (»-£)"    ■"'    " 

est    constante,    et  qu'elles  peuvent  être  considérées  comme  les 
racines  d'une  équation  du  n[ème  degré,  dont  les  coefficients  sont 

des  fonctions  du  premier  degré  de  — ^ — -« 


4(/i  — i)K 


^j 


-•   On  en  conclut 
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l'expression  connue  de  cette  dernière  fonction,  par  une  fonction 
rationnelle  de  Tune  quelconque  des  quantités  précédentes,  etc. 

Toutes  ces  propriétés,  spéciales  à  la  fonction  à  double  période  -g- — -  • 

découlent  immédiatement,  comme  on  le  voit,  de  l'équation  de  dé- 
finition des  fonctions  H  et  6  simplement  périodiques;  on  peut 
même  remarquer  la  grande  extension  que  reçoit  le  développement 
en  produit  infini  de  sinam(^r),  qui  a  été  obtenu  la  première  fois 
comme  conséquence  des  formules  de  transformation,  au  moyen  de 
l'égalité  obtenue  plus  haut,  savoir  : 

/    x  cm    •   •        ,      i        ^sinam(.r)         . 
sinam(a?)  F  [ sin*am(a:)] — f\  sinsam(x  i] 


=  const. 


dx 

e*'*+Ux) 


Jusqu'à  présent,  je  n'ose  point  encore  espérer,  Monsieur,  d'appli- 
quer avec  succès  la  méthode  précédente  à  l'analyse  des  fonctions 
de  deux  variables  à  quatre  périodes  simultanées;  ce  sera  donc  sous 
un  autre  point  de  vue  que  je  vais  essayer  de  lier  en  quelques 
points,  par  des  résultats  analogues,  la  théorie  des  fonctions  abé- 
liennes  et  des  fonctions  elliptiques.  Ainsi  je  prendrai  les  fonctions 
de  troisième  espèce,  et  sous  la  forme  suivante  : 

J    [  \x  —  a       x  —  b  j  Aa?        \ y  —  a       y  —  bjtkyy 

l'intégrale  étant  assujettie  à  s'évanouir,  lorsque  l'on  fait  à  la  fois 
x  =  o,  y  =  o,  Ix  représentant  la  racine  carrée  du  polynôme 
pK  xK  -h  p2x'2  -h  p*x*  -h/?4.r4  -f-  Ps&*-  Je  la  désignerai  par 
II  (  n,  r,  a,  |î),  lorsqu'on  y  aura  fait  les  substitutions  x  =^'k0(uJ  v), 
y  r^  X|  (a,  *>),  les  nouvelles  variables  weU  étant  comme  à  l'ordi- 
naire 

_  fx  —  -u  fy  ~y         -  f* xdx     Çy ydy 
u   Jo   *x  V0   Âr'      V~X    te    Vo   ~*yy 

et  de  même  a  =  X0(*>  P)>  b  =  )M  (a,  (3).  On  aura  alors  les  expres- 
sions suivantes  des  coefficients  différentiels 

d\l       4  * -*- y —  a  x-^y—b 

-r-  =  Aa —, -f-  Ao  — ; *— -. » 

du  {a  —  x)(a — y)  (0  —  x){b—  y) 

dïl  _        Sa A^ 

"dû  ~~~  (a  —  x){a—y)        {ù  —x)(b—y)' 
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J'introduirai  pareillement  les  variables  u  et  v  dans  les  fonctions  de 
seconde  espèce,  savoir  : 

Ç  (T*dx        r*dy\  Ç  [x*dx       y*  dy\ 

J  \   A*     +  '  Ly    )      et    J  (,"55"  ""     Ly    )  '' 

elles  deviendront  respectivement 

/  [(X0-f-  \x)dv  —  lolidu], 
/[(Xj-i-XoX,^-  K\)dv  -X0X,(Xo~  X,  )du]. 

Cela  posé,  la  première  étant  désignée  pour  un  instant  par  (u,  c )(, 
et  la  seconde  par  (*/,  i>)3,  je  ferai 

Et(uy  v)  =  ipk(u,  v)i-h  3j&»(a,  v)t        et        Ej(  w,  v  >  —  ps( u>  i>)iî 

on  aura  alors  le  théorème  exprimé  par  l'égalité  suivante  : 

<i)     *II(i<,  v,  a,  P)  —  aD(a,  p,  w,  t>) 

—  />j(«*>  —  pa)-f-aE,(a,  i>)-+-pEî(M,  v)  —  uEl(z,  p>  —  t>E,(ï,  P), 

île  laquelle  se  tirent  les  valeurs  des  fonctions  complètes.  Prenons 
en  effet  pour  u  et  p  deux  demi-périodes  simultanées  i,  y,  les  va- 
leurs correspondantes  de  x  et  y  donneront  A(.r)  =  o,  A(jk)  ~  o  : 
ainsi  l'on  aura 

a  II w\  y,  a,  P)  =p*(*j  —  P « ) -+-«  Ei(«,  y  )  -+-  pEs(  i,  y  )  -  *E,  (a,  p  »  -y'E,ia,  p  ». 

On  remarque  sur  cette  expression  un  singulier  genre  de  disconti- 
nuité de  la  fonction  II.  En  effet,  les  arguments  u,  *>,  étant  quel- 
conques, il  est  hors  de  doute  que  Ton  peut,  sans  altérer  sa  valeur, 
ajouter  les  périodes  simultanées  aux  arguments  a,  j3;  mais  si  l'on 
suppose  u  =  i,  v—j\  la  fonction  deviendra  uniquement  périodique 
pour  ces  indices;  c'est  ce  que  l'on  vérifie  aisément  sur  la  valeur 
précédente. 

L'égalité  (i)  peut  être  transformée  en  une  autre  plus  simple. 
Posons 
Zj<  «,  v)  =  Ei  (a,  v)  —  A  m  —  Bi>,         Z,(w,  v  )  —  Ej(  a,  v)  —  A'w  —  B'v 

et  déterminons  A,  B.  A',  B;,  par  les  conditions 

A«-+-By  =E|(«\y),         AT-h  By'  =  E,( Y,  f  ). 

K'i  -+-  B'y  --=  E,(«,  y  ),        A't'-r-  B'y'  -  E,(  i\  j ' ), 
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i\  f  désignant  deux  autres  demi-périodes  simultanées.  Faisons  en 
outre 

4>(w,  v,  a,  p)  =  2H(u,  v,  a,  p)-*-aZ,(a,  P)+-?Z2(a,  p)  -  c(*s>  —  pu), 
c  étant  une  constante  dont  la  valeur  est  c  — />3-+-B  —  A',  il  viendra 

{■).)  ♦(  m,  p,  a,  p)  —  *(a,  p,  m,  *>;  ■=  —  c(au  —  pu). 

Dans  le  théorème  exprimé  par  cette  égalité,  la  fonction  <I>,  comme 
il  est  aisé  de  voir,  jouira  de  la  propriété  que 

4m  u  -+-  2 i,  v  -r-  ij\  a,  p  )  —  *(  w,  i>,  a,  p  ), 
*(,m+  2*',  p  -+■  2/,  a,  P;  —  4»(  m,  v,  a,  P); 

ainsi  on  obtiendrait  une  fonction  séparément  périodique  en  u  et 
en  i>,  en  prenant 

T(  m,  p,  a,  p  )  =  *  ( ,  - *— ,  a,  p    . 

\  T.  TT  / 

Peut-être  cela  conduira-l-il  à  un  développement  de  la  fonction  W 
de  la  forme  Stfm,/*^-1  imu+nvK  J'ai  remarqué  à  ce  sujet  que,  le 
théorème  d'Abel  permettant  d'exprimer  algébriquement 

^    /in  •+-  i'v    ,/m— ,/'<\        )    l'iu^-i'ç    ju  -+-/c\ 

\  77  1Z  J  7T  TZ  y 

au  moyen  de 

.     /lit      fit.        .     .  iit     ju\  m      .     /  i'v     J'v\        .    fi'v     j'v\ 

on  obtenait  un  nouveau  genre  de  réduction  des  fonctions  de  deux 
\ariables  à  des  fonctions  algébriques  de  fonctions  d'une  variable, 
parfaitement  analogue  à  celui  que  vous  m'avez  fait,  Monsieur, 
l'honneur  de  m'écrire;  mais  ce  cas  particulier,  auquel  j'ai  été 
ainsi  amené,  ne  m'a  point  semblé  moins  difficile  à  traiter  que  le  cas 
général. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  théorème  d'Abel  donnera,  pour  l'addition 
des  arguments  dans  la  fonction  II,  l'égalité 

l\(u-t-  u',  v-t-  v\  a,  P) 

=  n(a,  ?,  a,  p)-;-nU',  s>\  a,  p)-Hlog/(a,  v,  u\  v',  a,  P), 
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el  Ton  aura  de  même  (  *  ) 

<  3)      4>(  u  -+-«/',  v  -*-?',  a,  P) 

=  *(«,  i>,  a,  P)-+-*(w',  *>',  a,  p)-f-log/(w,  r,  a',  v',  a,  p). 

L'égalité  (2),  au  moyen  de  laquelle  on  peut  faire  l'échange  simul- 
tané des  arguments  //,  v  et  a,  (3,  nous  donnera  le  théorème  corres- 
pondant : 

4» (a,  p,  h-*-k',  p  +  p') 

=  <t>(a,  p,  m,  t>) -+-*(*,  P,  m',  0-+-U>g/(M,  v,  M',  i>',  a,  P), 

auquel  on  pourrait  arriver  aussi  par  une  voie  directe.  Cela  posé,  je 
mets  dans  l'équation  (3),  à  la  place  de  u,  u\  t\  v1  respectivement, 

i  -r-  u,  i+  uf,  j -h  r,  y  +  o';  il  viendra 

«I>(  w  -h  //'  -h  ?.  i,  p  +  p'+  ay" ,  a,  p  ) 

=  *(«  +  (,  t>-f-y\  a,  p)  -f-*(u' -m\  p'-hy\  a,  P) 
H-  log/(a  -f-  i,  v  -+-y\  m'-+-  «t  ?'-+-/,  a,  p), 
ou  bien 

«Wm-4-  m',  j'  +  p',  a,  P) 

=^4>(m  -+-I,  •>-+-/,  a,  p)  +  *(tt'-f-«,  •>'-+-/,  a,  p) 
-i-  log/( a  -+-  «,  f-4-y,  w'-+-t,  w'+y,  a,  P). 

Cela  étant,  je  fais  ol=  u  —  m',  $  =  %>  —  r',  ce  qui  donne 

«!>(£/.  -+-  m',  c  H-  p',  m  —  1/.',  v  —  v') 

=  «t>(  m  -f-  *',  t>  -r-y ,  w  —  u',  v  —  v')  ■+-  <ï>(  w'-t-  «,  f'-hy,  w  —  a',  t>  —  *>') 
-+- log/(  w -î- *,  p-f-y,  m'+i,  *>'-*->,  u  —  u\  V  —  V'). 

Je  change  ensuite  m',  v'  en  —  «',  —  r'.  Comme  la  fonction  <ï> 
change  de  signe  avec  les  deux  arguments  //,  i»,  le  terme 
4>( —  u'-\-ij  — v'-\-j\  •••)  pourra  s'écrire  — <£(*/' — i,  i>; — y,  ...), 
et.  en  ajoutant  aux  deux  premiers  arguments  leurs  périodes  >,j, 
•aJj  —  4>(a'-f-  *,  v-\-j\  •  •  •)>  de  sorte  qu'il  viendra 

-r-  log/(  u-h  i,  v  -h y ,  /  —  a',  y  —  v',  «  -f-  a',  v  -+■ 1>'). 
En  ajoutant  membre  à  membre  les  deux  dernières   égalités,   et 

(  ')  La  fonction  désignée  ici  par/  est  le  carré  de  la  précédente.  E.  P. 

II.  -  I.  3 
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développant  dans  le  second  membre  par  le  théorème  sur  l'addition 
des  deux  derniers  arguments,  il  viendra 

<!>(«  +  «',  p-t-  v\  u —  u\  v  —  v')  -+-«!>(  u  —  m',  i>  —  v',  u  -h  u'>  v  -+-  v') 
=  2<ï>(w  -h  i,  v  -h y,  m,  v)  —  î*(tt'-t-  i,  v'-\-j,  u\  v')  -+■  fonct.  loge. 

Enfin,  si  l'on  applique  au  premier  membre  le  théorème 

«t>(u,  vt  a,  P)  —  *(«,  p,  w,  p)=—  c(«f-  ^a), 
on  obtiendra  l'égalité 

*(  w  -f-  u\  v  -f-  c',  m  —  wr,  ^  —  t>') 

—  c(m*>'  —  w'i>)  h-  une  fonct.  loge, 

par  laquelle  la  réduction  des  fonctions  elliptiques  de  troisième 
espèce  est  étendue  aux  fonctions  abéliennes. 

Mais  j'ai  entrevu  un  autre  genre  de  démonstration,  fondée  sur 
des  considérations  toutes  différentes,  et  dont  je  vais  essayer  de 
donner  l'idée  en  l'appliquant  aux  fonctions  elliptiques. 

Soit,  comme  à  l'ordinaire, 

A(ar)  =  /l(i_*i)(i_x«*»)]; 
posons 

L(a)dx 


•-j 


(x —  a)  A(ar) 
on  trouvera  facilement 

A(a)-r-=xs/      — - — —  dx , 

a  a  J0       Mx)  x  —  a       a 

et,  en  différentiant  de  nouveau  par  rapport  à  a, 
d(^a)dâ)  %r'dx         Mx) 

_ -=  — acix*/ '—  H -• 

aa  J0     Ax        (x  —  a)*        a* 

D'ailleurs  on  a  immédiatement 

<£r       x  —  «  '  dx  (:c  —  a  )*  ' 

on  en  conclut  cette  équation 

—t — _ -  A(a)  =  — *= — -z =î  A(.r)  —  2flxî  A(a)  /      -— i -- 
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En  prenant  pour  variables  indépendantes  les  arguments  5  et  a  des 

fonctions 

a:  =  sinam(£),        a  =  sinam(a). 

et  mettant  A[am(a)]  au  lieu  de  A[sinam(a)],  il  viendra 

d*z       d*z  mf  .         /  XAf       /m        A[am(o)l 

-j~r  =  -jrr-  —  2x*  Çsinam(a)  A[ara(a)]  -+-  -A^ — VH  * 
da*        d%*  *  \  /    l       \    /j       Sin*am(a) 

Soit 

/*                                                       r     di 
sin»am(a)cfe        et        z  =  —  x*ê  E(a)  —  /  -. — -  -+■  u; 
J  sinam(a) 


'0 
on  aura 


d*u       dlu  ,  —,        >v       ^/        »x 


Considérons  donc  l'égalité 

Jp     sinam(J)  —  sinam(a) 

,/   sinam(a)  ' 

En  faisant  Ç  =  o,  on  a 

F(«)-h/(«)=  f  .    rfg,    ,; 
J   sinam(a) 

on  trouverait  de  même,  pour  a  =  o, 

donc 

F(a)  -+■/(«)  =  F(a) -+-/(-  a)         ou        /(*)=/(—«). 

Je  m'arrête  un  instant  à  celte  remarque  ;  car,  sans  aller  plus  loin, 
on  peut  tirer  de  là  les  théorèmes  fondamentaux  des  fonctions  ellip- 
tiques. En  effet,  en  différentiant  par  rapport  à  £,  il  vient 

Mam(')] +x*E(«)  =  F'(«h-ï)-/'(«-5). 


sinam({)  —  sinam(z) 


Faisant  successivement  l  =  x-{-a,  \  =  x  —  a,  et  retranchant  on 
obtient  l'égalité 

A[am(«)1 A[am(a)] 

iinam(x  -+-  «)  —  sinam(a)        sinam(a*  —  a)  —  sinam(x) 

=  F'(*  -hi  +  a)-F'(a  +  r--rt)  —  /'(a  —  x  —  r?  )  -+-/'(  a  —a? -H  a). 
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Or  la  fonction  /'(x)  étant  impaire,  on  voit  immédiatement  que  le 
second  membre  est  symétrique  par  rapport  à  x  et  a;  on  aura  donc 

A[nm(a)] A[am(g)] 

sinam(ar  -t-  a)  —  sinam(a)        sinarrux  —  a)  —  sinam(s  ) 
_  A[am(ir)]  A[am(j)] 

~"  sinam(a-Ha) —  sinam(x)        sinauWa —  a)  —  sinam(x; 

De  là  se  tire  le  théorème  d'Euler  sur  l'addition  des  fonctions  ellip- 
tiques. Soit  en  effet  a  =  o,  on  aura 


sinam(:r-*-  a)       sinam^  —  a) 

__  A|am(a:)]  Afam(x)] 

~"  sinain(a) — sinam(2r)        sinam(a)  -h  sinam(x) 

_     2sinam  (a)  Afam(x)] 

~  sin*am(aj —  sin2am(:r)' 

et  permutant  x  et  a 

i  i  _     2sinani(jr)  A[am(a)] 

sinain(jr-+-  a)       sinam(x  —  a)  ~~  sin*am(:r) —  sin'an^a)' 

donc,  eu  ajoutant  membre  à  membre 


__  sinam(x)  A[am(a)J  —  sinam(a)  A[am(x)]  m 


sinam(ir-f-  a)  si  n*  ara  (  2?)  —  sin'am(a) 

ce  qui  se  ramène  sans  difficulté  à  la  formule  connue.  De  la  même 
source  on  tire  encore  le  théorème  sur  l'addition  des  arguments  dans 
la  fonction  de  troisième  espèce,  en  opérant  ainsi  que  je  l'ai  fait 
dans  une  lettre  adressée  à  M.  Liouville,  imprimée  déjà  dans  les 
Comptes  rendus,  et  qui  paraîtra  de  nouveau  dans  le  prochain 
numéro  du  Journal  de  Mathématiques.  11  ne  serait  pas  difficile 
d'arriver  à  la  forme  que  vous  prenez  ordinairement,  Monsieur,  pour 
les  fonctions  de  troisième  espèce;  il  suffirait  pour  cela  de  partir  de 
la  formule  suivante,  que  l'on  démontrerait  comme  précédem- 
ment; savoir,  i  étant  une  quelconque  des  quantités  qui  donnent 
sinaml'f/  —  / )  =  sinam(t/  —  i)  : 

A|am(9c+ô]  A[am(a -f- *)] 

sinain(.r  -+-  a)  —  sinam(a  -+-  i)  sinam( x  —  a)  —  sinam(a  -+-  ï\ 

A[am(a?-f- *)]  A[am(.r -4- <)] 

sinam(a  -+-  a)  —  sinam(:r  -+-  i)  sinam(x  —  a)  —  sinam(x  -+-  i)y 


vt  de  prendre  i  tel  que  - r-r- 

1  1       sinamft) 
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Mais  je  reviens  à  l'égalité 

J0     sinam(Ç) — smam(a)  J  sinam(a)         v       *'     J  v       s' 

Changeons  a  en   —  a,  puis  retranchons  membre  à  membre,  il 
viendra 

r*2sinam(g)A[am(a)]c%       .,v2M7/„  x 

=  F(an- Ç)  ■+-/(«- Î)-F(5 -«)-/[- î -a). 

Le  second  membre  pourra  encore  évidemment  être  représenté  par 

F  (a  -+-  \)  -\-f(oi  —  £),  et  puisque  le  premier  s'annule  pour  £  =  o, 

et  a=o,  par  F(Ç-j-a)  —  F(Ç —  a),  F  étant  une  fonction  paire. 

Pour  la  déterminer,  différentions  par  rapport  à  Ç;  puis  faisons 

£  =  o,  il  viendra 

_,,,  2sinam(a)A[am(a)] 

îF'(a)  = •  .       ,    v  ■+- 2*'  E(a), 

v   '  sin*am(a) 

d'où,  en  posant  Z(a)  =  /  E(a)  rfa  : 

F(a)  =  —  Ylogsin*am(a)-+-  x*  Z(a); 

il  vient  donc  cette  égalité 


*  2sinam(a)  A[am(a)]rfJ 
am(£) —  sinîam(a) 


s75* 


rz-ax^Et^  +  flog^H î}-xi[Z(Ç-«)-.Z(Ç-ha)], 

de  laquelle  se  conclut  sans  peine  tout  le  reste  de  cette  recherche. 


SUR  LA  DIVISION 

DRS 

FONCTIONS  ABËLIENNES 

OU  ULTRÀ-ELLIPTIQUESO. 


Mémoires  présentés  par  divers  Savants  étrangers 
à  V Académie  des  Sciences,  Tome  X. 


L'objet  principal  du  premier  Mémoire  d'Abel  sur  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  est  la  résolution  des  équations  relatives 
à  leur  division  en  parties  égales.  Le  beau  résultat  auquel  il  est 
parvenu,  savoir,  que  cette  résolution  est  toujours  possible  à  l'aide 
de  radicaux,  en  supposant  connue  la  division  de  la  fonction  com- 
plète, peut  être  étendu  aux  transcendantes  d'ordre  plus  élevé 
nommées  par  Legendre  fonctions  ultra-elliptiques,  au  moyen  des 
nouveaux  principes  sur  lesquels  M.  Jacobi  a  fondé  leur  théorie. 

C'est  ce  qu'on  va  essayer  de  faire  voir,  en  considérant  d'abord 
les  transcendantes  qui  sont  l'objet  du  Mémoire  intitulé  :  De  fonc- 
tion ibus  quadrupliciter  periodicis  quitus  theoria  transcenden- 
tium  Abelianarum  innititur  (Journal  de  Crelle,  t.  13,  p.  55). 

I. 

Soit 


l(x)  =  \/x(i  —  x)(i  —  p\x)(i  —  p\x)(i  —  p\x): 

considérez  les  fonctions  x  ely  déterminées  par  les  deux  équations 

rx{*  +  $x)dx        Ç> (<x  +  $y)dy 
J0  A(*)  ~\/0  AOO 

r*(%'+$x)dx  ,  ry  (*'+?y)<iy    „, 

I  l(x)         -X  "-  ' 


MjO 


(')  Ce  Mémoire  est  signé  de  M.  Hermite,  élève  de  l'École  Polytechnique. 

E.  P. 
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et  soit 

ar  =  X0(M,  m'),        y  =  \i(u,  u'). 

La  propriété  fondamentale  de  ces  fonctions  de  deux  variables 
consiste  en  ce  que  les  quantités 

X0(u-f-  p,  iï-h  *>'),     Xj(a-+-i>,  u'+v') 

sont  les  racines  d'une  équation  du  second  degré,  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  rationnelles  de 

X0(a,  a'),     X, («,«'),     A[X0(a,  u')],     A[X,(a,  u% 
*#<*.    f'),     Xt(p,  p'),     A[X.(p,   p')],     A[X|(p,   p')]. 

Il  en  résulte  que,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n,  les  deux 

fonctions 

X0(na,  nu'),     Xi(nu1  nu') 

seront  pareillement  les  racines  d'une  équation  du  second  degré  à 
coefficients  rationnels  en 

X0(«ftt')i    X,(«fa'),    A[X.(i*,iO],    \[Mu,u')]- 

Cela   fait  voir  que,  par  la  résolution  de  deux  équations  algé- 
briques, on  pourra  déterminer  inversement 

X0(w,  u')    et    XtCw,  u') 

par 

X0(/iu,  nu')    et    X,(na,  nu'). 

Représentons,  pour  abréger,  par  #„  etjOi  les  fonctions  relatives 
aux  arguments  multiples  nu,  nu',  et  soit 

U*5H-U'arJ,H-U-=o 

l'équation  qui  sert  à  les  déterminer,  au  moyen  de  x  et  ^;  j'ai 
trouvé  qu'on  pouvait  mettre  les  coefficients  sous  la  forme 

p  +  Qà(*)à(.r), 

en  désignant  par  P  et  Q  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  y\  mais 
cette  remarque  n'est  pas  essentielle  pour  ce  qui  va  suivre.  Je  par- 
tirai de  ce  que  les  racines  simultanées  des  équations 

j  UrJ  +  U'^-hU^o, 
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sonl  données,  d'après  M.  Jacobi,  par  les  formules  suivantes,  où 
Ton  a 

.     '        r°  («-+-  $x)dx  rl  (a-x-bx)dx 

J_.    |/-iA(t)  ./«  *(*> 

i 

h=*  I     »  '4  =  a  /      rf-Y 1 

'  (*)        ' 

.  _0  pï(aVpV)rfr  r«(V-4-ft'.r)<*r. 

*3  —  2    I  — — = >  «  \  —    '-    I 


J_„    y/-iA(a?)  */0  A(J 

j 

4       y/^TA^,'  ''       V.  M*) 


savoir 


—  \(     ,  wï'i /- 1  +  m'/,  +  m'«s v-  i  +  wwi\       ,      m*"',  y/—  i  -4- /wV,  -4- mV,  v(-ii!!L 
\  n  n 

,_\    (        m h  V^—  '  H-  "*''**  -4-  m"i\ y/^T -f-  //i"f t\       ,     m i\  y/—  i  -4-  m 'i't  -+-  m'il y7—  '  -H*. 
\  /*  /* 

en  altribuant  aux  nombres  entiers  m,  m',  m",  m'",  les  valeurs  o, 
i,   m,    ...,  /l  —  I. 

Voici  maintenant  le  théorème  sur  lequel  repose  leur  résolu- 
tion. Soil/(^r,  y)  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  x  et/. 
/?,  y,  r,  s  quatre  racines  de  l'équation  binôme  tn  =  î .  Faisons,  pour 
abréger, 

I  —  mil  V7—  «  —  tn'it-{-  m" i3  y  --  i  —  mm  i\. 

I'=  /«r,  y/ —  |  -4-  m'/j  -4-  //iV3  y7 —  I  -4-  /ww*"4, 
on  aura 


n  — 1       n  — 1      n  —  1      n  — l 


0  0  0  0 

=  y^A-f-  B  A[X0(/itt,  na')J  -4-C  A[)M(/ja,  niï)\-\-  DA[X0(/im,  /ia')]  A[Xi(/w,  /!«')]. 

A,   B,   C,    D,   étant  des  fonctions   rationnelles   de  a0(/j//,    nu'), 
X,(/ii/,  nu'). 

Le  premier  membre  peut  d'abord  être  ramené  à  une  fonction 
rationnelle  de  ),<>(*/,  m').  M",  u')>  contenant  d'ailleurs  des  quan- 
tités relatives  aux  arguments  multiples.  En  effet,  d'après  la  pro- 
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priété  fondamentale  des  fonctions  \  le  terme  général 

pourra  être  exprimé  rationnellement  en  fonction  de 

X0(u,  m'),        \i(u,u'),        A[X0(a,  m')],         A[Xt(w,  u' )] 

et  des  quantités  analogues  relatives  à  la  division  des  indices  :  or, 
on  trouve  aisément  les  formules 

desquelles  il  résulte  que  les  radicaux 

A[X.(imOJ,  A[X,(a,  tt')] 

s'exprimeront  eux-mêmes  rationnellement  en  A0(*/,  tz7)  et  X,  («/,  m'), 
car,  en  faisant  disparaître  les  irrationnelles  des  équations,  puis 
les  diflerentiant  successivement  par  rapport  à  u  et  u'}  on  ob- 
tiendra les  dérivées  partielles  en  fonction  rationnelle  de  X0(*/>  u!) 
et  )>,(*/,  u'). 

Représentons  pour  un  instant  ce  premier  nombre  par  ©(«/,  u')\ 
on  démontrera  aisément,  au  moyen  des  propriétés  relatives  à  la 
périodicité  des  fonctions  A,  l'égalité  suivante 

/  Ai,  \/— 7  -+-  A''  ii  •+-  A"  1 3 1/—  i  -h  A:"  i\         ,      A :*',  /—  i  -•-  A  '  i",  -+-  A "  iz  y/—  i  -+-  kmïk  ' 

I  U  -r-  — — *      U  H 

=  p~k iq-V r~k' s~k* o{u}  u'), 

quels  que  soient  les  entiers  À',  À*',  À",  kJ". 

En  l'élevant  à  la  puissance  n,  on  obtient  donc  une  fonction  ra- 
tionnelle de  X0(#,  m'),  /*»(*'?  w')>  c1u'  ne  change  point  en  substi- 
tuant à  ces  quantités  deux  autres  quelconques  des  racines  simul- 
tanées des  équations  proposées.  Il  résulte  de  là,  et  de  la  théorie 
des  fonctions  symétriques  des  racines  d'un  système  d'équations  à 
plusieurs  inconnues,  que  cette  fonction  pourra  être  déterminée 
rationnellement  par  les  coefficients  des  équations  proposées. 

Mais  comme  il  a  été  introduit  précédemment  les  dérivées  par- 
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tielles  de  X0(rt",  nu'),  "kt  (nw,  nu'),  on  pourra  les  éliminer  par  les1 
formules  suivantes 

-p'-i*>£-^(.'-hp>),     (*'e-e'«)ê=jS(»^).! 

appliquées,  bien  entendu,  aux  quantités  xniyn. 

Il  suffit  maintenant,  pour  achever  la  démonstration  du  théo- 
rème énoncé,  d'observer  que  toute  fonction  rationnelle  des  deux 

radicaux 

A[X0(/iw,  nu')],        A[Xj(na,  nu')] 

peut  être  mise  sous  la  forme 

A-hBA[X0(/iu,  na')]  +  CA[X|(/iii,i»tf')]-4-DA[X0(nft,  nu')]A[X,(/iu,  nu')]. 
En  supposant  successivement 

/(*./)  =  *  +  /      et     /(*»/)=*/, 

le  théorème  précédent  donnera,  exprimés  par  une  somme  de 
fl4  —  1  radicaux  /iiè,nes,  les  coefficients  d'une  équation  du  second 
degré,  dont  les  racines  détermineront,  en  dernière  analyse,  celles 
des  équations  proposées.  On  le  verra  facilement,  en  considérant 
le  système  des  équations  linéaires  qu'on  obtiendrait  en  attribuant 
à/>,  q,  r,  s,  leurs  diverses  valeurs.  J'ajouterai  ici,  mais  sans  m'ar- 
rêter  à  le  démontrer,  que  les  ns —  i  radicaux  dont  je  viens  de 
parler  peuvent  s'exprimer  rationnellement  par  quatre  d'entre  eux. 

II. 

Pour  obtenir  la  division  des  indices,  faisons 

nu  =  kii  y/—  i  -+-  k' it  -+■  If  iz  yj —  \  -+-  Awt\, 

n  u'  =  ki\  y/—  i  -+-  k'  /'s  -h  k"  i"3  yj  —  i  -h  km  i\  ; 
on  aura 

*n  =  o,        yn  =  o, 

et  les  équations  à  résoudre  seront 

(a)  U'  =  o,        U'=o. 
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Leurs  racines  seront  données  par  les  formules 
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(3) 


_j,  (mi\  /—  i  -f-  m'  i\  -+-  m"  i3  \J —  î  -+-  mm  i\  mïx  /—  i  -+-  m'  Ct  -4-  m' ïz  y/^i  •+■  mm  f% \ 
\                                n                               '  n  j 

_^  / m ix |/^ï ■+■ m' it -+- m' i2 y/—  i  -+-  mm ik  miï  yj—  i  -+- m! i\ ■+•  m* iz yf—\  -+- mm fA 
\                               n                               '  n  / 

en  attribuant  aux  nombres  m,  m',  m",  m'",  les  valeurs  o,  1,2,  ..., 
/ï  —  1  ;  mais  si  l'on  suppose  le  nombre  n  premier  et  si  l'on  fait 

J,  =  /m\  y/—  I  H-  t't, 

la  =  mix  y/—  1  -h  /n'i'2-h  ij  /— ï, 

U  =  »i*i  y/—  1  -H  rn!  ii  -4-  ni*  t3  s/ —  1  -+-  *\, 

i;  =  /n«;  y/znr -+-«;, 

F,  =  mCx  y/—  1  -h  m'  i't  -+- i'3  y/—  1, 
1  J'4  =  mit  y/—  1  -+-  m'/'j  -+-  //t*t'3  >J —  1  -+-  *\, 

il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  les  remplacer  par  les  suivantes 

en  supposante  m,  m',  m",  les  valeurs  o,  1,  2,  ...,  n —  1  et  à  jjl, 
les  valeurs  1 ,  2,  3,  . . .,  n  —  1 . 
Cependant,  si  Ton  observe  que 

X0( —  m,  —  m')  =  X0(w,  w'), 

comme  on  peut  aisément  le  démontrer,  on  verra  qu'il  suffit  de 

faire 

n  —  1 
p=  1,2,  ...,  1 
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conjointement  avec  les  autres  valeurs  de  /??,  m\  m";  car,  passé 

le  terme >  on  ne  ferait  plus  que  reproduire  les  valeurs  déjà 

obtenues. 

Cela  posé,  soient  p  une  racine  primitive,  par  rapport  au  nombre 
premier  /i,  I,  Tune  quelconque  des  quantités  comprises  dans  la 
formule  mii  y/ —  i  -\-m!  i2  •+•  mv /3  y/ —  i  4-  /hwi4,  F  la  quantité  cor- 
respondante relative  à  l'argument  m',  elf(x,y)  une  fonction  ra- 
tionnelle et  symétrique  de  x  et  y;  considérez  l'expression 

o 

où  8  est  une  racine  de  tn~l=  i  ;  le  terme  général  pourra  s'exprimer 
rationnellement  en 


et 


Or,  on  a  vu  précédemment  que,  pour  toute  valeur  des  arguments 

u  et  //',  les  radicaux 

A[X0(u,i/')|,     ±[\x(u,u')\ 

s'expriment  rationnellement  au  moyen  de 

X0(  m,  //'  ),     Xi(m,  w') 

et  des   quantités    relatives    aux  arguments    multiples;    ainsi,   on 
pourra  transformer  l'expression   (/j)  en  une  fonction  rationnelle 

et  symétrique  de  X0  (  - ,  —  j,  X,  (  -  ,  —  j,  que  je  représenterai,  pour 

abréger,  par  ?  (-,  -j- 
Or,  si  dans  l'égalité 

?(^)-= "2.  /[>K'p*l:>  ^(p*s'p*ïî)]«*. 

0 

on  remplace  I  et  I'  par  cM  et  pM',  on  trouvera  aisément 

•  Y      n     l     n  /  T \n     n] 
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Cela  posé,  comme  le  nombre  ph  équivaut,  suivant  le  module  n, 
à  un  nombre  quelconque  [x  pour  une  valeur  convenable  de  /*,  en 
faisant 

T \n     n I        4  \n     n I 

on  aura 

Si  donc  on  donne  à  I  et  F  toutes  les  valeurs  correspondantes 
comprises   dans  les  formules  (3),  en  attribuant  à  m,  m\  m"    les 

valeurs 

o,     i,     >.,     ...,     /i  — i, 

on  pourra  former  une  équation  dont  les  racines  seront  les  valeurs 
correspondantes  de  la  fonction  <|/,  et  dont  les  coefficients  seront 
des  fonctions  rationnelles  de  ceux  des  équations  proposées.  Il  est 
bien  facile  de  voir,  d'après  les  expressions  (3),  que  son  degré  sera 
j+/i  +  nJ+/is;  or,  il  suffira  d'en  connaître  une  seule  racine 
pour  résoudre  les  équations  (a). 

En  effet,  si  nous  considérons  une  de  ces  racines,  et  si  nous  la 
désignons  par  (8)  pour  rappeler  qu'elle  dépend  de  la  quantité  0 
qui  entre  dans  l'expression  (4),  on  aura 

(9f*=û  =£/  [x.  (p*  I,  p* I).    >..  (p*  I,  P*  i')]  0*. 

d'où,  en    substituant   successivement  à   8   toutes   les  racines  de 

jr*  =i,8,  0',  0",  . . .,  B^-2  ,  i ,  et  ajoutant  membre  à  membre 

les  équations  résultantes 


/NH).  mm)] 


=  rO)^/,-l,-4-(e')il^-|,-H(0,r)i,,,-,,-r-...-4-(l)^/,-1,; 

donc,  en  faisant  f(x,  y)  =  x  -\-y,  puis/(;r,^)  =  xy,  on  con- 
naîtra par  là  les  coefficients  d'une  équation  du  second  degré  dont 
les  racines  déterminent,  en  dernière  analyse,  celle  des  équations 
proposées. 
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III. 


Des  considérations  toutes  semblables  aux  précédentes  s'appli- 
quent aux  autres  classes  des  fonctions  ultra-elliptiques,  et  il  suffira, 
pour  le  faire  voir,  d'établir  les  formules  suivantes. 

Soit  

A(*)  =  /x(i  —  x){i—p*x)...  (!—/>}„+,  a?), 
bk(x )  =  ak  -h  ?*:r  -h  Y***  -+-...-+-  r,**"». 
Posons 

0o(r)^  yi       rXhbt(x)dx 

i/o  î-    ^ 


x/w-  —2./ 

0  0 

u—2àhJ%        A(* 


A(*  ) 
o 


et  considérons,  d'après  M.  Jacobi,,r0,  Xi,  .  . .,  #„,  comme  déter- 
minés par  ces  équations  en  fonction  de  u0,  ui,  . . .,  unj  de  sorte 
qu'on  ait 

X0  =  X0ff£o,  l*i,    ...,    //„),  Xt=  X|(tf0,  V|.    -..,   Mil),  ...» 

a-„  =  X„(m0i  «i,  ...,  «„). 
En  les  diflerentiant,  par  rapport  à  «0,  il  viendra 

n  n  n 

,  =  V    ^^  M-^a)       o  —  V    £?£*  M-pa)  __  Vi    <**a  Qa(^a) 

~~  j£àhdu0  Mxh)*         "Zj/irfwj  AlJ'/,)'         ',         ~~  ^L*  </a0  A  (  ar A  )  ' 
1  o  o 

et  si  on  les  ajoute  après  les  avoir  respectivement  multipliées,  à 
partir  de  la  seconde,  par  des  quantités  t4,,  (2,  . . .,  /«,  telles  que 

0O(^i)  -4-  /(  0,(37,)  -hf^t(Xi)  -*-...  -+-/«0„(O?,)   =  0. 

M*:,)  -+-/|0|(arî/)  -h  /20il^,  )  -+-. .  .-;-  /„0fl^j)  =  o, 

M*»  )  -+-  'i  0,  (.r„  )  -r-  /20,(  xa  )-+-...  -h  /«6rt(^  )  =  o, 
on  trouvera,  en  faisant,  pour  abréger, 

D  =00(^0)-+-/1Ol(.r0)-H/20,(a70)-f-...4-//iO/l(x0). 

rfMo  ~       D     ' 
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et  il  est  bien  aisé  de  voir  qu'en  diflerentiant  par  rapport  à  «,, 
f/2,  ...,  ii„,  on  aurait  d'une  manière  semblable 

dxo  __  <iA(a?0)  dx0  _  /îA(j-0)  ^  ^  ^  çfo^  __  ^A(a?0) ^ 

rfui  ""        D       '         dut  ~~        D  '         û?m,i  ~~       D 

Ces  formules  font  d'abord  voir  comment  le  radical  A(#0)  s'ex- 
prime rationnellement  par  l'une  quelconque  des  dérivées  par- 
tielles de  x0  et  les  fonctions  x0,  xt,  . . .,  xR\  mais  en  ajoutant  les 
équations  précédentes,  après  les  avoir  multipliées,  la  première 
par  6©(x0),  'a  seconde  par  9|(#0)>  et  ainsi  de  suite,  on  obtient 
cette  expression 

A(..)-l.(^)ÊH-«.(-.)gH-...-HO.(^)g, 

et  il  est  clair  qu'on  aurait  de  même 

«  ,         dx\       A    .      x  dx\  .    ,      .  dx\ 


/v   /         dfa?»      ^  /       v  dxn  ~    .       v  dvn 

Les  propriétés   relatives   à  la  périodicité  des  fonctions  A  sont 
comprises  dans  le  théorème  suivant. 
Soit 


■»    -\)0       Mx)    '        l>   -2Jt        m*)    ' 

_L  » 

^  =  V±    -ÂÛT-'        •'•'        l^-\l^       -T(xT 

p\  PL 

et 

!<*»  =  m!  i^  -+-  '>H  ii]  -4-  ™3  «V  -+-•••■+■  m2«+ 1  «Y/i+t  » 

quels  que  soient  les  entiers  mKl  m2,  .  .  •<  on  aura 

A0Oo-+-I(0',   W|-+-I(,,;     ...,    //„-:-  I(«,)=>o(Wo?   W|,     .-.,"«). 

Xi(tt0-+-Il0),  Wi-Hl"',     ....    "«-l-It/,,)=^l(W0,  "I.     ...,"«)♦ 
» 
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III. 


Des  considérations  toutes  semblables  aux  précédentes  s'appli- 
quent aux  autres  classes  des  fonctions  ultra-elliptiques,  et  il  suffira, 
pour  le  faire  voir,  d'établir  les  formules  suivantes. 

Soit 

8*(ar)  =  ak  -4-  £*#  -h  ?*#*  H- ... -+-  nk*n- 
Posons 

0  0 


2/*x*0„(;r)rfr 


) 

0 

et  considérons,  d'après  M.  Jacobi,#0,  xKl  .  . .,  xn,  comme  déter- 
minés par  ces  équations  en  fonction  de  u0,  w,,  . . .,  un,  de  sorte 
qu'on  ait 

#0  =  Xo(«o>  UU    -'-1  Un),  Xx  =  Xi(U0,  f/tf   ...,  te*),  ..., 

En  les  différentiant,  par  rapport  à  m0>  il  viendra 

n  n  n 

~  2dhdu*  t^{x,S         "MrfajAfiv,)'        ",         ~~  Jmàh  du0  A ( #A  )  ' 

1  0  0 


et  si  on  les  ajoute  après  les  avoir  respectivement  multipliées,  à 
partir  de  la  seconde,  par  des  quantités  /<,  t2,  .  . .,  tn,  telles  que 

0o(*i)  -+-*i  (),(#,)  -i-tt^t(Ti)  -h... -h  *„()„(#,)  =o, 
%(*i)  -+-'|0i(a*î)  -+-  tibîixt)  -+-. .  .-h  taQ„(xt)  =  o, 

6o(*«)  -+-  Mi(*«)  ■+•  'AU,,)  -+-. .  .-h  tnbn(*n  )  =  o, 
on  trouvera,  en  faisant,  pour  abréger, 

D  =  00O0)  -h  /iO,(.r0  )  -h  /202<>o  )4-...+  /J,(j1(). 

rfw0  '"       D      ' 
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el  il  est  bien  aisé  de  voir  qu'en  différentianl  par  rapport  an,, 
M*,  ...,  ««>  on  aurait  d'une  manière  semblable 

dxo  _  fiM^o)  dx0  __  /tA(ar0)  dx0  _  *„A(ar0) 

du^        D       '  dut  ~~        D       '  '"■'  rfww  "        D 

Ces  formules  font  d'abord  voir  comment  le  radical  A(.r0)  s'ex- 
prime rationnellement  par  l'une  quelconque  des  dérivées  par- 
tielles de  x0  et  les  fonctions  x0,  x{,  . . .,  xn  ;  mais  en  ajoutant  les 
équations  précédentes,  après  les  avoir  multipliées,  la  première 
par  0o(xo),  la  seconde  par  ô|(#0)>  et  ainsi  de  suite,  on  obtient 
cette  expression 

*  /      \      û  /      \  ^o    .   û  /      n  dx9  ,        dx0 

M*.)  =  e.(».)ajrt+e,(*.)5c;+...+  o.(*.)35-, 

et  il  est  clair  qu'on  aurait  de  même 

M»,)-t.(»,)g-i-«l(x1)*|H....  +  ..(,l)fe. 


i(..)-t.(-.)gH.e1(,.)*;+...+e.(,.)g. 

Les  propriétés   relatives  à  la  périodicité  des  fonctions  )>  sont 
comprises  dans  le  théorème  suivant. 
Soit 

'•    ~  V.       M*)  *    "   ./,         M»)    ' 

'*     -Vj.  A(*>      '  '  W>-*^  A(*) 

et 

!(*'  =  m,  i',*1  -h  '"î  iVl  +  m3  «Y"  ■+■  •••-*-  wl t*+ 1  «Vivt » 

quels  que  soient  les  entiers  ml?  /w2,  .  .  •<  on  aura 

Â0(vo-+-I(u,  «i  -4-  I(I) //„-f-I<"!)=  >0(m0,  "l u„). 

X,(M0-4-ïl0),  H|--I(l\    ..-,    M/H-I(,,,)=Xi(lf0,  1/,,    ••.>«/»). 


X„(fij-t-Il*\  iii-4-I»\    ....    "„-<-I<">)  =  X,,("o,  "i<    -..i   ««»■ 
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Parmi  les  i/i-f-**  indices   de  périodicité,  /i  +  i   seront   réels, 

savoir 

•w'i,    a/j.     ...,    a<i«-t-i. 

et   les  autres  imaginaires,  et  de  la  forme  a  \l —  i ,  où  a  est  réel. 
Ainsi,  pour  le  cas  de  n  =  i,  on  trouverait  les  indices 

rx  bnxïdr  rr\  bk\x\dx  Çr\  *kixuix  Çp\  Qk(x)dx 

'\/f  A<x>     %      \/  Ain     '      V_i         •*<*>     '      Vi         M'» 

A*  étant  o  ou  i,  et  ils  se  ramènent  à  ceux  de  M.  Jacobi  par  ces 
équations 

i  a  —  3x^  dx         à  y]  «  a  —  3  x  )dx  _    rr\  (  %  -*-  ^  j?)  <£r 


I 
/•*    i  a  —  3x  )  <*r  _^_    /••  n-f  3-TKlr  _   /VJ  <z—ftg) 
%/  Aix>"~"      ^/|_  Â«x~»  ~~J\  A(x) 


Knlin,  la  pn>priété  fondamentale  des  fonctions  A,  et  qui  est  rela- 
tive  à  l'addition  des  arguments,  consiste  en  ce  que  les  quantités 

X*n#*  «-  *\>»Mi«-*V  ••-  «*»^*V.    Àiiw*~  *"•,  «i  —  **i "«-+-*'«),      ••» 

À^MI#-4-  i*„   M,  —  V| Um  —  *•„  ) 

M»nt  les  racines  dune  équation  de  degré  //  —  i.  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  rationnelles  de 

X^'V4! «0«  A^M*.   II. #4„> >«("©,  «I,  •     -,««)> 

A|X0VM*»M| M.i^l»      ^lXu"0,  Ml "*>] A[X«(tfa,  MIt  ...,«*)], 

X^'V  «'i,  . . .,  %%a\  X^i-o,  »*,.  ..  .  rM) X«(v0,  r, vn), 

A|X0o'M%  »-| O),      A[Xt^v  »'i c„>] A[X„(iV  i',.  ...,!'„)]. 


SUR 

LA  THÉORIE  DES  TRANSCENDANTES 

A  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES. 

EXTRAIT    D'UNE    LETTRE    A    H.    L10UVILLE. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XVIII. 


J'ai  essayé  d'introduire,  dans  l'analyse  des  transcendantes  à 
différentielles  algébriques  quelconques,  des  fonctions  inverses  de 
plusieurs  variables,  à  l'exemple  de  ce  qui  a  été  fait  par  M.  Jacobi 
pour  les  fonctions  abéliennes.  Je  vais  passer  rapidement  en  revue 
les  principaux  résultats  que  j'ai  obtenus,  en  réservant  les  démon- 
strations et  les  développements  accessoires  pour  un  Mémoire  que 
j'espère  bientôt  avoir  l'honneur  de  présenter  à  l'Académie. 

I. 

En  suivant  la  marche  tracée  par  M.  Jacobi  dans  le  célèbre 
Mémoire  intitulé  Considerationes  générales  de  transcende  n- 
tibus  Abelianis,  j'ai  été  conduit  d'abord  à  rechercher  le  système 
d'équations  différentielles  ordinaires  dont  les  intégrales  complètes 
sont  données  par  le  théorème  d'Abel,  considéré  dans  toute  son 
étendue.  Cette  recherche,  au  reste,  était  assez  facile  en  s'aidant 
«les  résultats  consignés  par  Abel  lui-même  dans  le  Mémoire  cou- 
ronné par  l'Académie  des  Sciences  ( !  ). 


f1)  Tome  VII  des  Savants  étrangers.   Voyez  aussi  un  élégant  Mémoire  de 
Mioding,  publié  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  23. 

H.  -I.  4 
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Soit,  en  suivant  les  notations  d'Abel, 

une  équation  algébrique  quelconque  irréductible,  dont  tous  les 
coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  d'une  même 
variable  x. 

Nommons  ses  racines 

yu  y*>  y*,    •-.,  yn, 

et  désignons  par 

(i)  f(*,y)  =  t0  +  txy  -f-  (rf*  -h. . .-+-  tn-ty"~* 

une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x  et  y,  dans  laquelle  le 
degré  d'un  coefficient  quelconque  tm  soit  pris  égal  au  nombre 
entier  immédiatement  inférieur  à  la  somme,  diminuée  d'une  unité, 
des  n  —  m  —  i  plus  grands  exposants  des  développements  de 
chaque  racine  y  suivant  les  puissances  descendantes  de  x. 

Soit  enfin  y  le  nombre  des  coefficients  arbitraires  contenus  dans 
f(x<,y)\  cette  fonction  sera  susceptible  d'un  nombre  y  de  formes 
différentes  que  je  représenterai  par 

/i(*,.r),  A(*,y),    .-.,  fi(x,y)- 

Cela  posé,  en  désignant  par 

Tl9     Xj,      ...,     x^ 
des  variables  en  nombre  quelconque  u.  plus  grand  que  y,  et  par 

^d)i  yw>    •••'  y(\i) 

des    fonctions    irrationnelles   choisies    arbitrairement    parmi    les 

n  racines 

y ii   j'î*    •  ••*   yn* 

on  aura,  au  moyen  du  théorème  d'Abel,  sous  forme  algébrique, 
les  intégrales  complètes  du  système  des  équations 

/. (*-rm)  dXl  +  M**rm)  ^  _,,. .  ^  /.(  Wgg)  ^  ,  0- 
x(r«>)  m(yw)  xOW       * 

Mpy&i  dXx  +  M?»rf  &|T....,  M**yw)  dx  =  0. 
•/.(y  m)  xOW  y.(y<\»)       * 


THÉORIE    DES    TRANSCENDANTES.  5l 

Il  est  inutile  de  dire  que,  dans  chacune  des  racines  y(i),  ou 
y^,  . . .,  on  remplace  la  quantité  x  par  la  variable  xx  ou  x2j  . . ., 
du  terme  où  elle  entre. 


H. 
D'après  cela,  je  prendrai  pour  fonctions  inverses  les  quantités 

#1»       &ty       •  •  •  i       3?y» 

définies  par  les  y  équations  suivantes 


yY  f*k  M*k,y{«)  te        . 


et  je  poserai,  en  conséquence, 

Cela  étant,  les  intégrales  du  système  d'équations  différentielles 
considéré  plus  haut,  intégrales  fournies  immédiatement  par  le 
théorème  d'Abel,  donnent  sans  difficulté,  par  un  changement 
convenable  de  constantes,  le  théorème  fondamental,  qui  consiste 
en  ce  que  les  y  fonctions 

M"i  ■+•«'1»  Ut-*-*!, My-t-Py) 

sont  les  racines  d'une  équation  de  degré  y  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  rationnelles  des  diverses  fonctions 

**(•>!,   *>!>     •••»   Vf), 

et  des  valeurs  correspondantes  de  celles  des  racines  y  que  l'on  a 
fait  entrer  dans  les  équations  (2). 
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III. 


De  là  découle  cette  propriété  importante  des  fonctions  inverses, 
qui  consiste  dans  la  coexistence  d'une  série  d'indices  de  périodi- 
cité pour  tous  les  arguments,  et  qui  montre  toute  l'étendue  de  ce 
caractère  singulier,  dont  un  admirable  Mémoire  de  M.  Jacobi  a 
révélé  depuis  longtemps  l'existence  dans  les  fonctions  abéliennes. 
Considérons  l'équation 

/.'(.n)  y/tr*  >  xVi)-  •  -y/Cr*)  =  °- 

dont  le  premier  membre,  comme  on  sait,  s'exprime  par  une  fonc- 
tion entière  de  x.  Chacune  de  ses  racines  jouit  de  la  propriété  di- 
re ndre  égales  deux  des  racines  y  de  l'équation 

7.0- >  =  o. 

Supposons  donc  que  y\{)  devienne  égale  à  une  autre  racine  yli} 
pour  les  diverses  valeurs 

.r  —  a'     n."    i!"  V«i»  • 


de  même 

que 

y  m  =ri2] 

pour 

x  =  *;?  «;,«;.  ... 

«in,: 

et 

J(3)=JlJl 

pour 

&  =  aj»  a3i  a3»    •  •  •  » 

',"-. 

et  ainsi  de  suite. 

Faisons,  pour  abréger  récriture, 

/*(g,.T(n)       fkU,y{\\)  _,,.   .. 
X^dî)  /.(/HP 

AC^jî.  )     /*(**»  .r m  >  _  , ,.  ,È. 

— n „ — r: : —  —  '  **•  '•  )• 

7.  (ft*))  7.<y\*0 

et    désignons  par   les  lettres  m  des  nombres  entiers  positifs  ou 


THÉORIE    DE8    TRANSCENDANTES.  >3 

négatifs.  Si  l'on  pose 

«  =  «.-!  ^0.+,)  /i=n,-l  -«(■+!) 

-i-     V      m^/    Y      (*,T)<** 


'a 
on  aura  ce  théorème  : 


Une  fonction  rationnelle  et  symétrique  quelconque  des 
y  fonctions  inverses  conservera  la  même  valeur  en  ajoutant 
simultanément  aux  divers  arguments 

Mi,     a,,     lia,      ...,     ur 

les  quantités  constantes 

hi      I*i      'a»      •••»      ly. 

Par  une  autre  méthode,  indépendante  du  théorème  sur  l'addi- 
tion des  arguments,  mais  qu'il  serait  trop  long  d'indiquer  ici,  on 
obtient  directement  les  égalités 

Xi  ("i-f-  fi,  Ut-h  Ij,    .  .  .  ,    My-h  ly)  =  Xi  (l£|,  W2>    •  •  •  j  "y)> 

X,(w,-f- 1,,  w,-h  Ji,  ...,  ur+Iy)  =  X2(a,,  u2,  ...,  uy), 
» 

Xy(  £*,-+-  II,   I/2-+-   lî,    ...,    «r-hlr)  =  Xy(Mi,    U2,     ...,    I4r). 


IV 

Les  racines  de  l'équation 

x'(/t)x'trt)-..z'(r«)  =  of 

qui  se  sont  présentées  comme  limites  des  intégrales  qui  entrenl 
dans  l'expression  des  indices  de  périodicité,  jouissent  de  la  pro- 
priété générale  d'être  les  valeurs  inaxima  ou  minima  des  fonctions 
inverses.  Cela  résulte  des  expressions  de  leurs  différences  par- 
tielles que  je  vais  rapporter. 

Soit 
<  3j  F(ar,^)=  ïXiA(^,^)-Hlus/î(2r,7)+...-f-  |a,/y(#,  >0î 
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concevons  qu'on  détermine  les  constantes  [jl  par  les  y —  1  con- 
ditions 

Nommons  F^ar,  y)  ce  que  devient  alors   l'expression  (3);    les 
équations  (2)  donneront  sans  peine 

«ki  =   HiX^/d))  r         dx*  =    P*X(y<u)  t     ...f      <**i  _  f*YX'(r<n) 
rfwi        FiCarn^tO*  <*"î       FiO,,^,))'  '      ^*y       Fi(*i>.r<n) 

De  même,  si  l'on  appelle  F2(#,y)la  fonction  F  (a:,  ^)  déterminée 
par  les  conditions 

F(*i>7ii))  =  o>         F(*3,.T<3))  =  o,         ...,         F(arr,  7(y))  =  o, 
on  aura 

du{        Ft(xtiy(i))'         dut       Ft{xt,y(t))'       "  "'       duf       F,(;rlf  j^)' 

et  ainsi  de  suite;  d'où  résulte  la  proposition  énoncée. 

De  ce  qui  précède  on  tire  des  équations  linéaires  aux  diffé- 
rences partielles  qui  méritent  d'être  indiquées,  savoir 


*y 

..••• • , 

/i(<Wro)  5^  -*-/t(*T»r(Y))  55;  -+-•••-+- /y^y^(Y))  3^  =  X'Cr(Y)>- 
Remarquons  enfin  cette  conséquence  que,  l'équation 


<&Fi        .  .         .  dxx  r  dxxs 


étant  satisfaite  par 

x  =  xXi       y=y{t), 
x  =  x3,      y=y{i), 


■*•  =  *y»      y  =7m> 

on  peut,  au  moyen  des  différences  partielles  de  l'une  des  fonctions 
inverses,  déterminer  algébriquement  les  y  —  1  autres. 
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Le  théorème  relatif  à  l'addition  des  arguments  conduit  encore 
à  exprimer  les  fonctions  inverses  dans  toute  leur  généralité,  au 
moyen  des  cas  particuliers  les  plus  simples,  où  Ton  ne  suppose 
successivement  qu'un  argument  variable,  les  autres  étant  égaux  à 
des  constantes  quelconques,  à  zéro  par  exemple. 

Ce  genre  de  réduction,  qui  est  dû  à  M.  Jacobi,  se  retrouve  dans 
une  autre  partie  de  la  théorie,  comme  on  va  le  voir. 

En  nous  bornant,  pour  plus  de  simplicité,  aux  fonctions  de  la 
première   classe   des   transcendantes   abéliennes,   considérons   la 

différentielle  totale 

¥(x)  ¥(y)     . 
dx  h — -   ■  '-  dy, 


où  F(.r)  est  une  fonction  rationnelle  quelconque,  etf(x)  un  po- 
lynôme du  cinquième  ou  du  sixième  degré.  Si  Ton  substitue  aux 
variables  x  ci  y  les  variables  u  et  v  des  fonctions  inverses  définies 
par  les  équations 


Jfa    xdx         r 


\/f(  Y\ 

y 


ydy  =„ 


son  intégrale  étant  désignée  par 

n(w,  v) 

jouira,  en  vertu  du  théorème  d'Abel,  de  la  propriété  exprimée  par 
l'égalité 

II(tt-+-  u',  •>-+-•>')  =  U(u,  v)-h  U(u',  v')-h  une  fonction  alg.  et  log. ; 

en  faisant 

u  =  o,     v'  =  o, 
on  trouve 

n(a',  v )  =  n(o,  e)-+-  U(M\  o)«+-  une  fonction  alg.  et  log. 

Ainsi,  la  fonction  II(m,  v)  à  double  argument  est  ramenée  aux 
deux  cas  les  plus  simples,    où   l'on  suppose  successivement  un 
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seul  argument  variable;  on  voit  encore  qu'on  n'aura  plus  à 
considérer  que  des  intégrales  de  formules  différentielles  qui  con- 
tiennent seulement  une  variable  indépendante,  à  savoir,  des 
intégrales,  par  rapport  à  w,  de  fonctions  rationnelles  et  symé- 
triques de 

Xj(w,o),     X,(w,  o), 

et  des  intégrales,  par  rapport  à  v,   de  fonctions  rationnelles  et 

symétriques  de 

lx(o,  v),     X,(o,  V). 

On  se  convaincra  facilement  de  la  généralité  des  considérations 
précédentes  :  ainsi,  dans  le  cas  des  fonctions  de  la  seconde  classe 
des  transcendantes  abéliennes,  où  s'offrent  des  fonctions  à  triple 
argument, 

II (m.  »',   W  )y 

on  aura  de  même  l'égalité 

Il  (u  -+-  u\  ç  -+-  v\  w  -h  w  ) 

=  II  (a,  v,  w)-f-  \\(u' ,  e',  w')  -+-  une  fonct.  alg.  et  log.» 

ou  bien  encore  la  suivante 

ïï(u-\-iï -\-  u*,  c  +  c'  +  p",  w-+-  w' -h  w" ) 
=  II(h,  *>,  w)  -+■  U(u',  v\  w')  -hIHm*,  v*,  w")  -h  une  fonct.  alg.  etlog.  ; 


et. 

en  faisant 

u  =  O, 

v  =o, 

U   =  o, 

«»'—  o, 

w"—  o, 

il  vient 

Il  (a*,  v',  w)  =  ÏI(o,  o,  w)-\-  ll(o,  p',o)-hIl(a,r,  o,  o)-i-  une  fonct.  alg.  et  log., 

ce  qui  conduit  aux  mêmes  conséquences  que  précédemment. 


VI. 

La  méthode  qui  m'a  donné  la  division  des  arguments  dans  les 
fonctions  abéliennes  s'étend  aux  nouvelles  transcendantes;  mais, 
jusqu'à  présent,  je  n'ai  pu  aborder  la  théorie  de  la  transformation 
sans  être  arrêté  par  les  plus  grandes  difficultés.  Mes  tentatives 


THEORIE    DES    TRANSCENDANTES. 


m'ont  conduit,  néanmoins,  à  quelques  considérations  sur  cette 
théorie  bornée  aux  fonctions  elliptiques;  je  vais  les  rapporter  en 
peu  de  mots, 

Soient    ©(«/,  k),   ou   simplement    <p(w),   la    fonction    inverse, 
définie  par  l'égalité 

?'(")  =  •[i-©î(«OIL«--*î?s(«01  =  Mu,  *), 

2w  et  2tîj  y/ —  i  les  indices  de  périodicité,  et  n  un  nombre  impair 
quelconque.  Le  théorème  fondamental,  donné  pour  la  première 
fois  par  M.  Jacobi,  consiste  en  ce  que  la  fonction 

V?     /         */>M\         /    x  /  "*w\  /         i(n—  i)a>\ 

sss2i*\tt~h* rj  =  ?(")-+- ?(* ~f"~7r/'4~ •'•-*-?{"+ — jt — )» 

où  Tune  des  périodes  des  fonctions  elliptiques  se  trouve  divisée 
par  le  nombre  /i,  peut  être  représentée  de  la  manière  suivante 

Â  désignant  un  nouveau  module,  a  et  a  des  constantes.  On  en 
déduit  ensuite  que  toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
quantités 

/          'its>\          [          Ai*>\                        f          i(n  —  i)to~l 
3<a),     ip    «H U     o     «H U      •-.,      8     H —     > 

où,  de  même,  l'une  des  périodes  des  fonctions  elliptiques  subsiste, 
tandis  que  l'autre  se  trouve  divisée  par  le  nombre  n,  peut  être 

représentée  par  une  fonction  rationnelle  de  o  (  -->  XJ.  Or  voici  la 

démonstration  du  théorème  de  M.  Jacobi  à  laquelle  je  me  suis 
trouvé  conduit. 

Il  existe,  entre  -r-  et  z,  une  relation  algébrique  qui  s'obtiendra 
par  l'élimination  de  o (u)  entre  les  deux  égalités 

Soit  pour  cela  v(u)  =  x\  z,  comme  on  le  voit  aisément,  se  trans- 

'  .  x  U 

forme  en  une  fonction  rationnelle  -y-,  U  et  V  étant  deux  poly- 
nômes pairs  du  degré  n  —  i  ;  on  établit  ensuite  sans  peine  que  les 
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racines  de  l'équation 

u,  «-2f  (■*'?) 

sont  de  la  forme 

,    N            /           2to\              /           4w\                              /           2(/l  — l)co\ 
?(*/)=<p(£),      ?^-f-— j,       cp^E-f-— j,        -..,        ?^E-H— — j. 

Cela  résulte,  en  effet,  de  ce  que  l'expression  de  z  ne  change  point 
en  augmentant  u  d'un  multiple  quelconque  de  —  • 

Or,  la  même  chose  a  lieu  nécessairement  dans  la  dérivée  ^-; 


el  comme 

xV 

on  a 

V  — i — -  —  J7U  -j- 

dx                  dx 

= ^ ' 

dz 
du 

Ainsi,  le  carré  de  -j^>  qui  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  con- 
servera la  même  valeur  en  y  substituant  successivement  les 
diverses  racines  de  l'équation  (4);  par  suite,  -^-s'exprimera  par 

la  racine  carrée  d'une  fonction  rationnelle  de  z. 
Or,  cette  fonction  sera  entière,  car 


2»(.*«=) 


ne    peut    devenir    infini    sans    que    quelqu'une    des    quantités 
cp  (  u  H — —  j  ne  le  soit,  ce  qui  rend  dès  lors  z  infini  lui-même. 

Pour  obtenir  maintenant  le  nombre  et  la  nature  des  valeurs  de  z 

qui  donnent 

dz 

il  faut  chercher  les  racines  de  l'équation 

On  trouve  très  facilement  qu'elles  sont  comprises  dans  les  deux 
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formules 

p  devant  être  supposé  successivement  o,  i,  2,  . . .,  —-p—'  Mais 
j'observe  que,  pour  les  substituer  dans  l'expression  de  z,  il  est 
inutile  d'avoir  égard  à  ces  diverses  valeurs  de/?,  de  sorte  qu'il  reste 
seulement  à  considérer  les  racines 


—,«(;).    *»=<p'(jv^7). 


On  voit,  par  là,  que  le  polynôme  en  5,  qui  entre  dans  l'expression 
de  -j->  sera  du  quatrième  degré,  ne  contiendra  que  des  puissances 
paires  de  s,  et  s'évanouira  pour  les  valeurs 

«-[2»(? +  >£)]'-*■  ='=[2*(!^^)r=f- 

Ainsi  Ton  aura 


Ê-V(-S)(-É)- 


C  étant  une  constante  qu'on  détermine  en  observant  que,   pour 
11  =  0  et,  par  suite,  z  =  o,  on  a 

dz 


faisant  donc 


on  a 


£-c-2»(tt=), 

a        .  a 

g=X,  j=a, 

,  =  ■,(£,  x). 

VIL 
Il  résulte,  de  ce  qui  précède,  que  l'équation 

a  pour  racines  les  n  quantités 
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Je  vais  faire  voir  qu'on  peut  tirer  de  là,  directement,  la  transfor- 
mation des  fonctions  de  troisième  espèce,  sans  établir  préalable- 
ment, comme  le  fait  M.  Jacobi,  la  formule  de  transformation  des 
fonctions  de  seconde  espèce.  Soit,  pour  abréger, 


F(*)  =  *U-«p(£f  l\  V; 


en  désignant  par  m  une  quantité  quelconque,  on  aura,   comme 
Ton  sait, 


ou  bien  encore 


F' (m)  _  y i 

•  V  n    ) 


n-i 


Or,  on  peut  écrire 

_,,     ,       A?(-,  x)-B 

en  posant 

A  =  y  ,  B  =  — ^-  ,  M  =  —         pour         x  =  m. 

Il  importe  beaucoup  de  remarquer  cette  valeur  de  M  qui,  pour 

m  —  <p([jL,  A"),  devient  'f>  (- >  X);  ainsi  Ton  a  l'égalité 

at(H-° 
'(H -'(H 

d'où,  en  changeant  le  signe  de  [jl, 
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puis,  retranchant  membre  à  membre, 


=  f'<"'-',(l"+'("2[,'(-4)-',<^+t'(«-^)-f(W]' 


Soit  maintenant 

«fa 


l'équation  précédente  donnera,  en  intégrant  depuis  */  =  o  jusqu'à 
ti  =  xy  et  en  ayant  égard  aux  valeurs  des  constantes, 

(S,  x)Af£,  x)     , 

Va    a/    i,        ;"fi^^ 
A(fi,X-)  \«    a       / 


w  — I 

1 


=  o(u)II(;r,  M, +  ?(!*)     JJ     ["  (*  +  ^TT  '  *  *)  +  "  (*  ~  ^  **'  *)]  ' 
ou  bien 

*(£•*)»(£•  »)■(;•  s-1) 

=  A(fx,  *)  A* -+-<?( fj^Adi,  A-)n(ar,  fi,  *) 

+  t<h,A>«M>  2    [n(,  +  ÏÇÎ.M)+ii(*-2JÏ,M)]. 

Le  second  membre  peut  être  ramené  à  ne  contenir  qu'une  seule 
fonction  de  troisième  espèce,  avec  une  quantité  logarithmique;  on 
a,  en  effet,  la  formule 

A(yt) A(ji)  =  A(g) AQr) 

o(fi)  —  ç(arn-a)      <p({i)_ep(ar—  a)       9(0?)  —  ©(fi-ha)       <p(ar)  —  ?(jx— a)' 

qu'il  est  facile  de  vérifier;  elle  donne,  en  changeant  u  en  —  jjl, 

A(yO Mt) M*) A(a?) 
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Ajoutant  membre  à  membre  et  intégrant  depuis  x  =  o,  on  trouve 
sans  peine, 

j(l»)A(|»)[II(*  — a,|*)-II(*-»-af,*)] 

1 ,      ?»(»)    I 

=-,<P(K)A(K)ii(a,|i)H-jiog — ?y(y} , 

(I_<?'(H-a)J 

d'où,   en  permutant  a  et  x,  et  changeant  les  signes  des  deux 
membres, 

o((jt)  A(|ji)[n(r-!-a,  ja)h-IH:f  —  «,  <x>J 


1  ,  ?'<«) 

,n(,,K)-;iog     ^t; 

I  , _     ?  <g) 


=  2?(Hl)A(1x)n(a?,K)-^iog.; — ^Tar)| 

On  arrive  donc  définilivement  à   la   formule   suivante,  pour   la 
transformation  des  fonctions  de  troisième  espèce, 

=  A({x1A-)Ar-hn<p(fi,A)A(li,X:)n(^,  ji,*) 

-;   2  1»«1        ■'"'+J''1 


I 


VIII. 

Dès  les  premiers  pas  qui  ont  été  faits  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  on  a  imaginé  de  les  différenlier  par  rapport  au 
module,  ce  qui  a  conduit  à  plusieurs  résultats  importants.  Or,  le 
même  moyen  analytique  s'applique  avec  facilité  à  toutes  les  fonc- 
tions de  la  forme 

oiiy  est  donné  par  l'équation 

yjy)  =7/l  — x  =  o, 

X  étant  une  fonction  entière  de  x. 


THEORIE    DES    TRANSCENDANTES.  63 

Voici,  par  exemple,  le  théorème  qui  en  résulte  pour  les  fonc- 
tions abéliennes. 

Soit 

F(x)  =  x(x  —  a). .  .(x  —  k) 

un  polynôme  du  degré  2/n-f  i;  on  pourra  représenter  toutes 
les  fonctions  abéliennes  de  première  et  de  seconde  espèce  par 
l'intégrale 

(  x  —  a  )*  dx 


-f 


y/¥(x~) 


et  en  considérant  z  comme  une  fonction  du  module  a,  on  ob- 
tient V équation  linéaire  de  V ordre  im 


n  =  lm-h1 


Wj(x)_^     V     4"1-'1-'2*  F(«>(„) 


(x—  a)*"»-*  jLà         I.2.3. . 


n  =  l 


( .;)îw-«+l  ([im-n-hl  - 


(2X  —  1)  (iX-  —  3). .  .{iA :-h  m-  .{ //i  —  1)  da*m-n+l 

Lorsque  k  est  compris  entre  o  et  m  —  1,  de  sorte  que  z  repré- 
sente les  transcendantes  de  première  espèce,  l'intégrale  com- 
plète s'obtient  en  ajoutant  à  la  fonction 


/: 


:  (x  —  a)kdx 


les  diverses  intégrales  définies  qui  entrent  dans  l'expression 
des  indices  de  périodicité  de  la  fonction  inverse,  multipliées 
chacune  par  une  constante  arbitraire. 

De  là  résulteraient  facilement,  entre  autres  choses,  des  théo- 
rèmes analogues  à  l'équation  de  Legendrc  entre  les  fondions  ellip- 
tiques complètes  de  première  et  de  seconde  espèce,  à  modules 
complémentaires;  relation  déjà  généralisée  par  divers  géo- 
mètres (').  Mais  je  ne  veux  pas  m'étendre  plus  longuement  sur  cr 
sujet,  qui,  du  reste,  donne  lieu  à  de  nombreuses  conséquences, 
que  je  développerai  dans  une  autre  occasion. 


(  '  )  Voyez,  par  exemple,  un  Mémoire  de  M.  Catalan,  couronné  par  l'Académie 
de  Bruxelles. 
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I. 

Les  recherches  que  j'ai  l'honneur  de  présenter  à  la  Société  ont 
pour  but  d'établir  les  principaux  théorèmes  de  l'analyse  des 
fonctions  elliptiques,  par  une  méthode  nouvelle  qui  repose  princi- 
palement sur  l'intégration  de  l'équation  aux  différentielles  partielles 
du  phénomène  des  cordes  vibrantes.  Dans  la  marche  que  nous 
allons  suivre,  on  verra  s'offrir  tout  d'abord  comme  un  élément 
essentiel  du  calcul  la  transcendante  remarquable,  au  moyen  de 
laquelle  les  trois  espèces  de  fonctions  elliptiques  s'expriment  ana- 
lytiquemenl  de  la  manière  la  plus  simple.  Les  propriétés  diverses 
et  caractéristiques  de  ces  fonctions  s'offriront  naturellement  comme 
conséquences  de  modes  divers  d'expressions  par  une  quantité 
unique,  et  nous  retrouverons  par  cette  marche  en  quelque  sorte 
synthétique  les  premiers  résultats  qui  ont  servi  dans  l'origine  de 
fondement  à  toute  la  théorie,  et  auxquels  on  s'est  arrêté  longtemps 
avant  d'arriver  aux  idées  plus  générales. 


11. 

Soit 

x 

(i)  A(.r  )  =  (i  -f-  xcx*-t-  arv)*, 

c  étant  une  constante  que  l'on  supposera,  si  Ton  veut,  plus  petite 
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que  l'unité;  considérons  la  fonction  de  troisième  espèce 
.  fr      iadx 

où  a.  désigne  le  paramètre.  En  differentiant  par  rapport  à  a,  on 
trouvera 

dz         rx  '*(x  —  a)(a*-+-ca)-+-  A*a 

(3)  A(rt)-y-  =  / — dx; 

da      J  (x — a)1  -X 

mais  on  a  identiquement 

d  bx 
j       .  — : — (^  —  a)--2ix 

_  _      A:r  ^J-    • __  '>.(x  —  ti){cx-^  xi)  —  \ix  m 

dx  x  —  a  ~~  (  x  —  a  ;*  ~~  (  x  —  a  )*  Au?  ' 

d'où  en  intégrant 


A(ar)         fl  >.(x  —  a)(cx -*- x3)  —  ±*x 


A(ar)   _    /*'   v.(37  —  ct){cx  ■+- 
x  —  a  ~~,L  ix  —  a)1 


0  „>*A;r 


dx  -h  const. 


La  constante  se  détermine  en  faisant  x  =  o,  et  Ton  trouve  ainsi 

A(.r)  r'-xix  —  fi)(cx-hjr*)  —  \*x   ,  i 

(6)  —   / — dx 

x  —  a      Jo  (.?•  —  a)l\x  a 

Ajoutant  membre  à  membre  avec  l'équation  (3),  il  vient 

dz  \x 

la        -i 

du        ./•  —  a 

_    r^  •i.(xi  —  a*)(xi —  «;r-w*2-hc)  —  (r*  —  a*)(x*-h  a*-i-«>c)   ,  i 

~~J0  (x--a)*lx  ~~ft* 

et  en  réduisant 

_     dz  Ar  r*(x*—a*)dT        i 

"  da       x  —  a      J  Ax  a 

On  voit  que  dans  ce  résultat  il  n'entre  plus  la  fonction  plus  com- 
pliquée de  troisième  espèce,  de  laquelle  nous  sommes  partis. 
D'ailleurs,  en  différentiant  de  nouveau  par  rapport  à  a,  il  vient 

d        dz  Ajf  Cx  dx 

-—  Aa  -i — h 


x  r 

— ^  =  — 2a  / 


da       da       (x  —  «j*  Jt     bx       a* 

H-  I. 
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mais  il  est  visible  que 

dz  Aa 


dx       {x —  a)kx' 

d'où 

4     dz  Aa 

A.r-^  = 


dx       x  —  a 
et  différentiant  encore  par  rapport  à  #,  il  vient 

A/aj-  —  )  Aa 

dx  \       dx /  (x  —  a)1 

De  là  se  conclut  immédiatement  le  résultat  remarquable  exprimé 
par  l'équation  différentielle  partielle 

4      d    /      dz\        >      d    /      dz\  A      r* dx       Aa 

(8>    Aa5s(A<li5)-A'sï(Axaî)=-9flAV.  s  +  sr 

Ici  nous  nous  trouvons  naturellement  conduit  à  prendre  pour 
variables  indépendantes,  au  lieu  de  .r  et  a,  les  arguments  a  et  £  des 
fonctions  inverses  définies  par  les  égalités 


i/o        Ar  c'n       A" 


et  nous  poserons,  d'après  cela, 

*  =  X(Ê),         a  =  X(«). 

Alors  l'équation  (8)  prend  la  forme  plus  simple 

d*z       d*z  Aa 

25?- ^T  =-*«?*<«)+  jr 

On  peut  aisément  faire  disparaître  le  second  membre  en  posant 

U  =  *-f-A*4-B, 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  a,  indépendantes  de  la  variable  £. 
Il  n'y  a  qu'à  faire 

d*\  â  d*B  Aa 

— r  =  2aArt,  -—   = 

aV  aV  a* 


-/-"«■  »-/** 


A 
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el  il  vient  effectivement 

d&        dp  ~0' 

ce  qui  est,  comme  on  sait,  l'équation  de  laquelle  d'Alembert  a  tiré 
la  loi  de  mouvement  de  vibration  d'une  corde  flexible,  écartée 
1res  peu  de  sa  position  d'équilibre. 

III. 

En  désignant  par  F  et  $  deux  fonctions  arbitraires,  l'intégrale 
générale  de  l'équation  précédente  est 

U  =  F(a  +  E)  +  *(a-J). 

Pour    déterminer    les    deux    fonctions    arbitraires,    observons 
qu'ayant 

J0    (*  —  <*)**      J  J  a 

à  cause  de 

Ix 
on  peut  écrire 

»-/'^  *«/-** s* 

on  aura  donc 

d'où,  en  différentiant  par  rapport  à  £, 

F'(a-H)  — *'(«  —  £)=  -^-  •+■  fa*d*. 
x  —  a      J 

Faisons  maintenant  dans  les  deux  équations  qui  précèdent  £  =  o  ; 
on  trouve 

F(a)-*-*(a)=  r^, 

F'(«)  —  *'(«)  =  —  —  -f-  Ça* dix. 
Ce  sont  ces  deux  équations  qui  vont  nous  servir  pour  déterminer 


68  OEUVRES    DE    CHARLES    UERV1TE. 

les  fonctions  arbitraires  ;  posons,  suivant  l'usage, 

£(«)  =  Ca>d%, 
Z(at)=y%E(a)//a, 

on  obtiendra  en  intégrant  la  dernière 

F(a)  — *(a)  =  Z(«)  —  loga. 
D'ailleurs  on  trouve  aisément 

/d%        i  ,       Aa  —  (  t  -h  ca*  ) 
«-^;,0« s 

On  en  conclut  les  expressions  suivantes  : 

**(«)=      Z(«)-*--log ^ > 

2*(a;  —  —  Z(a)-r-  -log[Aa  —  (i  H-  ca*)]. 


IV. 


Les  conséquences  des  résultats  qu'on  vient  d'obtenir  embrassent 
les  points  les  plus  importants  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Parmi  ces  conséquences  on  doit  surtout  distinguer  celles  qui  sont 
relatives  à  rétablissement  de  formules  par  lesquelles  la  fonction 
inverse  \(x  -+-  r),  relative  à  la  somme  de  deux  arguments,  s'exprime 
en  \x  et  *ky.  Ce  sont  aussi  ces  formules,  en  quelque  sorte  élémen- 
taires, que  je  vais  établir  en  premier  lieu. 

Pour  abréger  l'écriture,  on  désignera  dans  tout  ce  qui  va  suivre 
par  A£  ce  que  devient  Ax  quand  on  y  remplace  x  par  ^(5);  cela 
posé,  reprenons  l'équation 

En  difTérentianl  par  rapport  à  Ij,  on  a 


MO 


^^  +fa*  d*  =  F'(«  +  0  -  *'(«  -  {). 
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Soit  fail  successivement 

%  =  x-hy,         £  =  *  —  y\ 

puis  retranchons  membre  à  membre,  il  viendra 

Aa  Aa 

\(x-hy)  —  X(aj  ~X(*  —  y)  —  X(a) 

=  F'(a?-f-^ -+-«)  —  F'(a?  —  ^-t-  a)  -h  *'(a  —  a?  H-jO  —  *'(a  —  a?  —  y), 
La  première  partie  du  second  membre,  savoir 

F' \x  -+■  y-h  a)  —  F'(ar— 7-4-a) 

est  une  fonction  symétrique  de  x  et  de  a.  Or  je  dis  qu'il  en  est  de 
même  de  la  seconde.  En  effet,  on  voit  facilement,  d'après  l'expres- 
sion obtenue  plus  haut  de  $(«),  que  sa  dérivée  est  une  fonction 
impaire,  et  si  l'on  permute  x  et  a,  dans 

*'(«  —  x+.y)  —  *'(a  —  x  —y), 
il  vient 

4>'(jr  —  z-hy)  —  0>'(x  —  a  — y) 

ou  bien 

<I>'(a  —  x  -\-y)  —  *'(a  —  x  — y)i 

puisque  3>'  est  impaire. 

T,  •  Aa  Aa  .        A     . 

L  expression  z-. - — r— -  —  s- x — ^—-  étant  ainsi  sy- 

r  X(jr-hj)_ /(a)         l(x—  y)  —  X(a)  J 

métrique  par  rapport  à  x  et  a,  on  a  l'égalité 
Aa  Aa 


*(*  +y)  -  X(a)        a  (a?  -y)  -  X(a) 
_  Ar  Aar 

~~  X(a-t-j)  —  X(a?)  ~~  X(a  —  y)  —  ï(x)' 

Soit  fait  a  =  o  ;  il  viendra  Aa  =  1  et  par  suite 

1  1  A.r  bx  9.  \y  Ax 


\(x-hy)        \(x—y)        Xy—\x        \y  -+-  \x        A^y  —  tex* 
Si  dans  cette  équation  on  permute  x  et  y,  il  vient 


i  1  sX.rAi 


\(x-hy)        \(x—y)  \ty  —  \^x> 

On  en  déduit,  en  ajoutant  et  retranchant  membre  à  membre  et  divi- 
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sant  par  a 

i  __       Xy  Ao?  —  \x  \y 

\(x-+-y)~  X*/ —  \*x 

i  _       \y  Lx  H-  \x  ùy 

l(x—y)  ""  \*y  —  ï*x~  ' 

En  prenant  les  inverses  et  chassant  les  radicaux  du  dénomina- 
teur, il  vient  définitivement 

.  .  x        Xa?  Av  -h  Xy  Aa? 

v         J  '  i  —  l*x  \*y 

>  /  x       Xa?  Ay  —  X y  Ix 

Une  vérification  immédiate  de  ces  deux  résultats  s'obtient  en 
faisant 

c  =  i         et         Xa?=  tango-,         A(ar)  = 


008*07 


et  il  vient  en  supprimant  un  facteur  commun  aux  deux  termes  des 

fractions 

,  x         tango?-*- tan  g  y 

tang(ar-h  y)  = ^Z_, 

ov         J  i  —  tangortang.y 

tango:  —  tangy 

tang(ar—  y)  =  5 5^_ 

°  '  i  -h  tango;  tang.y 

ce  qui  est  bien  les  formules  connues  relatives  aux  tangentes. 

Dans  une  autre  circonstance,  j'aurai  l'honneur  d'offrir  à  la 
Société  la  suite  de  ces  recherches  et  le  développement  des  prin- 
cipales conséquences,  auxquelles  donnent  lieu  les  résultats  que  je 
viens  d'exposer. 


\ 


NOTE 


SUR 


LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal,  t.  IJJ;  1848. 


J'ai  lu  avec  le  plus  vif  intérêt  le  beau  travail  de  M.  Cayley,  qui 
a  réussi  à  faire  découler  toute  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
de  la  considération  délicate  des  produits  infinis  doubles.  J'avais 
découvert  de  mon  côté  le  point  de  vue  suivant,  plus  voisin  peut- 
être  encore  de  l'idée  fondamentale  de  la  double  périodicité  dans 
les  fonctions  analytiques. 

En  désignant  par 


ame        a       et         >.    bme 


les  expressions  générales  de  deux  fonctions  périodiques  simples, 
dont  la  période  est  a,  assujetties  d'une  manière  essentielle  [à  la 
condition  d'être  toujours  convergentes  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  x,  je  me  suis  proposé  de  déterminer  am 
et  bm  de  telle  manière  que  le  quotient 


m     #ic.r 
„  Un 

iltx9 

Zb„.e 


.    b 
tic- 


admette    une  autre  période  b.  En  posant  q  =  e    a,  cela  conduit 
à  l'égalité 

/  ir  v  iizx 

tm  .  „       lin 

Za,„e "     _  2amq*me        a 

iltx  iizx 

2  6,ne        a  Zbmq*»'e 
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Chassant   les  dénominateurs,    on    trouve    pour   les    coefficients 

d'une  même  exponentielle  e  "  ,  dans  le  premier  membre  et 
dans  le  second,  respectivement  les  deux  séries 

m  =  +  «e  w/  =  +  • 

^    ambv.-mq*W-'*)     et         2    amby.-mq*m. 

m  —  —  •  m  =  —  « 

Or,  la  manière  la  plus  simple  d'arriver  à  les  rendre  égales 
consiste  à  les  rendre  identiques,  en  sorte  qu'un  terme  quelconque 
de  Tune,  tel  que  amb[L_mq'i^~m),  ait  son  égal  anb^_nq^n  dans 
l'autre. 

Faisons  donc,  et  cela  pour  toute  valeur  de  l'entier  u, 

et  concevons  que  n  soit  exprimé  en  m  de  manière  à  produire  la 
série  des  nombres  entiers,  lorsque  m  prend  lui-même  toutes  ses 
valeurs.  On  réalisera  cette  circonstance  en  prenant  n  =  m  -f-  A*, 
k  étant  un  entier  quelconque  5  l'équation  précédente  pourra  alors 
s'écrire 

tt/n  +  k  ^(l— m 

et  comme  jjl  est  quelconque,  si  l'on  fait  jjl  —  m  —  k  =  m',  m'  sera 
un  nombre  entier  variable  entièrement  indépendant  de  m\  or  il 
vient  ainsi 

n m  .*_.   .    t.»  "m' 


*  A ....     ,   V 


&  m    4   A  ^//j'-r* 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  chaque  membre  est  une  quantité 
constante,  ce  qui  conduit  aux  égalités 

_f^L_  q-\Km  *-à)  —  const.  .—  '"-  *-«(/»  +  *>  =  const. 

Donc  am  et  6OT  dépendent  de  la  même  équation 


Zn 


fj-Hm  +  M^  const. 

qu'on  peut  encore  écrire  sous  la  forme 


THÉORIE   DES   FONCTIONS   ELLIPTIQUES.  73 

en  changeant  de  constante,  la  solution  générale  est 

m» 

zm=zU(m)q     *"~am 

la  fonction  II  (m)  étant  assujettie  à  la  condition  suivante: 

U(m-+-k)  =  U(m). 

Nous  voici  donc  arrivés  à  cette  forme  analytique  d'une  fonc- 
tion Q(x)  aux  périodes  aetb,  savoir 

acm     im 

_,    x        ZU(m)q     *  e 


/«*  t  ut  i 

— dm     lin 


£4>  {m)q     k  e 

où  la  condition  de  convergence  prouve  immédiatement  que,  en 
supposant 

b 
a 

le  nombre  entier  À*  doit  être  du  signe  de  a/,  sa  valeur  absolue  reste 
d'ailleurs  arbitraire.  En  désignant  par  S(x)  le  numérateur  ou  le 
dénominateur,  on  trouvera  ensuite 

kilt,  . 

8(2:-hri)  =  e(ar),         S(x  ■+-  b)  =  e(x)e~   *X*(  "* 

et  de  ces  équations  qui  ne  comportent  d'arbitraire  que  la  fonction 
périodique  II (m)  se  déduisent  toutes  les  propriétés  caractéris- 
tiques des  fonctions  elliptiques,  sans  qu'il  soit  nécessaire  pour 
cela  d'établir,  préalablement,  l'équation  différentielle,  tous  les 
résultats  déjà  connus  pouvant  se  démontrer  indépendamment  les 
uns  des  autres. 


SUR   LA  THÉORIE 


DES 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
Tome  XXIX,  1849. 


La  théorie  des  fonctions  elliptiques  que  j'ai  l'honneur  de  pré- 
senter à  l'Académie  repose  principalement  sur  quelques  propo- 
sitions que  M.  Cauchy  a  déduites  de  la  considération  des  intégrales 
prises  entre  des  limites  imaginaires.  Le  véritable  sens  analytique 
de  ces  expressions  a  été  donné,  comme  on  le  sait,  pour  la  pre- 
mière fois,  par  le  grand  géomètre.  Ses  découvertes,  à  ce  sujet, 
ont  été  l'origine  du  calcul  des  résidus,  qui  renferme  les  principes 
les  plus  étendus  qu'on  possède  pour  l'étude  des  fonctions  d'une 
variable.  Les  recherches  présentes  montreront  une  nouvelle  appli- 
cation de  ces  principes,  et  il  ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt  de 
rapprocher  les  méthodes  dues  aux  illustres  fondateurs  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques,  de  celles  dont  j'ai  trouvé  l'origine  dans 
les  travaux  de  M.  Cauchy. 
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RAPPORT  SUR  UN   MÉMOIRE   PRÉSENTÉ  PAR  M.   HERMITE 
ET    RELATIF   AUX 

FONCTIONS  A  DOUBLE  PÉRIODE  («), 
Par  A.  Cauchy. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
Tome  XXXII,  i85i. 


Le  Mémoire  dont  nous  allons  rendre  compte  a  pour  objet  prin- 
cipal la  détermination  générale  de  celles  des  fonctions  à  double 
période  qui  ne  cessent  jamais  d'être  continues  tant  qu'elles  restent 
finies.  Pour  faire  mieux  saisir  la  pensée  de  l'Auteur,  il  convient 
de  jeter  d'abord  un  coup  d'œil  rapide  sur  la  nature  et  les  propriétés 
caractéristiques  des  fonctions  à  double  période. 

Supposons  que,  x,  y  étant  les  coordonnées  rectangulaires  ou 
obliques  d'un  point  mobile  Z,  on  trace  dans  le  plan  des  x,  y  un 
parallélogramme  ABCD,  dont  les  côtés  rt,  b  soient  parallèles,  le 
premier  à  l'axe  des  x,  le  second  à  l'axe  des  y.  Divisons  d'ailleurs 
le  plan  des  x,  y  par  deux  systèmes  de  droites  équidistantes  et 
parallèles  aux  axes  en  une  infinité  d'éléments  tous  pareils  au  paral- 
lélogramme ABCD.  Enfin  soit  v  une  fonction  de  x,  y,  qui  offre 
une  valeur  déterminée  pour  chacun  des  systèmes  de  valeurs  de 
x,y  propres  à  représenter  les  coordonnées  de  points  situés  dans 
l'intérieur  de  ce  parallélogramme.  Une  autre  fonction  u,  qui,  pour 
chacun  des  systèmes  dont  il  s'agit,  coïnciderait  avec  la  fonction  e, 
sera  ce  qu'on  doit  naturellement  appeler  une  fonction  à  double 
période,  si  elle  ne  varie  pas,  quand  on  fait  croître  ou  décroître 
l'abscisse  x  d'un  multiple  de  a,  ou  l'ordonnée  y  d'un  multiple 
de  6;  et  il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  u  reprendra  la  même  valeur 
quand  on  substituera  aux  coordonnées  d'un  point  situé  dans  le 
parallélogramme  ABCD  les  coordonnées  drun  point  homologue 
situé  de  la  même  manière  dans  l'un  des  autres  parallélogrammes 

(')  Le  Mémoire  d'Hermitc  annoncé  par  la  Note  précédente  n'ayant  jamais  été 
publié  et  ayant  disparu  des  archives  de  l'Académie,  nous  croyons  devoir  réim- 
primer le  Rapport  de  Cauchy  sur  ce  travail.  E.  P. 
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élémentaires.  Si  d'ailleurs  on  veut  que  la  fonction  u  satisfasse  à  la 
condition  de  rester  toujours  continue,  tant  qu'elle  ne  deviendra 
pas  infinie,  il  ne  suffira  pas  que  cette  condition  se  trouve  remplie, 
quand  le  point  Z  sera  intérieur  au  parallélogramme;  il  sera  encore 
nécessaire  que  u  reprenne  la  même  valeur  quand,  après  avoir 
placé  le  point  Z  sur  l'un  des  côtés  du  parallélogramme,  on  le  trans- 
portera sur  le  côté  opposé,  en  lui  faisant  décrire  une  droite 
parallèle  à  l'un  des  axes  coordonnés. 

Ajoutons  que,  si  la  fonction  m,  supposée  doublement  périodique, 
est  assujettie  à  la  seule  condition  de  rester  finie  et  continue  tant 
que  le  point  Z  est  renfermé  dans  l'intérieur  du  parallélogramme 
ABCD,  on  pourra  généralement  la  développer  en  une  série  double 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  descendantes  des 

exponentielles 

e***,     eh', 
les  valeurs  de  a,  6  étant 

2  7T  p  O.TZ 

a  -  —  »  6  =  -y-  . 

a  b 

Supposons  maintenant  que,  les  coordonnées  x,  y  étant  rectan- 
gulaires, on  nomme  z  une  variable  imaginaire  liée  aux  variables  x,y 

par  la  formule 

z  =  x  -hyi. 

La  position  du  point  mobile  Z  sera  complètement  déterminée  par 
la  coordonnée  imaginaire  z,  et,  pour  que  u  soit  fonction  de  x,y, 
il  suffira  que  u  soit  fonction  de  z.  D'ailleurs,  pour  que  la  fonction 
de  5,  désignée  par  w,  soit  doublement  périodique,  il  suffira  qu'elle 
reprenne  la  même  valeur  quand  le  point  Z,  supposé  d'abord  inté- 
rieur au  rectangle  ABCD,  ira  prendre  la  place  de  l'un  quelconque 
des  points  homologues  situés  dans  les  autres  rectangles  élémen- 
taires ;  en  d'autres  termes,  il  suffira  que  u  reprenne  la  même  valeur 
quand  on  fera  croître  ou  décroître  z  d'un  multiple  de  a,  ou  d'un 
multiple  de  bi\  et  cette  condition  pourra  toujours  être  remplie, 
quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  u  pour  les  points  intérieurs 
au  rectangle  ABCD. 

Ce  n'est  pas  tout  :  on  pourra,  aux  deux  périodes  a  et  bi,  sup- 
posées Tune  réelle,  l'autre  imaginaire,  substituer  deux  périodes 
imaginaires  assujetties  à  la  seule  condition  que  leur  rapport  ne 
soit  pas  réel.  Cela  posé,  concevons  que  l'on  désigne  par  a,  b,  non 
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plus  deux  quantités  réelles,  mais  deux  expressions  imaginaires, 
dont  le  rapport  ne  soit  pas  réel.  Pour  que  u  soit  une  fonction  de  z 
doublement  périodique,  il  suffira  que  u  ne  varie  pas,  quand  on  fera 
croître  ou  décroître  z  d'un  multiple  de  a  ou  d'un  multiple  de  b. 
Alors  aussi  #,  b  pourront  être  censés  représenter  en  grandeur  et  en 
direction  les  côtés  d'un  parallélogramme  élémentaire  ABCD,  et  la 
fonction  u  sera  entièrement  connue,  quand  on  la  connaîtra  pour 
chacune  des  valeurs  de  z  correspondantes  aux  points  situés  dans 
l'intérieur  de  ce  parallélogramme. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  il  est  clair  que,  si  a  et  b  repré- 
sentent les  deux  périodes  de  la  variable  z  dans  une  fonction  dou- 
blement périodique  u,  la  valeur  de  */  correspondante  au  cas  où  le 
point  mobile  Z  reste  compris  dans  l'intérieur  d'un  parallélogramme 
élémentaire  ABCD  pourra  être  choisie  arbitrairement.  Si  d'ailleurs 
cette  valeur,  arbitrairement  attribuée  à  u,  est  toujours  finie  et 
continue  dans  l'intérieur  du  parallélogramme,  on  pourra,  de  for- 
mules déjà  connues,  déduire  l'expression  analytique  générale, 
propre  à  représenter  la  valeur  de  la  fonction  u  supposée  double- 
ment périodique,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  la  variables. 

La  fonction  u,  supposée  doublement  périodique,  ne  pourra  plus 
être  choisie  arbitrairement  pour  les  valeurs  de  z  correspondantes 
aux  divers  points  d'un  parallélogramme  élémentaire,  si  elle  est 
assujettie  à  la  condition  de  rester  continue  avec  sa  dérivée,  pour 
des  valeurs  quelconques  de  3,  tant  qu'elle  ne  devient  pas  infinie. 
Cette  condition  sera  remplie,  par  exemple  si  u  est  l'une  des  fonc- 
tions elliptiques,  ou  même  une  fonction  rationnelle  de  ces  fonctions. 
Mais  il  importait  de  savoir  quelle  est  la  forme  la  plus  générale  que 
puisse  prendre  une  fonction  doublement  périodique,  quand  on 
l'assujettit  à  la  condition  énoncée.  Telle  est  l'importante  question 
que  M.  Hermite  s'est  proposé  de  résoudre.  La  solution  qu'il  en  a 
donnée  s'appuie  sur  des  propositions  remarquables,  déduites  en 
grande  partie  des  principes  établis  par  l'un  de  nous  dans  divers 
Mémoires,  et  spécialement  dans  le  Tome  II  des  Exercices  de 
Mathématiques.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

La  variable  imaginaire  z  étant  censée  représenter  les  coordonnées 
imaginaires  d'un  point  mobile  Z,  désignons  par  F(s)  une  fonction 
doublement  périodique  de  z,  qui  reste  continue  avec  sa  dérivée, 
tant  qu'elle  ne  devient  pas  infinie;  et  soient  a,  b  les  deux  périodes 
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de  z  assujetties  à  la  seule  condition  que  leur  rapport  t  ne  soit  pas 

réel.  Les  quatre  points 

A,    B,     C,    D, 

dont  1rs  coordonnées  imaginaires  seront 

5,       Z  -h  a,       Z  -H  by       5  +  A  +  6, 

coïncideront  avec  les  quatre  sommets  d'un  parallélogramme  élé- 
mentaire ABCD,  dont  les  côtés  seront  représentés,  non  seulement 
en  grandeur,  maisencore  en  direction,  par  les  deux  constantes  a,  b  ; 

et,  si  Ton  pose 

Ç  =  z  -+-'at  -h  ht', 

t%  t'  étant  deux  variables  réelles,  les  valeurs  de  Ç,  correspondantes 
i\  des  valeurs  de  /,  t1  comprises  entre  les  limites  o,  i,  représente- 
nuit  les  coordonnées  imaginaires  de  points  renfermés  dans  le  paral- 
lélogramme élémentaire  ABCD.  Le  binôme  z  -h  «/,  en  particulier, 
représentera  les  coordonnées  imaginaires  d'un  point  situé  sur  la 
droite  .\B:  et  si,  pour  tous  les  points  de  cette  droite,  la  fonction 
do  s  et  de  /  représentée  par  F(z  -+-  ai)  conserve  une  valeur  finie, 
cette  fonction,  qui  ne  varie  pas  quand  on  y  fait  croître  ou  décroître  t 
d'un  nombre  entier  quelconque,  pourra  être  développée  suivant 
le*  puissances  ascendantes  et  descendantes  de  l'exponentielle 

Soit  A  mi  le  coefficient  de  la  miim*  puissance  de  cette  exponentielle 
dans  le  développement  de  F^s-f-a/V  m  étant  positif  ou  négatif, 
mais  entier.  On  aura 

Vn        /    *-*"*'*  F\s~  ai. di 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

la  \  a  leur  de  I1V>N  ëUnt 


t  «T 


V 


W""3 
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par  conséquent 

m=«e 

(2)  F(*)=    2    A»- 

m  =  —  «o 

D'ailleurs,  la  nouvelle  fonction,  désignée  ici  par  II(Ç),  ne  variera 
pas  quand  on  y  fera  croître  Ç  de  a,  et  vérifiera  évidemment  la 
condition 

(3)  n(ÇH-6)=?-*"»II(Ç), 
la  valeur  de  q  étant 

q  =  e  "  ' . 

Enfin,  si  l'on  suppose  que  la  sommation  indiquée  par  le  signe  \* 
s'étende  seulement  aux  diverses  valeurs  positives  ou  négatives  de  m, 
la  valeur  m  =  o  étant  exclue,  alors,  à  la  place  de  la  formule  (2), 
on  obtiendra  la  suivante 

(i)  FU)  =  Aa-H    2    A»" 

la  valeur  de  A0  étant 

(5)  A0=   f  V(z-hat)dt. 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  f{z)  une  fonction  de  z  qui 
demeure  continue  avec  sa  dérivée,  tant  qu'elle  reste  finie  ;  par(P,  Q) 
la  valeur  de  l'intégrale  rectiligne 

ff(z)dz, 

étendue  à  tous  les  points  de  la  droite  qui  a  pour  origine  le  point  P 
et  pour  extrémité  le  point  Q;  par  S  l'aire  du  parallélogramme 
élémentaire  ABCD;  enfin,  par  (S)  l'intégrale  y/(Ç)rfÇ,  étendue  à 
tous  les  points  situés  sur  le  contour  de  ce  parallélogramme,  on  aura, 
non  seulement 

(Q.P)--(P.Q) 
et,  par  suite, 

(6)  (S)  =  (A,B)-4-(B,D)-(C,D)-(A,C), 
mais  encore 

(7>  (S)  =  a*i£  [/«)], 
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le  signe  X  étant  relatif  aux  seules  valeurs  de  Ç  qui  représenteront 

les  coordonnées  de  points  renfermés  dans  le  parallélogramme  élé- 
mentaire ABCD.  Cela  posé,  comme,  en  réduisantes)  à  la  fonction 
doublement  périodique  F(s),  on  aura  évidemment 

(B,D)  =  :(A,C) 
et,  par  suite, 

(S)  =  o. 
la  formule  (7)  donnera 

(H)  £[f<;;]  =  o. 

Si,  au  contraire,  on  remplacées)  par  11(5),  alors,  en  ayant  égard 
a  la  formule  (3),  on  trouvera 

(B,D)  =  (A,C.         ^C,  D>  =?-**( A,  B), 

cl,  comme  on  aura 

(A,B>-  f       ll(;X  =  aA/Mî 


(S)  =  «u-r,miA«=  i-t'^ni;); 


ou  tirera  des  formules  (6)  et  (7) 

( 
par  conséquent, 

.  >.T.l      <* 

Il  insulte  immédiatement  de  cette  formule,  jointe  à  l'équation  (4), 
que,  si,  en  attribuant  à  z  une  valeur  de  la  forme  at-t-bt',  et 
à  /,  /'  des  valeurs  réelles  dont  la  seconde  reste  comprise  entre  les 
limites  o,  1 ,  on  pose 

\io\  b[Z)  =    V  —     ■■  , 

m-  —  * 

on  aura 

lo  Mgiio  ^  étant  relatif  aux  seules  valeurs  £t,  £1?  ...,  £|i  de  'a 
variable  s  *ltii  vérifieront  l'équation 

ru» 
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et  représenteront  les  coordonnées  de  points  renfermés  dans  l'inté- 
rieur du  parallélogramme  élémentaire  ABCD.  D'ailleurs,  on  tirera 
de  l'équation  (10),  en  y  remplaçant  m  par  —  m, 

03)  6(*)  =  — 6(6  — 5). 

Supposons  maintenant  que  les  valeurs  de 

Ç  =  z  H-  at  -h  ht', 

désignées  par  Çf,  sa>  •  •  •  ?  £|i>  se  trouvent  rangées  d'après  l'ordre  de 
grandeur  des  valeurs  correspondantes  de  t' .  Soient,  d'ailleurs, 


Zi,    z2,     ...,     Z, 


V- 


les  points  dont  £,,  Ç2,  . . . ,  Ç^  représentent  les  coordonnées  imagi- 
naires. Si,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (i  i),  on  attribue 
à  z  un  accroissement  As  tellement  choisi,  que  le  point  A'  corres- 
pondant à  la  coordonnée  imaginaire  z  -H  &z  soit  renfermé  dans 
l'intérieur  de  la  bande  comprise  entre  la  droite  AB  et  la  parallèle 
menée  à  cette  droite  par  le  point  Z,,  le  terme 


A0-    f  F(z  +  at)dl 


ne  variera  pas  ;  mais,  si  le  point  A7  vient  à  franchir  cette  parallèle, 
le  terme  A0  prendra  un  accroissement  qui  se  déduira  sans  peine  des 
formules  (6),  (7),  et  dont  la  valeur  sera 

—  linw. 

le  signe  F  se  rapportant  à  la  seule  valeur  Ç,  de  la  variable  Ç.  Dans 
la  même  hypothèse,  l'expression 

que  renferme  le  second  membre  de  la  formule  (11),  se  trouvera 
évidemment  diminuée  du  terme  correspondant  à  la  valeur  Ç,  de  £, 
et  augmentée  du  terme  correspondant  à  la  valeur  Çf  -f-  b.  Cela  posé, 
il  est  clair  que,  si  l'on  assujettit  8(5)  à  vérifier  généralement  la 
condition 

d4)  o(*  +  *)  =  e(*)-if 

h.  —  1.  a 
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la  formule  (i  i)  pourra  être  étendue  au  cas  où  le  signe  X  serait 

relatif  aux  valeurs  de  Ç  qui  représenteraient  les  coordonnées  de 
points  renfermés,  non  plus  dans  le  parallélogramme  élémen- 
taire ABCD,  mais  dans  le  parallélogramme  semblable  A'B'C'D' 
avec  lequel  on  peut  faire  coïncider  le  premier  en  transportant  les 
cotés  parallèlement  à  eux-mêmes,  et  substituant  au  sommet  A  le 
sommet  A'.  Par  suite  aussi,  on  pourra,  en  supposant  le  terme  A0 
réduit  à  une  constante  daris  la  formule  (11),  admettre  que,  dans 

cette  formule,  le  signe   f  se  rapporte  aux  seules  valeurs  de  £  qu' 

vérifient  l'équation  (12),  et  sont  de  la  forme 

(ij)  \  —  at-^bt\ 

/,  t1  étant  des  variables  réelles  comprises  entre  les  limites  o,  1 . 

En  vertu  de  la  formule  (11),  considérée  sous  ce  point  de  vue, 
toute  fonction  de  z  qui,  étant  doublement  périodique,  reste  continue 
avec  sa  dérivée  tant  qu'elle  ne  devient  pas  infinie,  se  réduit  à  la 
somme  d'un  certain  nombre  de  termes,  dont  chacun  est  propor- 
tionnel à  une  fonction  de  la  forme 

0(s-5,), 

s,  étant  une  valeur  particulière  de  z,  ou  bien  encore  à  l'une  des 
dérivées  de  cette  même  fonction  différentiée  par  rapport  à  z.  Tel 
est  le  théorème  fondamental  obtenu  par  M.  Hermilc.  Ajoutons  que 
la  fonction  désignée  ici  par  h(z)  a  évidemment  pour  dérivée  une 
fonction  doublement  périodique  de  z.  Si  l'on  désigne  par  <p  (z)  cette 
dérivée,  la  fonction  cp(^)  restera  continue,  aussi  bien  que  0(s),  tant 
qu'elle  ne  deviendra  pas  infinie,  et,  par  suite,  rien  n'empêchera  de 
prendre  pour  F(s),  dans  la  formule  (1 1),  ou  la  fonction  v(z),  ou 
une  fonction  rationnelle  de  o  (z).  En  réduisant  effectivement  V(z) 
au  carré  de  s  (s),  ^-  Hcrmite  obtient  une  équation  qui  sert  à  expri- 
mer ce  carré  en  fonction  linéaire  de  o(z)  et  de  'f"(s)>  il  en  conclut 
aisément  que  le  carré  de  'f'(3)  est  proportionnel  au  produit  des 
trois  facteurs 

et  la  transcendante  0(s)  se  trouve  ainsi  ramenée  aux  fonctions  ellip- 
tiques. Par  suite  aussi  l'on  peut  réduire  à  une  fonction  rationnelle 
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de  fonctions  elliptiques  toute  fonction  doublement  périodique  qui 
reste  toujours  continue  avec  sa  dérivée,  tant  qu'elle  ne  devient  pas 
infinie  (,). 

En  partant  des  formules  que  nous  avons  rappelées,  et  substituant 
aux  périodes  a,  b  les  autres  périodes  qu'on  peut  introduire  dans  le 
calcul,  en  déplaçant  les  sommets  du  parallélogramme  élémen- 
taire ABCD,  M.  Hermite  obtient  successivement  sous  diverses 
formes  la  valeur  de  la  transcendante  9  (s).  D'ailleurs,  la  comparaison 
des  diverses  formes  sous  lesquelles  se  présente  G(s),  et  de  ses  divers 
développements,  permet  à  l'auteur  d'établir  un  grand  nombre  de 
propositions  nouvelles.  L'une  de  ces  propositions,  très  digne  de 
remarque,  est  relative  à  l'intervalle  dans  lequel  reste  convergente  la 
série  qui  représente  le  développement  de  la  fonction  8(s)  (2). 

En  résumé,  les  Commissaires  pensent  que,  dans  le  travail  soumis 
à  leur  examen,  M.  Hermile  a  donné  do-nouvelles  preuves  de  la  saga- 
cité qu'il  avait  déjà  montrée  dans  de  précédentes  recherches.  Ils 
pensent  que  ce  travail  est  très  digne  d'être  approuvé  par  l'Académie, 
et  inséré  dans  le  recueil  des  Mémoires  des  Savants  étrangers. 


(  ')  Déjà,  ea  1844,  M.  Liouville  avait  obtenu,  par  une  méthode  très  différente  de 
celle  qu'a  suivie  M.  Hermite,  et  avait  énoncé,  en  présence  de  ce  dernier,  la  réduc- 
tion ici  indiquée. 

(3)  M.  Hermite,  après  avoir  fixé  l'intervalle  dans  lequel  le  développement  de  la 
transcendante  8(3)  demeure  convergent,  prouve  que,  dans  le  cas  où  cet  intervalle 
atteint  sa  valeur  maximum,  le  rapport  eutre  cet  intervalle  et  le  plus  petit  côté  d'un 

parallélogramme  élémentaire  ne  peut  s'abaisser  au-dessous  de  i/j-  M.  Jacobi, 

dans  une  Lettre  adressée  à  M.  Hermite,  avait  énoncé  une  proposition  qui  coïncide 
avec  ce  théorème,  et  qui  s'appliquait  à  la  transcendante  6(<s). 


NOTE 


SCI 
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A  ctirnciiiTS  IITIIIS  IT  a  IIII  IIHTIIIIIÎIS. 


Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Matkematik, 
Tome  XXXVI:  1848. 


Soit 

fi  y,  X)  =  Ay*  ■+■  Bjtj"»-»  -h  Cx!r«-«+...+  Kx*- 1^  -+-  Lx» 

\*  Ihrmz  proposée;  nommons 

*li       *li       *J>        •••»       *« 

le*  racines,  supposées  d'abord  toutes  réelles,  de  l'équation 

Ai"  -r-  Bs*->  -+-  Cs»-*  -f...+  K;  +  L  =  o; 

je  définirai  le  déterminant  de  /(y,  x)  la  plus  petite  des  valeurs 
que  peut  prendre  l'expression 


D  =  A 


[îiiiy^^— 'ï1]4 


(A^.-.A,,)! 


lorsque  les  quantités  Al?  A2,  . ..,  A„  prennent  toutes  les  valeurs 
réelles  et  positives  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini.  Et  d'abord  un  tel 
minimum  existe  toujours,  comme  on  le  reconnaît  aisément;  posant 
donc  les  équations 
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on  est  assuré  d'avance  qu'elles  seront  satisfaites,  au  moins  par  un 
système  de  déterminations  réelles  et  positives  de  Af,  A2,  . ..,  A„. 
Ces  équations  deviennent,  en  prenant 


^j^j^W»/-*,)» 


(.)     aA  =  »Aia;,  2A  =  nA15l-,         ...,         2A  =  nA,t— -, 

et,  à  proprement  parler,  elles  ne  contiennent  que  les  rapports 
-î>  -î,  etc.  Leur  somme  d'ailleurs  donne  l'identité 

Ai     Ai 

Cette  définition  du  déterminant  pour  une  forme  /(y,  x)  de  degré 
quelconque  comprend,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  le  cas  parti- 
culier des  formes  quadratiques;  mais,  en  passant  aux  valeurs  sui- 
vantes de  n,  la  détermination  de  D,  en  fonction  des  coefficients  A, 
B,  ...,  L,  exige  la  résolution  d'équations  algébriques  de  degré  de 
plus  en  plus  élevé,  et  dont  voici  le  caractère  essentiel.  Représen- 
tons en  général  leur  premier  membre  par    , 

F(D,A,B,  C,  ...,K,  L), 

le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  D  étant  l'unité,  je  dis 
qu'il  ne  changera  pas  de  valeur,  si  l'on  y  remplace  respectivement 


A,    B, 

C,     . 

...    K, 

L 

par  les  coefficients 

A',    B', 

G',     . 

..,    K', 

L' 

de  la  transformée 

f(m/-h  m*x',  n/+  n°x')  =/i(y,  x') 

=  À>'«  -+-  B V/«-»  -h . . .  -+-  KV«-»/-h  L'y*, 

les  entiers  m,  m0;  /i,  n°  étant  soumis  à  la  condition 

mn°  —  nm°  =  ±i. 
Pour  le  faire  voir,  soit 

/(.T>*)  =  A(^  —  «ia?)(^  —  a,a?)...(^  —  <xnx) 
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en  posant 

g/  =  y 

m  —  n  a/ 

on  aura 

et 

A'  =  A(/n  —  /iai)(/n— nai)...(/n  —  /*«„). 

Or  si  l'on  substitue,  dans  les  équations  (i),  a|-  à  a,-  pour  obtenir 
les  valeurs  des  quantités  A  relatives  au  déterminant  de  la  nouvelle 
forme  f\(y'i  xf),  comme  les  différences  a*  —  a^  deviennent 

gf  —  «y 


(  m  —  na/)(/n-  //ay) 


on  voit  immédiatement  que  cela  revient  à  prendre  pour  inconnue, 

en  général,  -( — — -t  au  lieu  de  A/;  donc,  par  cette  substitution, 

A4,  A2.  . . . ,  A„  deviennent  simplement,  à  un  facteur  constant  près, 

,       (m  —  na^Ai,         (m — naj^Aj,         .... 

Soit  \  ce  facteur  indéterminé  ;  il  en  résulte  que,  par  la  substitu- 
tion de  ol.  à  a/,  A  =  £l2A<Ay(a/ —  ay)2  se  change  en  X2A,  mais  la 
valeur  de  D  reste  absolument  la  même,  le  produit 

i 

X*    (m  —  noLl)(m  —  na,).  ..(m  —  nz„) 

disparaissant  comme  facteur  commun  au  numérateur  et  au  déno- 
minateur, d'après  la  valeur  ci-dessus  de  À'.  Ainsi,  les  deux  équa- 
tions en  D,  qui  sont  relatives  à  la  forme  proposée  et  à  sa  trans- 
formée, ont  les  mêmes  racines,  et  sont  par  conséquent  identiques. 
Voici  maintenant  quelques  exemples  du  calcul  de  D  : 

i°  /i  =  3, 

f(y,  x)  =  A^3  -+-  By*x  -h  Cyx*  -+-  Dx*. 
On  trouve 

A  =  A,  A,(ai—  a,)*  -+-  A,  A3(a,—  a,)*  -+-  A, A3(a,  —  a,)*, 

et  les  équations  (i)  deviennent 

*A  =  3A,[A,(«i  -  at)«  -+-  A3(a,  -  a,)*], 
2A  =  3Aî[A|(a2-a1)*-+-As(aî  —  a,)*], 
2A  =  SAjA^otj  —  g,)* -h  A,(a3— a,)*], 
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d'où  Ton  tire 

A,As(a,  — «3)*  =  A,A3(a2  —  a3)*,        AjA^a,—  aj)«  =  A3Ai(a3  —  a,)*, 
ou  bien 


Af        (a,—  a3)«  A,        (a,—  a,)' 


A,        (a,  —  a3)«  Ai        (ai—as)1 

Soit  donc 

Ai  =  (at  —  «3)',         A,  =(«!  — a3)»,         A3  =  (aj  — aj)1; 

on  obtiendra  successivement 

A  =  3(a,  -  «!)*(«,  —  a3)*(a3  —  a,)*, 
A,A,A3  =    (a,  — a,)»(aj  — a3)î(a3  — a,)*, 

et,  par  suite, 

3 

D  =  A ^l_r  =  j[27A*(ai-«î)î(aî-a3)î(a3-a1)î]r 

(AtAjA,)»  t 

=  j*7[B*C*  —  4B*D—  4G3A—  2;A»D«-h  18ABGD]  jk. 

/(^,  x)  =  A/v  -4-  B/3#  -f-  Cytxt  -+-  Dj'.z3  -f-  E#v. 

Il  vient  alors 

A  =  sAjfAjCa,  —  a,)'  -*-  A3(a,  —  «s)1  -+■  Av(a,  -  -  av)1] , 
A  =  aA,[A,(a,  -«,)'-+-  A3(a2  -  a3)'  h-  A4(a,  -  a4)*] , 
A  =  2A3[A,  (a3  -  a,)»  -h  A,(a3  -  a,)*  •+-  A>(a3  —  «*)»],■ 
A  =  2Av[Ai(av  -  a,)î  -t-  A,(a4  -  a2)*  -h  A3(a,  -  a,)*] ; 

on  en  déduit,  par  une  combinaison  facile, 

A,  Aj(ai  —  a,)2  =  A3A4(a3  —  ak)«, 
A,  A3(a2  —  a,)*  =  AvA!(av  -  a,  )*. 
A,A3(a,  —  a3)*  =  Aj  Av(a2  —  a4)«, 
ou  bien  encore 

Aï(«i  -  at)*(«i  -  ^)l  =  Aî(a3  -  a,)2  (a.  -  a*)», 
AÎ(«i-*î),(«;-*»)î  =  AÎ(a1-aî)î(ût1-a3)'. 
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Ainsi,  nous  prendrons 

\]  =  (a2  -  a3)*(*3  -  a; )*(**  —  «♦)*, 
A*  =((x3  —  aky(0Li  -a,)*(a,  —  a3)*, 
A?  =  (a*  -  «,)*(*!  -  «*)'(«*  -  «*)*, 
A*  =  (ai  —  a2)*(*2  —  *3)*(a3  —  «1)', 

et  pour  avoir,  comme  la  question  l'exige,  des  déterminations  posi- 
tives, nous  supposons 

*i>a,  >*3>«*> 
ce  qui  donnera 

A,  =  — (a2  — a3)(a3  — a4)(av  — a2), 

A2  =  — (a3  — a4)(ot4  — aOC»!  —  a,), 
A3  =—  (a*—  a,)  (a,  —  a2)(a2  —  av), 
A*  =  —  (a,  —  a*)  (a,  —  a3)  (a,  —  a, ). 

Soit,  pour  abréger  l'écriture,  û  le  carré  du  produit  des  six  diffé- 
rences des  racines  prises  deux  à  deux;  on  conclura  de  ce  qui 
précède  (  '  )  : 

A,A2A3Ai  =  i>, 

1 
A  =  4i2*(a1  — a3)(22  —  a4), 

D  = T  =  4A(a,  — a3)(a2  — a4). 

(A,A2A3A^ 

La  détermination  de  D,  en  fonction  des  coefficients  de  f(y,x). 
se  ramène  aisément  à  la  résolution  d'une  équation  du  troisième 
degré  :  en  représentant  par  ^(A,  B,  C,  D,  E)  la  fonction  ration- 
nelle et  entière  de  ces  coefficients  qu'on  obtient  pour  le  produit 
symétrique  A6Û,  cette  équation  sera 

D*— 42D(C«— 3BD-M2ÀE)  — 43*1  =0, 

et  ses  trois  racines 

4A(a,  —  a3)(a2  —  av), 

4A(a2  — ai)(a3  — a4), 
.jA(«3  — a*)  («i  —  a-* )• 

Voici  maintenant  la  méthode  générale  de  réduction;  ayant  déter- 

(')  Nous  corrigeons  dans  les  lignes  qui   suivent  quelques   légères  erreurs  de 
calcul  sans  aucune  importance  pour  la  théorie  générale.  E.  P. 
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miné  parla  théorie  précédente  les  quantités  A,,  A2,  . ..,  A„,  soit 

y  =  m  y '-+-  m*x\ 
x  =  ny'  -h  n°x\ 

la  substitution  propre  à  réduire  la  forme  binaire 

Ai  (y  —  a,ic)s  -H  A, (y  —  a, r )«-+-.. .-+-  AJ7  —  a,,*)*, 

dont  le  déterminant  changé  de  signe  est  la  quantité  désignée  ci- 
dessus  par  A,  je  dis  que  cette  même  substitution  effectuée  dans  la 
forme  proposée  /(y,  x)  conduira  à  une  transformée  f^y1,  x1), 
dont  tous  les  coefficients  auront  des  valeurs  limitées  qui  dépen- 
dront seulement  du  déterminant  D  et  de  l'exposant  /?. 
Soit 

a    =  A1(/?i    — n  ai  )2 -+- A2(/n   — n   a2)2  -+-. .  .-f-  A„(m   — n  «/»)*, 
a0  =  A,(/ii°  — /lOa,)2  -h  A2(m°  —  /i0a2)J  -+-...-+-  A„(/n°  —  rtOa*)*; 

d'après  le  caractère  principal  des  formes  binaires  réduites,  on  aura 

aa0<JA, 

ce  qui  donne,  en  supposant  a  <:«o>  la  limite  a2<|  A;  or  voici  les 
conséquences  qui  s'en  déduisent  :  En  premier  lieu,  le  produit  des 
quantités  positives 

Ai(/?i  —  nai)*,         As(m  — /2  3S)-,  ..., 

ne  pouvant  dépasser  son  maximum  (-)  y  on  aura 

A,A2...An(m  —  rta,)*(m  -  nzi)*...(m  —  na„)«  <  f  i  j    , 

d'où  Ton  tire  aisément 

1  1 

\(m  —  /ia,)(/n  —  na2)...(/?i  —  na„)<  (  -  j      f^j     D. 

Secondement,  si  l'on  omet  dans  a  le  terme  A/(m  —  /ia/)2,  en 
raisonnant  comme  tout  à  l'heure,  on  trouvera 

AiAt...Al_1A/+1Al.+.,...A/,(//i  —  nzty...(m  — /ia/_,)2 

(a     \«— 1 
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multipliant  membre  avec  l'inégalité  A,(m°  —  /i°a/)a  <  a0  et  posant, 
pour  abréger, 

(a/)  =  (m —  nal)(m  —  nat). .  .(/n° —  /i°«/). .  .(m  —  na„), 


On  obtiendra  facilement 


Ji/i-D 


Ces  deux  conclusions  auxquelles  nous  sommes  arrivé  démontrent 
immédiatement  la  proposition  annoncée;  en  effet,  soit  comme  pré- 
cédemment 

on  aura 

-n  - 

A'=  A(m  —  na,)(m  — naj)...(/it— nart)<  (-J      (-)     D 

et 

ainsi,  le  nombre  entier  A',  d'une  part,  et  toutes  les  quantités  a',, 
a'2,  . . . ,  de  l'autre,  sont  limitées  ;  donc  il  en  est  de  même  encore  de 
tous  les  autres  coefficients  B',  C,  ...,  1/.  Entre  autres  relations 
qu'on  peut  établir  à  cet  égard,  on  doit  remarquer  la  suivante,  qui 
fournit  une  limite  du  produit  des  coefficients  extrêmes,  savoir 

»■■•■<  (:)'(*)'"»■■ 

Je  vais  maintenant  considérer  les  formes  /(y,  x),  où  les  racines 
de  l'équation /(w,  i)  sont  en  partie  réelles  et  en  partie  imaginaires; 
nommons  donc 

al>      «J»       *3>       •••»      a|i 

les  racines  réelles,  et 

les  divers  couples  de  racines  imaginaires  conjuguées,  de  sorte  que 


>et 


**» 


pafcl 
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posons 

1      1 

V  V 

1        1 

+  2y2,A'^(a/""W(*/""iry); 

je  définirai  le  déterminant  de  f{y}  x)  la  plus  petite  des  valeurs 
que  peut  prendre  l'expression 


D  = 


A  A*' 


(±l...\v.)*(ïll't...&) 


lorsque  les  quantités  A,,  A2,  . . .,  A^;  A',,  A'2,  A!,  passent  par  toutes 
les  valeurs  réelles  et  positives,  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini.  On  ob- 
tiendra alors,  pour  le  minimum  cherché,  les  équations 


4A  =  nA'i;g-, 


dl 

d\ 

1  dl\  ' 


9.  A  =  nAu 


rfA 
dl» 


4A  =  „vy-g, 


et  un  raisonnement  semblable  à  celui  qui  a  été  employé  ci-dessus 
prouve  que  toutes   les  transformées  fK  (y1,  x'),  équivalentes  à  la 
forme  proposée,  conduiront  à  la  même  équation  pour  déterminer  D 
en  fonction  de  leurs  coefficients. 
D'après  cela,  je  fais  dans  f(y}  x)  la  substitution 

y  =  m  y'  -h  m*x* , 
x  =  ny'  -4-  n°x' 

propre  à  réduire  la  forme  binaire  quadratique 

A, (y  —  a,  a?)*  -h  A, (y  —  a, x)*  -*-...  -4-  Au(^  —  o^ar)» 

.-*-  A'iO'  —  M)(.r  —  yi*)  -+-  *'*(.r  —  MXr  —  y**) +•  •  • 

de  déterminant  —  A,  et  je  dis  que  tous  les  coefficients  de  la  trans- 
formée /i  (y,  x1)  auront  des  valeurs  finies,  limitées  seulement  au 
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moven  de  D  et  des  nombres  ;jl.  v.  Soît 

fxiy\x)  =  \(y-7.\x)(y-^x)...(y-^x') 
x(y-v>r)ry-v'îx')...(y-Y'v^) 

et 

À'  =  A  (m  —  n*\)(m  —  nss)..  .(m  —  n%y) 
x  (m  —  /i3j)(/?i  —  n3s  >. .  .(/n  —  n^v) 
X  (m  —  /i yi ) (m  —  /i  yî)-  .  .(m  —  *Yv)- 

On  pourra  comme  précédemment  faire 

A  r*/"»           Qf            A(34)             ,            A(y/> 
a,-  = ^r->  P/  = £T->  Yi  = ^— ' 

et  Ton  obtiendra,  par  des  raisonnements  analogues, 

*<-(if  «f* 

en  partant  de  la  relation 

Ai(  m  —  nai)1  -+-  Aj(/n —  na,  )*  -h.  .  ,-j-  A^/ii  —  /i^)1 

-h  A'^/n  —  n?i)(/w  —  /iyi)  -+- A',(/w —  w43,)(/n  —  jiyî)  — • 

-T-  A'./™  —  "?vH'"  —  /i Yv)  <  i/\  •*• 

On  aura  encore  les  deux  limites  suivantes 


i 
D». 


Ainsi  le  coefficient  A',  les  racines  réelles  et  les  modules  des  racines 
imaginaires  sont  limités  comme  je  l'ai  annoncé;  donc  il  en  est  de 
même  de  tous  les  nombres  entiers  qui  forment  les  coefficients  de 
la  transformée  fK  (y',  xr). 

Les  principes  précédents  s'appliquent  avec  beaucoup  de  facilité 
aux  formes  cubiques  et  biquadratiques  ;  on  observe  alors  cette  cir- 
constance remarquable  que,  pour  chaque  degré,  c'est  toujours  la 
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même  équation  en  D  qui  vient  s'offrir,  bien  que  les  calculs  par  les- 
quels on  y  arrive  diffèrent  beaucoup,  suivant  le  nombre  des  racines 
réelles  et  imaginaires,  mais  je  n'ai  pu  jusqu'à  présent  découvrir  la 
raison  générale  de  ce  fait  important. 

Le  cas  des  formes  binaires  du  second  degré  à  facteurs  réels,  si 
distinct  des  autres,  se  rattache  à  une  théorie  très  étendue  fondée 
sur  la  réduction  des  formes  quadratiques  à  un  nombre  quelconque 
d'indéterminées,  et  qui  embrasse  toutes  les  irrationnelles  algé- 
briques; je  la  soumettrai  dans  un  prochain  Mémoire  au  jugement 
des  Géomètres. 

Paris,  mars  1848. 


SUR  LA  THÉORIE 
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Journal  fur  dit  rtint  and  anz+siandu  Ma  t  ht  mat  U.  tome  XL:  iS5o. 


Lu  des  principaux  caractères  des  formes  ternaires  réduites, 
Jor*qu "elle-  sont  défini es.  consiste  en  ce  que  le  produit  des  coeffi- 
cient- des  trois  carré*  des  variables  est  toujours  inférieur  au 
double  du  déterminant.  C'est  là.  comme  on  sait,  une  limite  pré- 
cise, découwrrte  d'abord  par  induction,  puis  démontrée  par 
M.  Gaus»  dan»  l'écrit  si  remarquable  sur  l'Ouvrage  de  M.  Seeber. 
Mai*  le»  transformations  analytiques  de  l'expression 

\)  =  a  a  a   —  /.bb'  b"  —  ab- —  a'  b  2  —  a*  b'1 

données  par  l'illustre  géomètre,  et  desquelles  résulte  avec  tant 
d'élégance  la  limite  indiquée,  me  semblent  tenir  à  des  principes 
.singulièrement  cachés,  et  qu'il  m'a  été  impossible  de  retrouver 
malgré  ton*»  mes  efforts.  Après  de  longues  recherches,  j'ai  découvert 
enfin  une  métliode  nouvelle  pour  obtenir  la  limite  de  M.  Gauss,  et 
je  vais  la  développer  dans  cette  Note,  après  avoir  d'abord  donné 
une  démonstration  simple  de  l'existence  des  caractères  attribués 
par  M.  Seeber  aux  formes  réduites. 

Soit,  en  suivant  la  notation  des  Disquisitioncs  arithmeticœ, 

f  ~  fir*-\-  a  y*-,-  a"  z*  -+-  '?.byz  —  ïb'xz  -+■  ib"xy 

une  forme  définie  positive  à  coefficients  quelconques,  car  il  n'v  a 
ntir.uurjiicijt  lieu  de  les  supposer  entiers  dans  la  théorie  de  la 
réduction.  Considérons  la  série  entière  des  transformées  distinctes 
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équivalentes  à  /,  et  formons  un  groupe  particulier  de  celles  où  le 
coefficient  de  l'un  des  carrés  a  la  plus  petite  valeur  possible. 

Réunissons  ensuite  dans  un  second  groupe  toutes  les  formes  du 
premier,  où  un  autre  coefficient  des  carrés  est  encore  le  plus  petit 
possible.  Enfin,  formons  un  dernier  groupe  des  formes  précé- 
dentes, où  le  troisième  coefficient  des  carrés  est  un  minimum  :  je 
dis  que  les  formes,  ou  la  forme  unique  obtenue  ainsi,  offriront 
tous  les  caractères  des  réduites  de  M.  Seeber. 

Qu'on  les  représente,  en  effet,  par 

F  =  Aj»  +  à>>+  A'z*-h  iBjrz  +  iK'xz  -+-  aB'a-/  =  (^  ^/  *\\ 
les  diverses  formes  binaires 

(A,  B',  A'),    (A,  B',  A'),     (A',  B,  V) 

seront  nécessairement  réduites.  Si,  par  exemple,  (A',  B,  A7)  ne 
Tétait  pas,  en  effectuant  dans  F  la  substitution  propre  à  la  réduire, 
on  arriverait  à  une  transformée  équivalente,  où  l'un  au  moins  des 
coefficients  dey2  et  z2  serait  diminué,  A  restant  le  même;  c'est 
donc  à  cette  transformée  que  la  méthode  employée  aurait  conduit, 
el  non  à  la  proposée.  Dans  le  cas  où  B,  B',  B"  sont  négatifs,  il 
faut  encore  arriver  à  la  condition 

A  -+-  A'  >  —  -2 (  B  h-  B'  -i-  B  ), 
ou  bien 

A  -4-  A'-t-  A"-f-  2B  -+-  9.  B'  -h  a  B"  >  A', 

A*  désignant  le  plus  grand  des  coefficients  des  carrés.  Pour  cela, 

considérons  la  transformée  équivalente  à  la  proposée,  obtenue  par 

la  substitution 

x  =  X  -4-  Z, 

7  =  Y-f-Z, 

*  =  Z, 

où  les  coefficients  de  X2,  Y2,  Z2  seront  respectivement,  A,  A',  et 
A  -+-  A'  -f-  A"  4-  2  B  -f-  2B'-f-  2B"  ;  cette  dernière  quantité  ne  peut 
donc  être  inférieure  à  A",  car  c'est  encore  à  cette  transformée  et 
non  à  la  proposée  que  la  méthode  eût  conduit. 

J'omettrai,  pour  abréger,  l'algorithme  de  réduction  auquel  les 
caractères  des  formes  réduites  conduisent  tout  naturellement,  car 
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il  ne  me  semble  pas  très  important  au  point  de  vue  de  la  théorie, 
et  j'arrive  à  mon  principal  objet,  à  la  condition 

AA'A-<»D. 

Tout  repose  sur  le  question  suivante  :  /(.tf,  v,  z)  étant  une 
forme  définie  quelconque,  déterminer  la  limite  précise  du  minimum 
de  /(je.  y,  i),  pour  des  valeurs  entières  de  x  et  y. 

Réduisons  la  forme  binaire  qui  résulte  des  termes  du  second 
degré  de  /(x.  y,  i),  par  une  substitution  propre  ou  impropre 

x  =  mX  -f-  /iY, 
y  =  fX  -t-vY, 

de  manière  que  le  coefficient  moyen  de  la  transformée  soit  positif 
(c'est  là  une  condition  essentielle,  pour  les  considérations  géo- 
métriques que  nous  aurons  à  développer  tout  à  l'heure),  et  posons 

/(mX+»Y,  jxX-t-vY,  i) 

=  AX»  -h  2B"XY  -f-  A'  Y* -h  2BY  -f-  iB'X  -+-  A'=  F. 

En  désignant  par  a  et  [3  deux  constantes  convenablement  choi- 
sies, on  pourra  faire 

F  =  A(X+«)*+aB'(X-t-a)(Y-+-P)-+-A'(Y-i-p)»-f-  £> 

D  étant  le  déterminant  de/(^,  y,  z)  et  A  celui  de  la  forme  binaire 
(A,  B",  A')  qui  est  réduite  et  où  Bff  est  positif.  Soient,  enfin,  £  et  r, 
deux  nombres  entiers  tels  que  Ç  -f-  a  et  r,  -+-  [3  soient  positifs  et 
moindres  que  l'unité  ;  je  disque  le  minimum  de  F  correspondra 
à  l'un  des  quatre  systèmes  de  valeurs 

X  =  £,  Y  =  r4, 

X  =  *-i,  Y  =  r„ 

X  =  ?,  Y  =  r(-i. 

X~*-i,  Y^T.-I. 

On  sait,  en  ellet.  qu'une  [)ropriété  essentielle  des  formes  binaires 
réduites  'f(x,y)  consiste  dans  la  relation 

?<•*•  —  *>}')<  ?('»/). 
si  l'on  a  à  la  fois 

x>y    et    *>!, 
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ou  bien  encore 


avec  les  conditions 


y>x    et    y>\. 


Les  quatre  systèmes  de  valeurs  considérées  sont  d'ailleurs  évi- 
demment les  seuls  pour  lesquels  les  valeurs  absolues  de  X  -{-  a, 
Y  H-  [3  soient  inférieures  à  l'unité,  et  il  nous  reste  à  déterminer 
auquel  de  ces  systèmes  correspond  le  minimum  absolu  de  F,  ainsi 
qu'à  trouver  une  limite  précise  de  ce  minimum. 

Pour  cela,  j'aurai  recours  aux  considérations  géométriques  sui- 
vantes : 

Soit  OAB  un  triangle  tel  qu'on  ait 

01*=  A,        ÔB*  =  A',         OA.OBcosAOB=B'; 


le  carré  de  la  distance  à  l'origine  O,  d'un  point  M  dont  les  coor- 
données obliques  parallèles  à  OA  et  OB  sont  OA.J  et  OB.//,  sera 
précisément  la  valeur  de  la  forme  binaire  A^2  -f-  2W tu  -+-  A'w2;  et 
si  on  la  désigne  un  instant  pour  abréger  par  cp(/,  */),  on  voit  faci- 
lement qu'on  aura  les  relations 


MO   =?(/,  m), 


MA    =©(*  —  i,m), 


MB    =  ©(/,  m  — 1),         MO'  =  o(  t  —  1,  u—  i), 

en  achevant  le  parallélogramme  OABO'.  Cela  posé,  il  est  mainte- 
nant facile  de  reconnaître  quelle  est  la  plus  petite  de  ces  quatre 
dislances. 

Soient  C  et  C  les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles 
OAB,  O'AB;  menons  dune  part  les  perpendiculaires  CP,  CQ,  sur 
H.  -  I.  7 
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les  milieux  de  OA  et  OB,  de  l'autre  les  perpendiculaires  C'Q', 
CP',  sur  les  milieux  de  O'A,  O'B,  et  joignons  ÇC;  selon  que  le 
point  M  tombera  dans  l'intérieur  des  figures 

OPCQ,     PAQ'C'C,    C'Q'O'P',    P'BQCC, 

le  sommet  le  plus  voisin  sera 

O,    A,    O',    B. 

Mais,  dans  ces  divers  cas,  la  distance  la  plus  grande  au  sommet 
correspondant  ne  surpassera  jamais CO  =  CA  =  AC'=  C'O',  . . ., 
c'est-à-dire  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OAB.  Or  un 
calcul  bien  simple  donne 

^2  _AA'(A+A'-aB') 
~       4(AA'—  B**) 

Nous  voici  donc  conduits  à  cette  limite  précise  du  minimum 
de  F  onde  l'expression  proposée  f(x,y,  i),  savoir 

,,  WAA'(A+A'-2B')       D 

.    /<*'*'><         4A -  +  r 

De  là,  comme  on  va  voir,  se  déduit  immédiatement  la  proposi- 
tion que  nous  avions  en  vue.  Désignons  par 


une  forme  définie  réduite,  où  les  coefficients  a,  a',  a"  sont  rangés 
par  ordre  croissant  de  grandeur;  (a,  b"}  a')  sera,  comme  on  l'a  vu, 
une  forme  binaire  réduite,  et  nous  pourrons  toujours  y  supposer 
bn  positif.  J'ajoute  que  a"  est  le  minimum  def(x,y,  i)  pour  des 
valeurs  entières  de  x  et  y,  savoir  pour  x=  o,  y  =  o;  s'il  exis- 
tait, en  effet,  deux  entiers,  m  et  n,  pour  lesquels  on  eût 

/(m,  h,  \)<a" 

la  substitution 

x  =  X  -h  /nZ, 

y  =  Y  -r-  n  Z, 

z=  Z 

donnerait  une  transformée  équivalente,  où  a  et  a'  seraient  con- 
servés, tandis  que    a"  serait    remplacé   par   lu   valeur    moindre 
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y*(/w,  zi,   1);  c'est  donc  cette  transformée  qui  serait  la  réduite  et 
non  la  proposée. 

Nous  pouvons  ainsi,  entre  les  coefficients  de/,  établir  la  relation 
obtenue  plus  haut,  savoir 

-       aa' (  a  —  1  b" -\- a  )              D 
a  < J 


4(aa'  —  b'*)  aa' -  b"* 

On  en  déduit 

D>a'(aa'-^)-iaa'(a-ï^4-a'), 

d'où 

aD-aa'a'  >  a  a!  a'  —  ia"b"* — iaa'(a —  ib" '-+-  a'  ). 

é 

Or  le  second   membre  de  cette  inégalité   est  essentiellement 

positif;  en  effet,  pour  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  V\ 

savoir 

b"  =  o        et        b"  =  Jar, 

il  se  réduit  à 

a  a'  a" — \aa'(a-\-  a)  =  aa'[±(a—  a)  -4-  J  (a*—  a')], 

et  à 

aa' a"  —  £  a* a* —  ±aa'*  =  iaa'fa'-  <*)  ■+■  \  aaf{a"  —  a'): 

quantités  positives.  Si  donc  pour  des  valeurs  intermédiaires  de  b" 
il  pouvait  devenir  négatif,  ce  ne  serait  qu'à  la  condition  de  s'éva- 
nouir deuif  fois  dans  l'intervalle  compris  entre  les  limites  b"=  o, 
V  ==5«;  mais  cela  est  impossible,  l'équation 

aa' a" —  la'b"1  —  xtaa'(a  -ha'  —  >. b")  =  o 

ayant  nécessairement  ses  racines  de  signes  contraires. 
On  a  donc  toujours,  comme  nous  voulions  l'établir, 

oa'a'<aD. 
Paris,  avril  i85o. 
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LETTRES  DE  M.  HERMITE  A  M.  JAGOBI 
SUR  DIFFÉRENTS  OBJETS 

DE    LA 

THÉORIE  DES  NOMBRES. 


Opuscula  mat  hématie  a  de  Jacobi,  tome  II,  et  Journal  de  Crelle, 


t  «tome  40. 


Première  Lettre. 


Près  de  deux  années  se  sont  écoulées,  sans  que  j'aie  encore 
répondu  à  la  lettre  pleine  de  bonté  que  vous  m'avez  fait  l'hon- 
neur  de  m'écrire(l).  Aujourd'hui  je  viens  vous  supplier  de  me 
pardonner  ma  longue  négligence  et  vous  exprimer  toute  la  joie 
que  j'ai  ressentie  en  me  voyant  une  place  dans  le  recueil  de  vos 
Œuvres.  Depuis  longtemps  éloigné  du  travail,  j'ai  été  bien  touche 
d'un  tel  témoignage  de  votre  bienveillance  ;  permettez-moi, 
Monsieur,  de  croire  qu'elle  ne  m'abandonnera  pas;  elle  me  devienl 
encore  en  quelque  sorte  d'un  plus  grand  prix  en  me  sentant 
après  un  long  intervalle,  ramené  de  nouveau  à  l'étude,  sur  la  voit 
de  quelques-unes  de  vos  pensées. 

J'ai  cru  voir  l'origine  de  belles  et  importantes  questions  d'Ana 
lyse  dans  cette  partie  de  votre  Mémoire  :  De  Junctionibus  qua- 
drupliezter  periodicis^  etc.,  où  vous  établissez  l'impossibilik 
d'une  fonction  à  trois  périodes  imaginaires.  L'algorithme  si  singu- 


(•)  Cette  lettre,  imprimée  dans  lo  Journal  de  Liouvillc,  Vol.  XI,  p.  ;);,  el 
dans  le  premier  Volume  des  Opuscula  mathematica,  p.  35;,  porte  la  date  du 
d  août  i8J5.  Jacob;. 
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lier,  par  lequel  vous  réduisez  à  un  degré  de  petitesse  arbitraire  les 
deux  expressions  '* 

ma  -+-  m! a'  -f-  m'  a" ',         mb -h  m' b' -h  m*  b" , 

n'est-il  pas  le  premier  exemple  d'un  mode  nouveau  d'approxima- 
tion, où  les  principales  questions  de  la  théorie  des  fractions  con- 
tinues viennent  se  représenter,  sous  un  point  de  vue  plus  étendu? 
Par  exemple,  étant  données  deux  irrationnelles  A,  B,  on  pourra 
déterminer,  lorsqu'elle  existe,  toute  relation  linéaire  telle  que 

ka  H-  Bb  -+-  c  =  o, 

où  a,  6,  c  sont  entiers.  Qu'on  prenne,  en  effet, 

m  A  —  m'  =  a,         mB —  m"  =3, 

a  et  P  pourront  devenir  aussi  petits  que  l'on  voudra;  d'ailleurs 
on  en  conclura 

fli  +  b$  =  m(Aa  +  Bb)  —  am'  —  bm*  =  —  {arri -+-  bm'-hcm). 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier,  donc 
aa-f-  6(3  ne  pourra  diminuer  au  delà  de  l'unité  sans  se  réduire  à 
zéro.  Ainsi  le  calcul  des  nombres,  m,  m\  m",  poussé  à  cette 
limite,  il  n'y  aura  plus  qu'à  convertir  -  en  fraction  continue  pour 
obtenir  la  relation  cherchée. 

Cherchant  à  appliquer  le  nouvel  algorithme  aux  irrationnelles 
définies  par  des  équations  du  troisième  degré  à  coefficients 
entiers,  j'ai  vu  s'offrir  quelques  questions  d'une  grande  étendue 
auxquelles  je  me  suis  principalement  appliqué,  et  qui  m'ont 
amené  à  considérer  la  méthode  d'approximation  que  je  me  pro- 
posais d'étudier,  sous  un  point  de  vue  bien  éloigné  de  son  origine. 
C'est  dans  quelques  propriétés  très  élémentaires  des  formes  qua- 
dratiques, à  un  nombre  quelconque  de  variables,  que  j'ai  ren- 
contré les  principes  d'Analyse  dont  je  vous  demande  la  permis- 
sion de  vous  entretenir. 

J'ai  tiré  de  ces  principes  une  démonstration  de  votre  beau 
théorème  sur  la  décomposition  des  nombres  premiers  5w  +  i,  en 
quatre  facteurs  complexes,  formés  des  racines  cinquièmes  de 
l'unité.  Je  ne  sais,  Monsieur,  s'il  me  sera  donné  de  vous  suivre 
dans  les  nouvelles  régions  de  l'Arithmétique  transcendante  dont 
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vous  avez  ainsi  ouvert  la  voie.  Jusqu'ici  j'ai  eu  plutôt  en  vue, 
dans  cette  recherche,  l'application  qui  s'offre  d'elle-même  à  la 
théorie  de  la  division  des  fonctions  abéliennes  dépendant  de  l'in- 

/dx 
»  Peut-être,  d'ailleurs,  Irouvera-t-on  là  des  élé- 
v/i  —  x* 

ments  nouveaux  pour  cette  question  si  difficile  des  lois  de  réci- 
procité des  résidus  de  cinquième  puissance,  sur  laquelle  vous  avez 
le  premier  appelé  l'attention  des  géomètres. 

Tout  polynôme  homogène  du  second  degré  à«  +  i  variables, 


i    df 
i  dxH  Xn 


'    df   -Y 
~>dx~~n-Xn' 

en  nommant  D  le  déterminant  relatif  à  ce  système  d'équations 
linéaires,  la  substitution  des  variables  X0,  X,,  .  . .,  X„  conduira  à 
un  nouveau  polynôme  que  je  représenterai  ainsi,  savoir 

F(X0,  \t X„) 

D 

Cela  étant,  je  nommerai  D  le  déterminant  de/,  et  F  la  forme 
adjointe  à  f\  on  trouve  ensuite  aisément  que  la  forme  adjointe 
à  F,  sera  D"-'/. 

La  notion  des  formes  adjointes  donne  le  théorème  suivant  : 

Si  la  forme  f,  à  n  -\-  i  variables  x0?  x{*  . ..,  x,n  se  change 
par  la  substitution 

«To  -+-  *>i  -+-  OLwyt  -h. .  .-f-  atn-Vj'n-t  —  x0  =  o, 


/(j-o, 

*u 

ut 

être 

mis  sous 

la  forme 

/= 

i 

EL 
dx0 

i 

X0  -4- 

1 

dl 

dxx 

Xi 

Si 

l'on 

pose 

i 

2 

dxa 

=  x., 

'i  dxi 

=  x, 

j 

ÀJo  -+-  À>!  -f-  À V2  +...•+-  X<«-«'>  *_,  —  Xn  =  O, 

e/i  la  forme  g,  qui  nen  renferme  plus  que  /?,  le  déterminant 
relatif  à  g  s'obtiendra  par  la  forme  adjointe  F,  en  donnant 
aux  variables   X0,  X,,   ...,  X„,  respectivement,   les  valeurs 
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représentées  par  les  coefficients  des  termes  xQ,  xK,  . . .,  x„  dans 
le  déterminant  de  la  substitution,  ces  derniers  termes  étant 
regardés  comme  une  (n  -f-  \)ième  colonne  de  coefficients. 

Un  autre  théorème  essentiel,  dans  mon  analyse,  se  fonde  sur  la 
proposition,  aisée  à  démontrer,  qu'étant  donnée  une  forme  binaire 
(a,  b,  a!)  de  déterminant  négatif  —  D,  et  dont  les  coefficients  ne 
sont  plus  entiers,  mais  des  quantités  quelconques,  Ton  peut  tou- 
jours trouver  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux,  a,  (3,  tels 
qu'on  ait 

aa* +ibz$ -h  a  $*<\/ÎD. 

Quant  aux  formes  de  déterminant  positif  D,  on  obtient  dans 
tous  les  cas  la  limite  inférieure 

Soit  actuellement  f(xQjxlJ...,xn)  une  forme  quelconque  à 
/i+i  variables,  dont  les  coefficients  soient  entiers  ou  irrationnels, 
et  dont  le  déterminant  soit  D  en  valeur  absolue  ;  je  dis  qu'on 
pourra  toujours  trouver  n  -j-  i  nombres  entiers,  a,  (3,  y,  . .  .,  \ 
tels  qui  on  ait 

/(*,P,t.  ...,xx(f)'  "Ç/d. 

Supposons  que  ce  théorème  soit  vrai  pour  les  formes  de  n  va- 
riables, on  pourra  démontrer  qu'il  est  vrai  aussi  pour  les  formes 
de  n  -h  i  variables  ;  il  sera  donc  vrai,  en  général,  puisqu'il  a  lieu 
pour  les  formes  binaires.  Cette  démonstration  se  base  sur  le 
lemme  : 

Que  l'on  peut  toujours  déterminer  n  colonnes  de  n  -f-  i 
nombres  entiers  telles  qu'en  ajoutant  une[(n  -f-  \)ième  colonne 
et  formant  le  déterminant,  les  coefficients  multipliés  dans  ce 
déterminant  par  les  différents  termes  de  la  (n  -\-tyème  colonne 
soient  des  nombres  entiers  donnés. 

En  effet,  étant  proposés  n  -f-  1  nombres  entiers  quelconques, 
a,     j3,     v,     ...,     x,     À, 

déterminons  a,  6,  c,  . . .,  k  d'une  part,  c7,  d',  . . .,  k'  de  l'autre 
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De  nombreuses  questions  me  semblent  dépendre  des  résultats 
précédents.  Voici,  en  premier  lieu,  comment  j'ai  essayé  d'y  rame- 
ner votre  nouveau  mode  d'approximation  : 

A  et  B  étant  les  quantités  données,  je  considère  la  forme  ter- 
naire 

/=(a?'-Aj)î+(/-Bi)>+  Ç, 

dont  le  déterminant  est  une  quantité  positive  quelconque  -  •  Pour 
toutes  les  valeurs  de  A,  on  saura  déterminer  trois  nombres  entiers, 
/w,  m',  m",  tels  qu'on  ait 

(m'-  A  m)* -h  (/n*—  Bw)»+  5î!  <  i  JL, 
et,  par  suite, 

m-Xm<7iW  m-*m<?iw  m<7îA'- 

Les  deux  premières  relations  font  voir  qu'on  peut  rendre  simul- 
tanément d'un  degré  de  petitesse  arbitraire,  m1 —  A/w,  m"  —  B/w; 
la  troisième  donne  la  mesure  précise  .de  l'ordre  d'approximation 

des  fractions  — >  — >  en  montrant  que  l'erreur  est  proportionnelle 


ï 


Enfin,  la  forme  adjointe  de  f  étant 

(a?  -t-  A  a?  -f-  B.r*  )*  H 


le  calcul  conduit  encore  à  une  suite  de  nombres  entiers,  tels  que 
a,  (ï,  y  qui  rendent  la  fonction  linéaire  Aa  +  B  j3-h  y  de  l'ordre 
-o«^>   et  Ton  démontre  que,  s'il  existe  une  relation  telle  que 

Aa  +  Bi  +  c  =  o,  «,  6,  c  étant  entiers,  on  verra  la  fonction 
Aa-r-B/j-r-c  s'offrir  nécessairement  à  partir  d'une  certaine 
valeur  de  A,  puis  se  reproduire  indéfiniment,  pour  toutes  les  valeurs 
plus  grandes. 

taires  sur  cette  démonstration.  Remarquons  que,  s'il  s'agit  d'une  forme  indéfinie 
dont  les  coefficients  ne  sont  pas  entiers,  la  démonstration  n'exclut  pas  que  la 
forme  puisse  se  rapprocher  indéfiniment  de  la  limite  indiquée,  en  lui  restant 
supérieure;  mais  on  est  certain  que  le  minimum  de  la  forme  est  aussi  voisin  de 


(O'tA 


que  l'on  veut.  E.  P. 
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Voici  d'autres  conséquences  : 

Soit 

F(;r)  =  *"»-+-  Aj«->  -+-... -f-  K.T-+-L  =  o 

«ne  équation  quelconque  irréductible  à  coefficients  entiers  et  dont 
a,  ?,-..,  A  soient  les  racines;  si  la  congruence  V(x)=lo  admet 
une  solution  x  =  a  pour  un  certain  module  N,  en  posant 

?(»)=Nar0-+-(a  —  «)j"i  ■+-  (a*  —  a*)xt  -h. .  .-h  (a*-1  —  a"-»)^*-!» 

*•,  *,,  ...  désignant  des  entiers,  la  forme 

f=?(a)o(p)...?(X) 

représentera  toujours  des  nombres  entiers  multiples  de  N  :  or  je 
dis  qu'on  pourra  trouver  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  x0> 
xi:  •  -,  X/i-t  pour  lesquelles  on  ait 

f=MN, 

I  entier  M  étant  au-dessous  de  la  limite, 

1         .  « 

T/M/i-l)    /    ^     v   2 


(0'      (à)' 


dans  laquelle  A  représente  le  produit  des  n(n  —  i)  différences  des 
racines  a,  J3,  . . .,  À  prises  deux  à  deux. 

Supposons  en  premier  lieu,  les  racines  a,   [3,  ...,  A  réelles;  je 
considère  la  forme  quadratique  à  n  variables 

/=D0?'(a)  +  D1?*(p)--...+  D„_1cp*(X), 

où  D0,  D|,  .  .  .,  D„_,  sont  essentiellement  positifs  :  soit  D  le  dé- 
terminant de/,  on  saura  trouver  pour  x0j  #,,  . .  .,  xn_iJ  un  système 
«le  valeurs  entières  telles  qu'on  ait 

/=*({)      va. 

w  étant  moindre  que  l'unité.  Or  le  produit  des  quantités  positives 
r)0^2a,    DjCp2^,   ...    ne  pourra  jamais   dépasser   son   maximum 

(  —  )  y  correspondant  au  cas  où  elles  sont  toutes  égales;  on  aura 
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donc 


iitm-i) 


D.D,...D._  ?<(-*)'  £. 


11  faut  ici  obtenir  D,  qui  est  le  déterminant  relatif  au  système  des 
équations  linéaires  dont  les  premiers  membres  seraient 


}:VL,       I  EL, 

i  dx0           '2  dx\ 

i      df 

Or  on  trouve  sans  difficulté 

D  =  AD0D1. 

..D^N*, 

ce  qui  conduit  à  la  limite  annoncée. 

Comme  il  ne  reste  dans  le  résultat  aucune  trace  des  quantités 
D0,  D|,  . . .,  D„_i,  il  suit  qu'en  leur  attribuant  toutes  les  valeurs 
possibles,  les  mêmes  multiples  de  N  se  reproduiront  nécessai- 
rement une  infinité  de  fois,  pour  une  infinité  de  systèmes  de 
valeurs  distinctes  de  x0j  xh ,  . .  .,  xn_\ . 

Si  l'équation  proposée,  F(#)  =  o,  n'a  plus  toutes  ses  racines 
réelles,  on  fera  correspondre  dans  la  forme  /,  à  chaque  couple  de 
racines  conjuguées  a,  (3,  le  produit  D0  cp (a)<p (j3),  au  lieu  de 
D0o2(ot)  -f-D|(p2(p).  Dans  le  cas  où  toutes  les  racines  seraient 
imaginaires,  ce  qui  suppose  le  degré  un  nombre  pair  n  =  a  a,  on 
sera  conduit  de  la  sorte  à  la  forme 

/=D0?(a)?(p)-4-D1ç>(ï)?(8)+...4-Dll-I?(x)c?(X). 

Le  déterminant  s'obtient  aussi  dans  ce  cas  aisément,  et  l'on 
trouve 

D  =  (D0D1...Dll_1)\^N*. 

Comme  on  a,  d'ailleurs, 

D0Dl...DfJL_1f<(/)tI 


et 


on  en  tire  la  limite 


/-.(0  ~~"VB. 

-(•r~"(^ 
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qui  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous  venons  d'obtenir  dans  le  cas 
des  racines  réelles. 

Supposons  que  l'équation  proposée  soit 


xi>—  1 

~Z 7  =°> 


qui  donne  lieu  à  une  congruence  soluble  pour  tout  module  premier 
N  =  kp  +  1;  A  sera  alorsjo^"2.  Ainsi  dans  le  cas  dep  =  5,  on  aura 
la  limite 


an?)' 


laquelle  est  }>  i  mais  <^  2,  donc  on  aura  précisément 

f=N. 

C'est,  comme  vous  voyez,  Monsieur,  la  démonstration  de  votre 
théorème. 

Mais  il  y  a  plus.  Prenant/?  =  7,  on  trouve  l'expression 

±1 


«)•  (S)'- 


qui  est  moindre  que  6.  Or,  la  forme  f  élant  toujours  =?.oou  1 
suivant  le  module  7,  on  ne  pourra  avoir  encore  dans  ce  cas  que 

Considérons,  en  second  lieu,  l'équation  F(^)  =  o,  qui  a  pour 
racines  les  ±(p —  1)  périodes  de  deux  racines  de—— —  =0;  on 
aura  la  proposition  que  la  congruence  F  (5)  =  o  est  résoluble  pour 
tout  module  premier  N  =  kp  —  1 .  On  trouvera  alors 

d'où  l'on  tirera  comme  ci-dessus  la  limite  de  M.  Dans  le  cas  de 

p  =  7,  ;i  =  3,  il  vient 

et.  par  suite,  M<  3.  Or  il  est  facile  de  voir  que  suivant  le  mo- 
dule 7  la  forme  fost  toujours  ==  o,  1,  ou  —  1.  On  ne  peut  donc 
admettre  que  M  =  1 . 
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De  là  résulte  ce  théorème  : 


Que    tout  nombre  premier  y  m  —  i    est  décomposabte  en 
trois  facteurs  complexes  formés  des  racines  de  V équation 


■22  —  1=0. 


En  réfléchissant  aux  questions  précédâtes  j'ai  été  conduit  à 
m'occupcr  de  la  théorie  de  la  réduction  des  formes  quadratiques 
à  un  nombre  quelconque  de  variables,  qui  m'a  semble  devoir  être 
introduite  dans  l'étude  des  expressions  telles  que  f.  De  même  que 
pour  les  formes  binaires,  on  obtient  ce  résultat  que,  pour  un  déter- 
minant donné,  elles  se  laissent  distribuer  en  un  nombre  toujours 
fini  de  classes.  La  méthode  de  réduction  devra  reposer  encore  sur 
l'emploi  de  substitutions  linéaires  à  coefficients  entiers,  et  au  dé- 
terminant ±:  1 ,  par  lesquelles  une  forme  donnée  est  changée  en 
une  autre  entièrement  équivalente  et  de  même  déterminant.  Voici 
quelques  réflexions  sur  ce  sujet. 

Soient  d'abord 

x0  =  «X0  -4-  «'X,  -+-  a'X2  +  ...-*-  a<">Xn, 
*t  =  ? X0  -*-  P'X,  -  p'Xt  -+-...  4-  p<'"Xrt, 


tf^XXo -+-X'X, -+- X'X, +  . . .-+- x<*>x„ 

les  substitutions  qui  changent /(*r0,  #,,  . . .,  x„)en  la  forme  équi- 
valente et  de  même  déterminant  F(X0,X,,  .  .  .,  X„).  Nommons 

KrcTi, --...r»).        G(Y0,Y,,...,  Y.), 

les  formes  adjointes  respectivement  à  f  et  F;  par  la  définition 
même  donnée  ci-dessus  des  formes  adjointes,  on  prouve  très  faci- 
lement que  l'on  aura 

g(yofyu  ...,7«)  =  G(Y0,  Y,,  ..,,  Y„), 

Y0=    a/0   -+-    p^,  -4-... -4-   \yn, 

Yi  =   a>0  -+-  ?>i   H-...H-  h'yn, 

• • 1 

Y„  =  a^jo  -+-  P(,,,J»  +  •••-+-  KH)yn- 

Il  suit  de  celte  proposition  que,  si  dans  la  forme  f  on  change  seu- 
lement les  n  variables  #,,  ar2,  .  .  .,  xn  en  d'autres  X<,  X2,  . . .,  Xw, 


en  posant 


/ 
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pour  obtenir  la  transformation  correspondante  de  la  forme  adjointe, 
on  aura  à  changer  seulement  les  n  variables  yt,  y2,  . .  -,yn  en 
d'autres  Y|,  Y2,  . . .,  Y„,  et  réciproquement.  D'où  Ton  voit  qu'en 
changeant  dans  la  forme  adjointe  Iqs  n  variables  y\,y<i,  -^ya 
en  d'autres  Y,,  Y2,  . . .,  Yn  par  la  transformation  correspon- 
dante de  la  forme  proposée,  le  coefficient  de  x\  ne  sera  pas 
altéré. 

Changeant  au  contraire,  dans  la  forme  proposée,  la  seule  va- 
riable x0  en  X  par  la  substitution 

x0  =  X  -f-  a' xt  -+-  a'xt  •+- ...  -4-  ala)  xni 

les  substitutions  correspondantes  à  faire  dans  la  forme  adjointe 
seront 

yi  =  Yt  —  a'/0,        yt  =  Y,—  a>0,         •  •  • ,        yn  =  Yn  —  aln)yQ. 

D'où  l'on  voit  qu'en  changeant,  dans  la  forme  proposée,  la 
seule  variable  x0  par  la  transformation  correspondante  de 
la  forme  adjointe  ne  seront  altérés  que  les  termes  multipliés 
pary0ely20. 

Voici  le  résultat  que  j'ai  obtenu  au  moyen  de  ces  \emmes  : 
Nommons  réduite  une  forme 

F(X0,  X|,  . . .,  X„) 
du  déterminant  D,  telle,  en  premier  lieu,  qu'en  faisant 


-  ^  =  AX0-hBX1-4-CX2-4-...-f-LX, 
1  uXq 


on  ait  (  '  ) 


A<(iy  v^'  B<iA' c<—  •■••  l<^a> 


<X  '  2 


telle  encore  que  la  forme  adjointe  à  F,  G(Y0,  Y,,  .  . .,  Y„), 
représente  pour  Y0  =  o,  elle  aussi,  une  forme  réduite  :  si  l'on 
sait  ramener  les  formes  d'ordre  n  à  des  formes  équivalentes 


(  *  )  Ces  inégalités  et,  en  général,  celles  que  l'on  rencontrera  dans  les  questions 
de  réduction  sont  relatives  aux  valeurs  absolues,  et  D  représente  la  valeur  ab- 
solue du  discriminant  de  la  forme.  E.  P. 
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réduites,  on  saura  aussi  ramener  à  des  formes  équivalentes 
réduites  les  formes  d'ordre  n  4-  i  • 

En  effet,  lorsqu'on  se  propose  de  changer  la  forme  donnée  / 
dans  une  autre  équivalente  f\{x\,  x\ ,  ...,  x'n),  au  moyen  de  la 

substitution, 

j?0  =  ax'0  -+-a'^i-h. .  .  +  a(',,4, 

xx  =  p*'0  -i-  $x\  -h. .  .-hp««î a-i, 


#„  =  X x'0  -h  X  Vt  -h ...  -h  X(/l)  ;r'„ 


on  peut  prendre  pour  a,  (3,  . ..,  X  des  entiers  quelconques  sans 
commun  diviseur,  puisqu'on  sera  toujours  maître  de  déterminer 
les  autres  nombres  a',  f}',  . . .,  )/,  a",  j3",  ...,  de  manière  que  le 
déterminant  des  (n  -f-  i)2  coefficients  soit  égal  à  db  i  (*).  Prenons 
donc  pour  a,  [3,  . . .,  A  les  entiers  sans  commun  diviseur  par  les- 
quels on  peut  satisfaire  à  l'inégalité 


/(«,p v<(ï)ta"\/D> 


en  nommant  A  le  coefficient  de  x'£  dans  la  transformée  /i,  on 
aura 

A  =/(«,?,  ...,X) 
et,  par  suite, 


*<(0'V°. 


La  forme /(^0,  #,,  ...,  x„)  étant  transformée  dans  la  forme 
équivalente /i  (\r'0,  x', ,  . . .,  x'H),  supposons  en  même  temps  la  forme 
adjointe  à  y, 

transformée  dans  l'adjointe  à/, , 

Faisons  ensuite  dans  cette  dernière  Y0  =  o,  et  ramenons  la  forme 
d'ordre  //, 


(')  M.  Hcrmitc  avait  ajouté  à  sa  Lettre   la  résolution  la  plus  générale  de  ce 
problème,  publiée  depuis  dans  le  Journal  de  Liouville,  vol.  XIV,  p.  21. 
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à  une  forme  équivalente  réduite  aux  variables ^, y"**  •  •  ->JV  Sup- 
posons que  par  la  même  substitution  la  forme  gK (Y0, y\ , y.,,  . . . ,  r),) 
soit  changée  en  g-i(^^y\^  y\^  •  •  ->yl)i  cette  forme  représentera, 
pour  Y0  =  o,  la  forme  réduite  d'ordre  n.  Transformons  en  même 
temps  la  forme/, (x'0,  x\ ,  . . .,  x'n),  dont  g%  est  l'adjointe,  dans  la 
forme/2(.r'0,  X|,  X2,  . .  .,  X„),  dont  l'adjointe  est  g.2.  De  ce  qu'on 
a  remarqué  ci-dessus  il  suit  que,  par  cette  dernière  transforma- 
tion, le  coefficient  de  #'0%  A,  ne  sera  pas  altéré.  Enfin,  faisons 

x'0  =  X0-4-  m,  X,  -4-  niiXf -h... -h  /w„X„, 

rj  =  Y,  —  m,  Y0,        y\  =  Y5  —  //ijYo,         ....        ^J  =  Y  „  —  //*,  Y0, 

et  supposons  que  par  ces  substitutions /2  et  ^2  soient  changées 
respectivement  en 

F(X0,  X,,X2,  ...,X„)     et     G(Y0,  Y,,  Y2,   ...,Y„);  • 

le  coefficient  de  XJ  dans  F  sera  encore  A  et  la  forme  G  représen- 
tera encore  pour  Y0  =  o  la  réduite  d'ordre  /i.  Or,  posant 

A    0X0 

i  -^  -  AXo-+-BX,-+-CL\t.!  ...-LX,, 
on  aura 

or*     ùf 

et,  par  suite, 

B  =  b  -h  /«!  A ,         G  =  c  +  /;/2  A,         . . . ,         L  =  /  -h  m.,  A . 

Donc,  /ii|,  /w2,  . .  .,  /iî/#  pouvant  être  des  entiers  quelconques,  on 
saura  les  déterminer  de  manière  qu'on  ait 

B<±A.     G<1A,     ...,     L<JA, 

et  l'on  aura  satisfait  à  toutes  les  conditions. 
Je  remarquerai  à  présent  qu'étant  donnés 

~     et      G(o,Y„YSl  ...,Y„), 

en  même  temps  que  le  déterminant  D  de  F,  on  connaîtra  la 

forme  G(Y0,  Yl7  . . .,  Y„)  et,  par  suite,  F(X0,  X, X„). 

H.-i.  8 
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En  effet,  soit 


F 

=      X0(AX04- 

BX, 

-+- 

CX, 

-h. . 

,.-+-  LX„) 

-f-X^BXo-H 

B'X, 

-+- 

ex, 

-*-.. 

.-+-1/X») 

-t-X,(CX0-+- 

G'X, 

-+- 

ex, 

-h. . 

.  +  L'X„) 

-+-Xrt(LX0-4- 

L'X, 

-f- 

I/X, 

-4-,  . 

.-+-I>>X„), 

G: 

=      Y.[(A)Y0- 

+(»: 

)Yi 

H-.. 

•+( 

L)Y„] 

-hY,[(B)Y0- 

■4-(B')Y, 

H-.  . 

.-M 

10  Y- ] 

-+-Y/l[(L)Y0-f-(L')Y1  +  ...-4-(I>')Y/l]; 

on  aura 

A(A)-+-  B(B)  h-  C(G)  -+-...-4-  L(L)  =  D, 

A(B)-f-  B(B')  -4-  G(C')  -+-...  -4-  L(L')  ^  o, 
A(C)  +  B(C)  +G(G*)-4-...-f-  L(I/)  =  o, 

? 

A(L)-+-  B(L')-4-C(ï/)H-...-t-L(L^)  =  o. 

Or,  étant  donnés  -^-  et  G(o,  Y|,  . . .,  Y„),  on  connaîtra 
A,     B,     G,     ...,     L 

et  tous  les  n2  coefficients  (B'),  (C),  . . .,  d'où  Ton  déduira,  par 
les  n  dernières  équations,  les  valeurs  des  coefficients 

(B),     (G),     ...,     (L), 

et  par  la  première,  D  étant  aussi  donné,  celle  du  coefficient  (A). 
On  connaîtra  donc  tous  les  coefficients  de  G  (Y0,  Y,,  . .  .,  Y„)  et, 
par  suite,  ceux  de  F(X0,  X,,  . . .,  X„). 

Par  ce  qui  précède  on  prouve  aisément  que  les  formes  d'un 
ordre  quelconque,  attachées  à  un  même  déterminant,  peuvent 
être  ramenées  à  un  nombre  fini  d'entre  elles  (*).  Et  d'abord  il 
suit  des  conditions  ci-dessus  que  les  coefficients  A,  B,  . . .,  L  ne 
pourront  prendre  qu'un  nombre  fini  de  valeurs,  ensuite  le  déter- 
minant de  la  forme  G(o,  Y,,  Y2,  ...,  Y„)  étant  D"_IA,  s'il  est 
démontré  que  les  formes  d'ordre  n  d'un  même  déterminant  peuvent 
être  ramenées  à  un  nombre  fini  d'entre  elles,  on  n'aura  pour  chaque 
valeur  de  A  qu'un  nombre  limité  de  formes  G(o,Y,,  Y2,  ....  Y„). 

(*)  M.  Hermile  suppose  ici  implicitement  qu'il  s'agit  de  formes  à   coefficients 
entiers.  E.  P. 
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Or,  par  les  nombres  A,  B,  ...,  L  et  la  forme  G(o,  Y<,  Y2,  ...,  Y*), 
étant  déterminée  la  forme  d'ordre  n  +  i,  F(X0,  Xl?  . . .,  X/,),  ces 
formes  aussi  seront  en  nombre  fini.  Ainsi,  la  proposition  étant  ad- 
mise pour  les  formes  d'ordre  n,  elle  sera  démontrée  pour  les  formes 
d'ordre  n  -+-  i .  Elle  est  donc  vraie  en  général,  puisqu'elle  a  lieu 
pour  les  formes  binaires. 

Vous  voyez,  Monsieur,  que  j'omets  tout  à  fait  le  cas  important 
où  l'on  a  A  =  o;  mais  cette  circonstance  n'est  point  à  considérer, 
lorsqu'on  se  propose  seulement  de  poursuivre  les  rapports  que  j'ai 
essayé  d'établir  entre  les  formes  quadratiques  définies  et  les  ex- 
pressions désignées  ci-dessus  par  f.  Les  résultats  précédents  me 
semblent  alors  ouvrir  un  vaste  champ  de  recherches,  mais  dans 
lequel  je  n'ai  presque  fait  jusqu'ici  qu'entrevoir  une  longue  série 
de  questions  et  de  problèmes  difficiles  à  résoudre. 

Convenons  d'abord  des  notations  suivantes,  savoir  : 

f  =  /(  »•)/(»!)...  /(»•), 
en  prenant 

/((o)  =  a"0çpo(w)-+-ar1<p,(w)-f-...-+-irrt©rt(w), 

fi(<*>)  désignant  la  fonction  à  coefficients  entiers 
ai  -+-  6/0)  -f-  c,u>*  h-,  .  ,-t-  //w", 

et  les  quantités  o>0,  w,,  ...,  <o„  étant  toujours  les  racines  d'une 
même  équation  irréductible  à  coefficients  entiers  et  dont  celui  de 
la  plus  haute  puissance  est  l'unité.  Je  considère  ensuite  (dans  le 
cas  où  toutes  les  racines  sont  réelles)  la  forme  quadratique  définie, 
d'ordre  n  -f-  i , 

f  =  D0/*(u>0)  -+-  Dj/^w,  )-+-...+  D„/'(W/l ), 

où  D0,  D|,  ...,  D„  sont  supposés  essentiellement  positifs.  En 
nommant  û  le  produit  des  /i(/i  +  i)  différences  des  racines  u>  prises 
deux  à  deux,  et  A  le  déterminant  du  système 

«Oj      a\t       •  •  •»      am 

b0,     bu     . ..,     bin 
> 

*0j       M  >  •  •  •  i       '/*» 

on  trouvera,  pour  le  déterminant  de  f,  l'expression 
D  =  D0D1..,D„A*Q. 
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Cela  posé,  faisons  la  substitution 

x0  =  aX0-+-a'Xi  H-.-.-f-  a^X,,, 
2-i  =  pXi-f-?iXi  -+-...+  pJX„, 


:r„  =  XX0  -h  fc'X,  +  ...-+-  x^x*, 


les  coefficients  étant  déterminés  par  la  méthode  exposée  tout  à 
l'heure,  de  manière  à  réduire  la  forme  adjointe  à  f.  En  posant, 
pour  abréger, 

£  (w)  =  Xo*0(w)-+-Xl<ï>1(w)4-...-f-Xrt<ï>/4(ci)), 
la  forme  quadratique  f  deviendra,  d'une  part, 

F  =  D0#î(u)0)  -+-  D,#H^i)  -+-•  •  •■+■  Da^(wfl). 
et  la  forme  f,  de  l'autre, 

£  =  JVcdo)  J(w,)...  J(w„). 

Or  voici  le  dernier  résultat  auquel  je  suis  arrivé,  et  qui  me  pa- 
raît appeler  bien  des  recherches  après  lui  : 

Les  substitutions  en  nombre  infini,  correspondantes  à  tous 
les  systèmes  possibles  de  valeurs  des  quantités  D0,  D( ,  . . .,  D„, 
ne  conduiront  jamais  qu'à  un  nombre  essentiellement  limité 
de  formes  £. 

De  là  se  tire  aussi  toute  la  théorie  de  la  réduction  des  formes  f. 
Je  me  suis  principalement  fondé  sur  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  forme  quadratique  f  d'ordre  n  -f-  1 ,  de 
déterminant  D,  réduite  d'après  la  méthode  ci-dessus,  soient 

(a),     (a'),     {a"),     ...,      (a^) 

les  coefficients  des  carrés  dans  la  forme  adjointe  g  ;  on  aura 

d'abord 

i 


(««**)< 


(f)"  yfc 
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puis,  pour  toutes  les  valeurs  «  =  i ,  a,  . . .,  /i, 


;jl  étant  un  facteur  numérique  dépendant  uniquement  de  n  et  i. 

Je  vais  prendre  les  formes  ternaires  pour  exemple  de  la  mé- 
thode qui  donne  ce  résultat. 
Soit 

ax*  ■+-  '}. bx0Xt  -r-  ICX0 Xt  ■+• . . . 

la  forme  réduite  donnée,  *et 

son  adjointe  g;  la  théorie  générale  donne,  en  premier  lieu,  les  re- 
lations 

a<lVT),        b<{a,        c<J«; 

ensuite,  pourj'0  =  o,  g  doit  devenir  une  forme  binaire  réduite. 
Otle  dernière  étant  représentée  par 


(«')rï-*-a(c')^,^t-f-(a')^J, 
son  déterminant,  comme  on  le  sait,  estaD;  on  a  donc  encore 

KO  </***!),  (a')(a*)<>-tfD,  (c')<  !(«'). 

Or,  des  relations 

aiti)  ->rb(b)  -4-c(e)  —  D, 

a(b)  -+-  b(a')  -+■  c(c')  —  o, 

a^c)  -+-  6(c')  -4-c(a')  —  o, 

on  déduit  sans  difficulté 

(c)<  ?  <'*">,         (6)(rt')<«D,         (c)(fl')<aI)- 

Donc,  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la  première  écpia- 
tion  par  (a)'1  et  divisé  par  a,  on  obtient 

(fl)!fl7<}D»  +  aD/[ÏD, 

rt  enfin,  en  remplaçai   a  par  sa  limite  supérieure, 

(a)(a')'<MD*. 
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La  propriété  énoncée  ci-dessus  des  formes  réduites,  qui  m'a 
longtemps  échappé,  donne  lieu  à  beaucoup  d'autres  conséquences 
que  je  suis  forcé  d'omettre.  Seulement,  j'observerai  encore  qu'en 
prenant  pour  point  de  départ  g  au  lieu  de  /,  et  nommant  a{i)  les 
coefficients  des  carrés  dans  cette  dernière  forme,  on  serait  arrivé 
pour  les  formes  ternaires  aux  relations 

a'  <  A  J/D,         a'a<  (A)1  ^D*,         aa<*  <  *±  D, 

cl  l'on  trouverait  dans  le  cas  général 

i 

aUt)<  HY  v/D'  «(/,w«(,t-/,<  pv/d'-*"1! 

d'où  l'on  tire  encore 

a(»)-a0i-/)  <vD. 

Appliquons  maintenant  ces  résultats  à  la  forme  quadratique 

F  =  D0  Jî(too)  -h  Dt  J»(co!)  -4-  . .  .-H  DnZHo>n), 
dont  le  déterminant  a  pour  valeur 

D  =  D0Di...D;lA*i>. 
Il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura 

aW  =  D0*?(c-o)+Dl*}(W|)+...+  DJI*J(tt-îl 

donc,  en  premier  lieu, 

D0D1...D/,*/î(to0)«l>?l(wi)...*î(u)/4)<a(«)',+1, 
d'où 

i 
*»(wo;<Mwi)...*/i(w»)<  jxAii2, 

ce  qui  reproduit  une  conséquence  obtenue  précédemment.  Secon- 
dement, faisons  abstraction,  dans  a(n),  du  terme  Da^^w*);  il  est 
clair  qu'on  aura 

D0D1...DA-_1D^1...Drt, 

donc  combinant  cette  inégalité  avec  la  suivante 


I 


V 


\ 
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et  posant,  pour  abréger, 

^4  (<*>*)=  ^w*)*/i(wo)*«(W])...*„(w^i)*«(wa+i)...*«(w/j), 

il  viendra 

D0D1...D^7(toA)<(a^)n(^)<vD, 

d'où 

Or  *F|(to)  est,  comme  on  le  voit  aisément,  un  polynôme  entier 
en  tu.  Les  diverses  valeurs  de  ce  polynôme  correspondantes  aux 
diverses  racines  to0,  tu,,  ...,  ton  étant  toutes  finies  et  même  pro- 

I    . 
portionnelles  à  Au1 ,  il  en  sera  de  même  de  tous  ses  coefficients  qui 

sont  des  nombres  entiers;  de  là  suit  immédiatement  le  résultat  que 

je  voulais  obtenir. 

On  peut  mettre  en  effet  ^(co*)  sous  la  forme 

ou  bien 

Donc,  toutes"  les  formes  î  en  nombre  infini,  qui  correspondent  à 
une  même  valeur  du  déterminant  A,  peuvent  êlre  ramenées  par  les 
substitutions  précédentes  à  un  nombre  d'entre  elles  essentielle- 
ment limité,  car  les  combinaisons  de  toutes  les  valeurs  entières 
possibles  pour  les  coefficients  des  polynômes  ^F/ (w)  sont  en  nombre 
fini.  Enfin,  ces  dernières  formes,  qu'on  peut  nommer  réduites,  se 
représenteront  elles-mêmes  une  infinité  de  fois  en  employant  suc- 
cessivement les  diverses  substitutions  qui  correspondent  à  tous 
les  systèmes  de  valeurs  imaginables  des  quantités  positives  D0, 
I),.  .\.,D„. 

Dans  le  cas  spécial  des  formes  (  que  j'ai  d'abord  considéré 
pour  démontrer  votre  tbéorème  sur  les  nombres  premiers  Sm-r-ï? 
on  démontre  facilement  que  les  polynômes  Wj(it))  contiennent 
tous  en  facteur  le  nombre  N;  c'est  donc  uniquement  de  Q  que 
dépendront  les  limites  des  coefficients  dans  les  formes  réduites. 
On  entrevoit  ainsi  la  possibilité  d'obtenir,  par  exemple,  tout  ce 
qui  se  rattache  à  la  représentation  des  nombres  premiers  1 1  m-f-i. 
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par  des  facteurs  complexes  formés  des  racines  onzièmes  de  l'unité, 
en  opérant  non  plus  sur  chaque  nombre  donné,  mais  en  général 
sur  les  racines  de  l'équation  xli  =  i. 

Mais  j'ai  hâte,  Monsieur,  de  finir  cette  longue  lettre,  où  il  n'y  a 
plus  place  pour  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Je  n'ai  pu  jus- 
qu'ici faire  à  mon  gré  cette  recherche  de  l'ensemble  des  transfor- 
mations de  la  fonction  0,  ni  retrouver  ce  résultat  si  remarquable 
de  la  réduction  du  module  q  à  la  limite  e-*^!,  dont  vous  m'avez 
parlé  dans  votre  lettre.  Oserais-jc  vous  demander  quelques  éclair- 
cissements sur  ce  point?  M.  Borchardt  a  eu  la  bonté  de  me  mettre 
un  peu  sur  la  voie  pour  déduire  les  propriétés  des  fonctions  0  de 
la  multiplication  des  quatre  séries  yle~iajcHb  %  mais  je  ne  sais  si  je 
pourrai  marcher  bien  loin.  Permettez-moi,  Monsieur,  de  vous  prier 
de  me  rappeler  à  son  souvenir;  j'ai  entendu  M.  Sturin  parler  avec 
de  grands  éloges  de  son  Mémoire  publié  par  M.  Liouville. 

Ayez  la  bonté,  si  vous  le  jugez  convenable,  de  faire  paraître  dans 
le  Journal  de  M,  Crelle  quelques-uns  des  résultats  précédents; 
j'essayerai  ensuite  de  les  développer  plus  complètement. 

P. -S.  J'aperçois  à  l'instant  que  l'algorithme  indiqué  pour  déter- 
miner les  nombres  entiers  a,  ji,  ....  X,  tels  qu'on  ait 


/(a,3,...,).)<(|)i"^/D, 


peut  être  présenté  dune  manière  bien  plus  précise. 

En  premier  lieu,  pour  les  formes  binaires  de  déterminant  — D, 
«  on  ne  peut  objecter  que  les  opérations  continuent  à  l'infini,  car 
on  verrait  s'offrir  une  infinité  de  quantités  a,  a',  a".  ...  liées  par 
les  relations  a  >  a"^>  a",  ...  et,  par  conséquent,  différentes.  Mais 
à  chacune  d'elles  correspondent  deux  nombres  entiers  a(w\  p(m)  qui 
donnent,  par  exemple, 

a{m)  —  fla( /«;*_!_  2.bai'm)$lm)  -+-  a^if")l. 

Ces  nombres  sont  essentiellement  limités,  donc  il  faudrait  qu'une 
même  combinaison  a,  j3  se  produisît  dans  le  cours  du  calcul  une 
infinité  de  fois,  ce  qui  conduirait  à  supposer  égaux,  contre  l'hypo- 
thèse, une  infinité  de  termes  de  la  suite  «,  af,  a'\ » 

Pour  les  formes  ternaires  :  «  désignant,  pour  abréger, 

f[*[,n\  p('w'\  y(//|)]     par     /('»), 
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on  voit  naître  de  la  continuation  du  calcul  précédemment  proposé 
une  suite  de  quantités,  /,  /',  f,  . . .  liées  par  les  relations     • 

s<V(*rDf,    r<V(ïrW',     •••• 

Or,  on  obtiendra  la  limite  annoncée  dès  qu'il  se  présentera  une 
valeur /(m+l)  égale  ou  supérieure  à  la  précédente  f{mK  En  effet,  de 


y(//i-M)  >/(/«'      et     /('«+t>  <  )/({■)*  Dft'«> 

on  déduit  aisément 

/(«)  <  |  Î/D. 

D'ailleurs,  on  ne  peut  admettre,  dans  le  cas  d'une  forme  définie, 
que  les  opérations  se  prolongent  indéfiniment,  car,  les  nombres 
x(m),  plTOl,  Ym)  étant  essentiellement  limités,  on  verrait  se  repro- 
duire une  infinité  de  fois  une  même  combinaison  de  ces  nombres 
entiers,  ce  qui  ramènerait  les  mêmes  termes  dans  la  suite  f<>ff,fa, 
contrairement  à  l'hypothèse.  Si  la  forme  f  est  indéfinie,  mais  à 
coefficients  entiers  (seul  cas  dont  j'aurai  besoin  plus  tard),  la 
même  conclusion  subsiste,  puisqu'une  suite  de  nombres  entiers 
décroissants  ne  peut  aller  à  l'infini.  » 

Pour  les  formes  quaternaires  :  «  Or  ici  se  représentent  les 
mêmes  considérations  que  dans  le  cas  des  formes  ternaires;  dès 
que  le  calcul  conduira  à  un  terme  y('«*-U  égal  ou  supérieur  au 
précédent,  on  obtiendra  la  limite  annoncée,  car  de 

/•(/«  f-l)  >  /•(/«)        Qi        fini  M)  <  ?/(  ^.  )l*Â)*J:<,n) 

on  déduit 


/<"«<(iyvD. 


D'ailleurs  les  opérations  s'arrêteront  toujours,  quels  que  soient  les 
coefficients,  si  l'on  opère  sur  une  forme  définie,  et  la  même  chose 
aura  lieu  pour  une  forme,  même  indéfinie,  mais  à  coefficients 
entiers.  » 
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Deuxième  Lettre. 


Permettez-moi  de  venir  encore  vous  soumettre  ce  qu'il  m'est 
arrivé  de  rencontrer,  sur  la  théorie  des  formes  quadratiques,  de- 
puis que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  écrire.  J'avais  ébauché  bien  à  la 
hâte,  dans  ma  lettre,  la  démonstration  de  cette  propriété  générale 
des  formes  de  même  déterminant  de  se  laisser  distribuer  en  un 
nombre  fini  de  classes;  depuis,  j'ai  été  amené  à  une  méthode  de 
réduction  plus  simple  et  surtout  plus  analogue  à  l'algorithme  de 
Lagrange  pour  les  formes  binaires.  Soyez  assez  bon,  Monsieur, 
pour  me  pardonner  s'il  m'arrive  ainsi  de  vous  entretenir  de  choses 
que  je  n'ai  pas  encore  suffisamment  mûries;  en  présence  d'une 
théorie  d'une  immense  étendue,  je  cède  au  plaisir  de  vous  com- 
muniquer quelques  résultats  placés  à  l'abord  de  questions  diffi- 
ciles et  qui  peut-être  seront  au-dessus  de  mes  forces.  Aussi  me 
suis-je  borné,  comme  application  de  ma  nouvelle  méthode  de  ré- 
duction, à  calculer  les  formes  définies  réduites  de  déterminant  i , 
à  3,  4,  5,  6  et  7  variables,  et  j'ai  trouvé,  comme  dans  le  cas  des 
formes  binaires,  une  seule  classe,  représentée  par  une  somme  de  3, 
4,  5,  6  et  7  carrés.  L'idée  principale  de  cette  méthode  consiste 
dans  l'introduction  de  certaines  formes  liées  intimement,  comme 
je  suis  parvenu  à  le  reconnaître,  aux  formes  adjointes  de  M.  Gauss, 
mais  qu'il  me  semble  indispensable  de  considérer  d'une  manière 
explicite.  En  représentant  par 

n  n 

o         o 
sous  la  condition 

une  forme  quelconque  d'ordre  n  -f-  i  (c'est-à-dire  d  n  -\-  i  indéter- 
minées), je  les  définis  de  la  manière  suivante  : 

n  n 

i'     ,* 
en  prenant 
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et  voici  le  théorème  auquel  elles  donnent  lieu  : 

Si  la  substitution 

x0  =  X0  ■+-  M,X,  +  M,X,  +  . .  .-h  M„X„, 
X\  =  #*iXi  -+-  mjXj  -h.  . .-+- mnXn, 

(l)  {  xt  =  nxXi  -+-  /ijX,  -+-. .  .-h  nrtX„, 


/,Xt-h    /,X, +...-+-    /„X/4 


change  f(x09  xX}  . ..,  #„)  e/i  F(X0,  X,,  . . .,  X„),  en  nommant 
G(YI?  Y2,  . . .,  Y„)  la  forme  d'ordre  n  déduite  de  F,  comme  g 
l'est  de  fy  on  aura 

en  posant 

i  yx  =  m,Y!  -h  /ntYi-h. .  .4-  mnY„, 

)  7,=  /ij  Y,  -+-  ntY%  -h...-»-  nnYn> 

\yn  =  >iY,-+-  ttY%  +  ...+   tnYn. 

Pour  abréger,  je  nommerai  g  Informe  dérivée  de  /,  et  (2)  la 
substitution  dérivée  de  (1).  On  trouve  aisément  que  g  est  définie 
et  positive,  si  f  est  elle-même  définie  et  positive,  que  le  déter- 
minant de  g  est 

D  étant  le  déterminant  de  /,  et  enfin  que  l'équivalence  de/ et  F 
entraîne  celle  de  g  et  G,  la  seule  condition  pour  cela  étant  que  le 
déterminant  relatif  aux  équations  (2)  soit  en  valeur  absolue  l'unité. 
De  là  se  tire  une  conséquence  importante;  concevons  que  la 
substitution  dérivée  soit  prise  de  telle  sorte  que  G  devienne  une 
forme  réduite  de  son  ordre,  les  coefficients  Mf,  M2?  .  •  -,  M«  res- 
teront encore  arbitraires;  or,  je  dis  qu'en  posant 

n  n 

F(X„  X„  X„  . . .,  X„)  =  2,  2  AwX,Xy, 

0  0 

on  pourra  les  déterminer  de  manière  à  remplir  la  condition 

A0,/<  }-  A  0,0 
pour  i  =  1,  2,  . . .,  n.  Cela  résulte,  en  effet,  de  la  valeur  suivante  : 
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qu'il  est  facile  d'obtenir,  et  on  a  d'ailleurs  tf0,o  =  A0,0.  H  est  es 

sentiel  d'observer  qu'au  lieu  de  <z0,o>  qui  se  conserve  en  passant» 
de  /  à  F,  on  aurait  pu  employer,  dans  ce  qui  précède,  aussi  biei^B 
l'un  quelconque  des  coefficients  a^^  des  carrés  des  variables.  Soi^H 
donc,  pour  plus  de  clarté,  g^  la  forme  dérivée  composée  avec  c(=: 
coefficient;  on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toute  forme 

f=ZZai,jTiTj 

peut  être  transformée  en  une  autre  équivalente 

telle  qu'ayant,  par  exemple, 

la  dérivée  g^  soit  une  forme  réduite  de  son  ordre,  et  que  la 
condition 

soit  remplie  pour  toutes  les  valeurs  de  i  autres  que  i  =  [x. 

C'est  là-dessus  que  se  fonde  l'algorithme  de  réduction  des  formes 
définies,  quelle  que  soit  la  nature  de  leurs  coefficients,  entiers  ou 
irrationnels,  mais  voici  d'abord  le  but  des  opérations.  Supposons 
que,  précédemment,  on  ait  choisi  pour  a^^  le  plus  petit  des  coef- 
ficients ciij;  deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  a'^%v,  =  a^.^ 
restera  encore  la  plus  petite  des  quantités  ajv  dans  la  trans- 
formée/', ou  bien  il  s'offrira  un  autre  coefficient  a'^^^  tf'ji.jx-  Or, 
dans  le  premier  cas,  toutes  les  autres  conditions  étant  d'ailleurs 
remplies,  f  sera  ce  que  je  nomme  une  forme  réduite.  Mais,  si 
c/est  le  second  qui  se  présente,  on  poursuivra  les  opérations  en 
parlant  de  /',  comme  tout  à  l'heure  en  partant  de  f  et,  en  gé- 
néral, on  déduira  successivement  les  unes  des  autres  une  suite  de 
transformées 

/    /',    /',     ....    f[k\ 

toutes  équivalentes  et  telles  que 

<i[L,>x,      rtji.jA',      i£-,;i-»      ^  ^*>,  |jl(*>  ' 

désignant  respectivement  les  plus  petits  des  coefficients 

<*i,i*         «1,1»         «/,/!  ..•'         «/,,'! 
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on    H  î  t 


<*IM  <  i  rtl*^i     «ii*./  <  s  an\  JA'>      •  •  •  »     rt^*-o,,  <  ^pi  *-«).  {id-O* 

et  que  d'ailleurs  les  diverses  dérivées 

SV   g\h\  *>">     ...,    #$> 

soient  des  formes  réduites  de  leur  ordre. 

Or  je  dis  qu'un  tel  système  d'opérations  ne  peut  se  prolonger 
à  l'infini,  et  qu'on  obtiendra  nécessairement  une  transformée 

devant  être  considérée  comme  une  forme  réduite.  En  effet,  partant 
dune  forme  définie  /,  les  quantités  a^,  <V,|i'  seront  des  va- 
leurs de/,  en  supposant  aux  indéterminées  des  valeurs  entières,  et 
Von  ne  saurait  former  qu'un  nombre  limité  de  ces  valeurs  restant 
toujours  inférieures  à  un  certain  maximum;  donc  on  ne  peut  ad- 
mettre l'hypothèse  d'une  infinité  de  quantités  de  cette  sorte,  con- 
tinuellement décroissantes  et,  par  conséquent,  inégales. 

Je  vais  maintenant  faire  voir  que  tous  les  coefficients  31,-j,  d'une 
forme  définie  réduite  i,  ne  peuvent  excéder  certaines  limites,  qui 
dépendent  du  déterminant  et  du  nombre  des  indéterminées.  Pour 
cela,  il  faut  d'abord  établir  la  condition  suivante  : 

q«i  est  l'extension  d'une   relation  obtenue  dans  la   théorie  des 
formes  binaires. 

Supposons  qu'elle  soit  admise  pour  les  formes  réduites  d'ordre  /?, 
et  désignons  par  exemple  par5l0î0  le  plus  petit  des  coefficients  31/,/; 
la  dérivée 


•= 2,2,  *'"*"> 


étant  une  forme  réduite  de  cet  ordre,  et  son  déterminant  ayant 
pour  valeur 

D0  =  3v;;o1t>, 


126  OEUVRES    DE    CHARLES    HERMITB. 

on  devra  avoir 

/«xi"'— fl 

(3)  *i..a,.,*3.s...s„,n<(jj        *;-!d. 

Or  la  valeur  générale 

(  4  )  fc/.y  =  3l0,o  Si/,/  —  Sl0,/Sl0./ 

donne,  lorsque  les  deux  indices  sont  égaux, 

B/,/  =  Sl0,o  31/,/  —  31$,*, 

de  sorte  que  les  quantités  positives  &,,/  peuvent  être  considér~^^es 
comme  les  déterminants,  changés  de  signes,  d'autant  de  fori^d^es 
binaires  (Sl0,0,  Sl0,/,  31/,/)  toutes  réduites,  car  on  a  à  la  fois 

3^o,o  <  31/,/    et    3i0ff  <  \  Sl0,o> 

donc,  on  peut  poser 

3to,o3l/,i  <  ïfc/,/ï 

de  là  on  conclut,  l'inégalité  subsistant  pour  toutes  les  valeurs  d«^   *> 

3t2,o  3Vi,i  3lltS. . .  51/,,,,  <  (  a)"  Bu  Bu  . . .  $„,,!, 

et  enfin  d'après  la  relation  ^3) 

3V0.o3l1,l3l,.î...5l//.a<(ij  D. 

Gette  condition  est  par  là  démontrée  dans  toute  sa  généralité  pui*-^ 
qu'elle  a  lieu  pour  les  formes  binaires. 

Gomme  conséquence  immédiate,  on  voit  que  les  quantités  SI/,/? 
3l0,/  sont  nécessairement  limitées,  et  il  en  est  de  même  encore  du 
déterminant  D0  de  la  dérivée,  qui  a  pour  valeur  %"~J  D.  Cela  posé, 
admettons  que  les  formes  réduites  d'ordre  n  aient  tous  leurs  coef- 
ficients limités;  je  dis  que  la  même  chose  aura  lieu  pour  les  formes 
d'ordre  n  -f-  i .  En  elVet,  toutes  les  quantités  it-j  devront  se  trou- 
\er  finies;  donc,  d'après  la  relation  (4),  qui  donne 

a  $/./-*-3ln.iSlo./ 

*/./  = * y 

il  en  sera  de  même  en  général  pour  SI/, y.  Or,  la  proposition  à  la- 
quelle je  voulais  arri\er  résulte  immédiatement  de  là,  puisqu'elle 
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a    lieu  pour  les  formes  binaires,  et,  dans  le  cas  des  coefficients  en- 
tiers, elle  donne  ce  théorème  (*)  : 

JLes  formes  définies  ou  indéfinies,  réduites  pour  un  déter- 
minant donné,  sont  en  nombre  fini. 

Maintenant,  voici  une  remarque  essentielle  pour  l'application 
des  principes  précédents  au  calcul  de  ces  formes. 
Soient  toujours  D  le  déterminant  donné,  et 

J  =  !>!>%/ jJCiTj 

l'une  quelconque  des  formes  définies  réduites  pour  ce  détermi- 
nant ;  la  relation 

^0,0  5ii,i  3l*,î» . .  3L//f.|  <  /  -  j  D 

donne  d'abord  la  limite 

*«<(î)1  "(/*> 

pour  le  plus  petit  des  coefficients  31  ,-,,•. 
Soit  encore 

la  dérivée  réduite,  composée  avec  3l0>0  et  dont  le  déterminant  est 

d0  =  a;-'  d. 

kn  désignant  par  fc^  le  plus  petit  des  coefficients  fc/,/,  on  aura 
de  même 


-(*-! 


Mais,  d'après  ce  que  j'ai  observé  ci-dessus,  fc^  peut  être  consi- 
déré comme  le  déterminant  changé  de  signe  de  la  forme  binaire 
^duite(5l0î0,  %om  *|i,ji)i  donc  on  aura  : 


(')  La  démonstration  suppose  essentiellement  que  A,  0  ne  peut  être  nul,  c'est- 
*~dû*e  que  |a  forme  ne  peut  représenter  zéro.  Au  reste,  M.  H  ermite  avait  signalé 
cc  cas  d'exception  dans  une  méthode  de  réduction  analogue  qui  figure  dans  la 
^Ure  précédente.  E.  P. 
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i°  Si  2l0,o  est  pair, 

3^*;,oM**o.o)*       ou       ^5lJ,0: 

2°  Si  5l0>0  est  impair, 

*W  =  *Î,o-[ï(*o,o-i)]2. 

Or,  en  général,  soient  £ ,  €>,  tl,  B,  . . .  la  suite  des  formes  d'ordre 
«+i,«,  n  —  i,  n —  a,  . . .,  qu'on  obtient  en  prenant,  pour  6,  la 
dérivée  réduite  de  S,  pour  tl,  la  dérivée  réduite  de  G,  pour  H,  la 

dérivée  réduite  de  II, Nommons  respectivement  51,  &,<£,&,... 

les  plus  petits  coefficients  des  carrés  des  variables  dans  ces  formes, 
et  D,  D0,  D0I,  Do2,  ...  leurs  divers  déterminants.  On  aura  d'a- 
bord 

puis  on  obtiendra  la  série  des  limites  supérieures 

*<(!/■  tA  *<(if~yD„.  c<(i)1,""'y^I 

et,  suivant  les  deux  cas,  Tune  ou  l'autre  des  limites  inférieures  sui- 
vantes : 

&M**.        «èï<32,        fl^JC*,     .., 
ou 

BàS^-tKa-i)]*,      C>î5^[i(î5-r,]2,      B^Cî-[!(C-i)]2,     .... 

L'exemple  des   formes  de  déterminant  i,  que  je  vais   traiter, 
montrera  l'utilité  de  ces  formules.  Dans  ce  cas,  on  a  en  général 


5l< 


(ir- 


ainsi  depuis  les  formes  binaires  jusqu'aux  formes  quinaires  inclu- 
sivement, 51  <  *>.,  donc  51  =  i,  et,  depuis  les  formes  à  six  indéter- 
minées jusqu'à  celles  qui  n'en  comprennent  pas  plus  de  huit, 
51  <  3,  donc  51=  i  ou  51  =  t.  Or  on  va  voir  que  cette  seconde 
valeur  doit  être  rejetée  jusqu'à  n  =  j  inclusivement. 

Considérons  d'abord  les  formes  à  six  indéterminées;  on  trouve  : 

i°  Pour  51  la  limite  supérieure 

5 

(-)    =a,0) donc  51  = -a; 
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2°  Pour  B  la  limite  supérieure 

(|yî^  =  3,o9...,  donc  »  =  3; 

3°  Pour  G  la  limite  supérieure 

({Y  )/***  =  7,oi....  donc  C  =  7. 

11  est  inutile  d'aller  plus  loin,  puisque  la  valeur  de  G  est  en  con- 
tradiction avec  la  limite 

c  =  a*-[i(*-i)Pi 

il   faut  donc  exclure  déjà  dans  ce  cas  la  valeur  31  =  2. 

Passons  aux  formes  à  sept  indéterminées;  il  viendra  : 
i°  Pour  31  la  limite  supérieure 

/4V 

lz\    =>.,36...,  donc3i  =  2; 

•>/*  Pour  h  la  limite  supérieure 

5 

/|Wii  =  3,65...,  donc  B  =  3; 

3°  Pour€  la  limite  supérieure 

(!)fyïïT*=7,5o...,  donc  C  =  7(i); 

pour  la  même  raison  que  précédemment,  51  =  '>.  doit  encore  être 
rejeté. 

Donc,  comme  dans  les  cas  précédents,  il  n'existe  que  la  seule 
valeur  31=  i  (2),  et  voici  maintenant  les  conséquences  qui  s'en 
déduisent  : 

En  premier  lieu,  pour  toutes  les  formes  définies  de  détermi- 

(')  M.  Slouflf,  en  reprenant  le  calcul  indiqué,  trouve  8,56  au  lieu  de  7,5o  et, 
par  suite,  C  =  8,  et  il  n'y  a  pas  de  contradiction  avec  la  limite  inférieure,  qui  est 
aussi  égale  à  8.  Le  théorème  énoncé  par  M.  Hermite  resterait  donc  douteux  pour 
les  formes  à  sept  indéterminées;  il  est  cependant  exact,  comme  Ta  vérifié  M.  StouflT 
en  utilisant  un  résultat  de  MM.  Korkine  et  Zolotareff.  E.  P. 

(:)  M.  Hermite  arrivait  encore  au  m£mc  résultat  pour  les  formes  à  huit  in- 
H.  -  I.  9 
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nant  i,  dont  le  nombre  des  indéterminées  ne  surpasse  pas  7,  la 
dérivée  réduite  a  encore  l'unité  pour  déterminant.  Soit  donc 

i  =  2S3l/,> XiTj      et       G  =  ZZ9(,jXiXj 

une  forme  et  sa  dérivée  réduites,  toutes  deux  ayant  l'unité  pour 
déterminant.  Admettons  que,  pour  les  formes  6,  dont  Tordre  est 
inférieur  d'une  unité,  on  ait 

9/ti  =1       et      B/,y  =  o 
lorsque  *  est  différent  dey;  les  deux  conditions 

donneront  d'abord 
et  l'équation 

conduira  successivement,  pour  i=j  et  i  différent  de  y,  aux  deux 
\aleurs 

<&/,/  =  »  »         Si/,/  =  o. 

Or  les  formes  définies  binaires  réduites  offrant  la  seule  classe 
x2  -\-y2  de  déterminant  1 ,  on  en  conclut  que,  pour  les  formes  ter- 
naires, quaternaires,  etc.,  jusqu'à  celle  de  sept  indéterminées,  il 
n'existera  pareillement  qu'une  seule  classe  représentée  successive- 
ment par  une  somme  de  3,  4,  -m  "  carrés. 

Je  n'essayerai  pas,  Monsieur,  de  vous  développer  encore  d'autres 
applications  particulières  de  ma  méthode  de  réduction.  Au  reste, 
les  formes  réduites  auxquelles  on  est  ainsi  conduit,  pour  un  dé- 
terminant donné,  n'offrent  plus  ce  caractère,  propre  aux  formes 
binaires,  de  ne  pouvoir  être  équivalentes  entre  elles,  à  moins  d'être 
identiques,  aux  signes  près  de  certains  coefficients;  seulement,  on 
peut  démontrer  que  la  limite  du  nombre  des  formes  réduites  équi- 
valentes ne  dépend  que  du  nombre  des  indéterminées,  et  nullement 
de  la  valeur  particulière  du  déterminant.  Mais  permettez-moi. 
Monsieur,  de  revenir  un  instant  sur  les  circonstances  remarquables 


déterminées,  mais  il  y  avait  une  lacune  dans  sa  discussion,  et  le  résultat  n'est  pas 
exact.  Aussi  avons-nous  supprimé  cette  partie  du  texte  et,  dans  les  lignes  qui 
suivent,  remplacé  8  par  7.  E.  P. 
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auxquelles  donne  lieu  la  réduction  des  formes  dont  les  coeffi- 
cients dépendent  de  racines  d'équations  algébriques  à  coefficients 
entiers.  Peut-être  parviendra-t-on  à  déduire  de  là  un  système  com- 
plet de  caractères  pour  chaque  espèce  de  ce  genre  de  quantités, 
analogue  par  exemple  à  ceux  que  donne  la  théorie  des  fractions 
continues  pour  les  racines  des  équations  du  second  degré.  On  ne 
peut  du  moins  faire  concourir  trop  d'éléments  pour  jeter  quelque 
lumière  sur  cette  variété  infinie  des  irrationnelles  algébriques, 
dont  les  symboles  d'extraction  de  racines  ne  nous  représentent 
que  la  plus  faible  partie.  Ici,  comme  dans  la  théorie  des  transcen- 
dantes, il  a  été  facile  de  trouver  à  une  longue  suite  de  notions 
analytiques  de  plus  en  plus  complexes  une  origine  commune, 
une  définition  unique  et  complète  où  n'entrent  que  les  premiers 
éléments  du  calcul;  mais  quelle  tâche  immense,  pour  la  théorie 
des  nombres  et  le  calcul  intégral,  de  pénétrer  dans  la  nature  d'une 
telle  multiplicité  d'êtres  de  raison,  en  les  classant  en  groupes  irré- 
ductibles entre  eux,  de  les  constituer  tous  individuellement  par  des 
définitions  caractéristiques  et  élémentaires! 

L'exemple  le  plus  simple  auquel  puisse  s'appliquer  ma  méthode 
de  réduction  est  celui  des  racines  cubiques  des  nombres  entiers. 
En  désignant  donc  par  a  la  valeur  réelle,  et  par  j3  et  y  les  deux  va- 
leurs imaginaires  de  ^/A,  on  sera  conduit,  d'après  le  point  de  vue 
auquel  je  me  suis  placé,  à  réduire  pour  toutes  les  valeurs  de  la 
quantité  A,  croissantes  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  la  forme  ter- 
naire 

dont  le  déterminant  D  =  ~A2A2.  Soit,  dans  l'hypothèse  d'une  va- 
leur donnée  quelconque  de  A,  que  je  représenterai  par  A0,  la  sub- 
stitution correspondante 

x  =  m  X  -+-  n  Y  -4-  p  Z, 
y  =  m'  X  -f-  n'  Y  -t-  p'  Z, 

z  =m'X  +  «'Y  +  A 

en  posant,  pour  abréger, 

MjiJsm+Jw'+a1/»',     N(a)  =  n -f-  «n'+  a*/i"\     P  (a)  —p  -h  a//-f-  a*/>  , 

M(v)  =  m  -r-  f/n'+^m",     N(y)  =  n  +  ^/i'+  y2/i"      P(y)  =  P  +  T/,'+Ty» 
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/  deviendra 

F  =  [XM(a)  +  YN(a)-hZP(a)]* 

-+-A[XM(P)  +  Y\(P)  +  ZP(P)][XM(Y)H-YN(T)  +  ZP(T)]. 

Soit  encore 

Iât  =  M*(at)-hAM(P)M(Y)1 
H  =Nî(«)-hAN(P)N(T)f 
9  =-P«(«)H-AP(P)P(T); 

on  aura,  d'après  le  caractère  principal  des  formes  définies  réduites, 

*ra*<(t)8D       ou       <(4AA)«, 
d'où,  en  supposant  MK  H  <  Ç, 

(2)  ât<(4AA)>,        J|î«<(tAA)«,        ât*?<(4AA)». 

Or  de  là  résultent  plusieurs  propriétés  essentielles  que  je  vais  d'a- 
bord établir. 

En  premier  lieu,  le  nombre  entier 

12  =  M(a)M(P)M(7ï 
vérifie  la  condition 

.<(0{*: 

car,  d'après  la  première  des  équations  (i).  le  produit  des  deux  fac- 
teurs M(«),  AM(j3)M(v)  ne  peut  dépasser  son  maximum 

d'où  se  tire  la  limite  indiquée. 

Secondement,  les  deux  polynômes  à  coefficients  entiers,  savoir  : 

*(«)  =  N(a)*\1(?)M(Y),         V(x)  =  P(a)M(?)M(T)f 
qui  sont  respectivement  de  la  forme 

4>(a)  =  s  +  aç'-h  x2©",         W(a)  =  ty  -h  a-j/'-h  »*<]/, 

ont  de  même  leurs  coefficients  limités.  En  effet,  on  a,  d'après  les 
relations  (i), 

N(«)<^5,        AM(p)M(T)<âl> 
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donc 

A4>(a)<jn/îï, 

et,  par  la  seconde  des  équations  (a), 

*(a)<4A, 
et  l'on  aura  de  même 

V(a)<4A. 

Soit  ensuite,  puisque  P  et  y  sont  deux  imaginaires  conjuguées, 

<t>(P)  =  ?eQvCT,        *(y)  =  pe-ô^, 
d'où 

p«  =  *(P)*(T)  =  N(P)N(Y)M«(«)M(?)M(Y). 

La  seconde  des  équations  (i)  donne  d'abord 

AN(P)N(y)<«; 
on  tire  ensuite  de  la  première 

M»(a)AM(p)M(ï)<iinî, 

et  l'on  en  conclut  la  limite 

p<2A. 

Ainsi  on  peut  poser,  en  désignant  par  e  et  r4  des  quantités  com- 
prises entre  -+- 1  et  —  i , 

<f>(a)  =  <p  -+-  acp'-f-  a*  cp*  =  4  As, 

4>(Y)  =  <p  -h  70'-+-  y*?*  =  ïAr^c-O*'-1, 


d'où 


donc 


3cp  =  4  A  (e-+-tjcosO), 

3<p'  =  ',  v^Â»[e  -H  r,  cos(0  -h  *  iu)]> 

3o'-4v/Â[£-+.r<coS(e-î37r)]; 

?<ÎA,       ?'<f^Â"«,       T'<ï*/Âf 


et  l'on  obtiendrait  des  limites  semblables  pour  les  coefficients  du 
polynôme  W,  lesquels  donnent  lieu  d'ailleurs  à  la  condition  re- 
marquable 

?T  —  ?'+'=  —  a- 

Cela  posé,  d'apèrs  tout  ce  qui  vient  d'être  établi,  nous  repré- 
senterons la  transformée  déduite  de  la  substitution  effectuée  dans/, 
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F 

non  plus  par  F,  mais  par  =  £,  forme  évidemment  réduite 

en  même  temps  que  F  et  que  j'écrirai  ainsi 

L  M(«)  M(«»     J 

M(P)M(T)r        N(p>        pp)    ]  r       N(T)Y     P(T)Z1 

ou  bien 

Or,  A  croissant  d'une  manière  continue  à  partir  de  A0,  nommons 
A,,  A2,  A3,  ...  la  série  des  valeurs  auxquelles  viennent  successive- 
ment correspondre  des  formes  réduites  distinctes  ^,  ^,,  ^2,  ^3, 

Toutes  ces  formes  seront  comprises  dans  le  même  type  que  £ ,  mais 
on  peut  concevoir  que  l'une  quelconque  d'entre  elles  soit  obtenue 
au  moyen  de  la  précédente,  en  y  introduisant  la  valeur  de  A,  à 
partir  de  laquelle  elle  cesse  d'être  une  forme  réduite,  puis  lui  ap- 
pliquant la  méthode  générale  de  réduction.  En  procédant  ainsi,  le 
calcul  relatif  à  la  série  entière  des  valeurs  de  A,  est  ramené  à  un 
nombre  limité  d'opérations.  En  effet,  le  nombre  entier  désigné 
d'une  manière  générale  par  û,  et  les  coefficients  entiers  des  poly- 
nômes $  et  W  ayant  des  limites  finies,  on  arrivera  nécessairement 
à  deux  valeurs  de  A,  A/  et  A/,  auxquelles  correspondront  deux 
formes,  S^  £/',  qui  représenteront  absolument  la  même  combinai- 
son de  ces  quantités.  Faisant  donc  croître  A,  dans  4r/',  à  partir  de  la 
limite  A/,,  on  verra  se  reproduire,  dans  le  même  ordre,  les  divers 
termes  ^/+1,  «f/+2?  ...  de  la  suite  obtenue  pour  le  premier  inter- 
valle de  A,  à  A/',  et,  jusqu'à  la  limite  extrême  des  valeurs  de  A, 
l'ensemble  des  formes  réduites  sera  cette  série  d'un  nombre  fini 
de  formes,  reproduite  une  infinité  de  fois. 

En  la  considérant  d'ailleurs  dans  l'ordre  inverse,  elle  offrirait  le 
résultat  d'un  système  d'opérations  où  l'on  aurait  fait  décroître  la 
quantité  A  d'une  manière  continue  depuis  A/' jusqu'à  A/;  l'ensemble 
des  formes  correspondantes  aux  valeurs  indéfiniment  décroissantes 
de  A  sera  donc  encore  la  même  suite  prolongée  à  l'infini  dans  un 
sens  opposé. 
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Si  ce  n'est  pas  trop  présumer  de  votre  indulgence  et  si  j'avais 
réussi  à  vous  intéresser  un  peu  à  ces  recherches,  je  m'estimerais 
bien  heureux  de  vous  adresser  encore  ce  qu'il  pourra  m'arriver  de 
rencontrer  dans  la  même  voie.  Après  avoir  prouvé  que  les  pro- 
priétés précédentes  sont  caractéristiques  pour  les  racines  de  toutes 
les  équations  du  troisième  degré  à  coefficients  entiers,  je  me  suis 
arrêté  à  quelques  recherches  sur  l'équation  M(a)M((J)M(y)  =  1 
dont  je  pense  obtenir  la  solution  complète.  Mais  je  désirerais  sur- 
tout pouvoir  vous  soumettre  un  Travail  sur  les  équations  modu- 
laires, dans  lequel  j'ai  établi  une  proposition  énoncée  dans  les 
Œuvres  posthumes  de  Galois,  imprimées  dans  le  Journal  de 
Mathématiques,  et  qui  consiste  en  ce  que  les  équations  modu- 
laires du  sixième,  huitième  et  douzième  degré  peuvent  être  abais- 
sées respectivement  au  cinquième,  septième  et  onzième  degré.  Je 
me  suis  proposé  en  même  temps  de  retrouver  ces  relations  si  sin- 
gulières que  vous  avez  le  premier  découvertes  entre  les  racines  M, 
M',  M*,  ...  de  l'équation  F  (À-,  M)  =  o,  mais  je  n'ai  pu  y  réussir 
malgré  tous  mes  efforts.  Ces  premières  propriétés  d'irrationnelles 
algébriques,  non  exprimables  par  radicaux,  me  paraissent  du  plus 
grand  intérêt;  comme  les  propriétés  des  racines  des  équations  re- 
latives à  la  division  du  cercle,  elles  serviront  de  point  de  départ 
pour  pénétrer  plus  avant  dans  la  théorie  générale  des  équations. 
Ne  publierez-vous  donc  pas  un  jour,  Monsieur,  les  principes  si 
cachés  qui  vous  ont  conduit  à  ces  beaux  théorèmes?  Il  me  semble 
que  ce  serait  encore  une  voie  nouvelle  que  vous  ouvririez  aux  re- 
cherches des  géomètres,  dans  une  des  théories  les  plus  vastes  et 
les  plus  difficiles. 
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Troisième  Lettre. 


Je  dois  à  l'obligeance  de  M.  Borchardt  d'avoir  reçu  votre  der- 
nière Lettre  qui  m'a  été  bien  précieuse,  en  portant  à  ma  connais- 
sance l'écrit  de  M.  Gauss  sur  les  formes  quadratiques  ternaires. 
Permettez-moi  de  vous  remercier  aussi  de  toutes  les  autres  indica- 
tions que  vous  avez  eu  la  bonté  de  me  donner,  mais  dont  mon 
ignorance  de  la  langue  allemande  m'empêche  malheureusement  de 
profiter  comme  je  le  souhaiterais.  C'est  M.  Borchardt  lui-même  qui 
a  bien  voulu  me  traduire  l'article  de  M.  Gauss,  mais  jusqu'ici  je 
n'ai  pu  trouver  personne  pour  me  continuer  le  même  service,  et, 
à  mon  grand  regret,  je  reste  complètement  étranger  aux  travaux 
de  M.  Kummer  sur  les  nombres  complexes,  qui  m'intéresseraient 
vivement. 

Comme  vous  le  savez,  Monsieur,  le  but  de  mes  premières  re- 
cherches avait  été  d'examiner  le  nouveau  mode  d'approximation 
que  vous  avez  donné  en  établissant  l'impossibilité  d'une  fonction  à 
trois  périodes  imaginaires.  Ce  n'est  que  longtemps  après  que  j'ai 
vu  comment  cette  question,  et  une  infinité  d'autres  du  même  genre, 
dépendaient  de  la  réduction  des  formes  quadratiques.  Mais,  une 
fois  arrivé  à  ce  point  de  vue,  les  problèmes  si  vastes  que  j'avais 
cru  me  proposer  m'ont  semblé  peu  de  chose  à  côté  des  grandes 
questions  de  la  théorie  des  formes,  considérée  d'une  manière  gé- 
nérale. Dans  cette  immense  étendue  de  recherches  qui  nous  a  été 
ouverte  par  M.  Gauss,  l'Algèbre  et  la  Théorie  des  nombres  me 
paraissent  devoir  se  confondre  dans  un  même  ordre  de  notions 
analytiques,  dont  nos  connaissances  actuelles  ne  nous  permettent 
pas  encore  de  nous  faire  une  juste  idée.  Peut-être,  cependant, 
doit-on  entrevoir  qu'il  appartiendra  à  celte  partie  de  la  science, 
constituée  ainsi  sur  ses  véritables  bases,  d'offrir  le  tableau  de  tous 
les  éléments,  en  nombre  fini  ou  illimité,  dont  dépendent  les  ra- 
cines des  équations  algébriques,  séparées  en  ypes  irréductibles  et 
classés  suivant  leurs  rapports  naturels. 

Je  ne  sais  si  j'aurai  réussi  à  faire  un  premier  pas  vers  un  but  si 
éloigné,  en  donnant  une  méthode  pour  la  réduction  des  formes  bi- 
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naires  de  degré  quelconque  (*).  J'essayerai  plus  tard  de  poursuivre, 
sous  ce  point  de  vue,  les  conséquences  des  résultats  que  j'ai  ob- 
tenus, mais,  jusqu'à  présent,  j'ai  été  plutôt  préoccupé  de  la  re- 
cherche des  principes  propres  à  la  réduction  des  formes  les  plus 
générales  composées  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  ques- 
tion capitale  et  qui  peut-être  sera  bien  au-dessus  de  mes  forces. 
Voici  néanmoins  sur  ce  sujet  un  premier  théorème  destiné  à  pré- 
senter, dans  le  sens  le  plus  étendu,  la  notion  des  formes  adjointes 
de  M.  Gauss. 

Soit 
(1)  X  =/(#,,  xu  ...,  rn) 

l'expression  générale  d'une  fonction  homogène  du  mième  degré 
et  n  variables.  Faisons 

,    x  dX  dX  dX 

(a)  as;-'"     <^='"     ••••     e;='-; 

par  V élimination  dex{J  x2,  • .  -;  xn  on  arrivera  à  une  équation 

(3)  w(X,.Xi,^t,  ....y„)  =  o. 

Cela  étant,  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  X  se- 
ront ce  que  j'appellerai  les  formes  des  divers  degrés  adjointes 
ck  f(x{,  jr2l  . ..,  xn),  et  je  les  désignerai  généralement,  en  sup- 
posant égal  à  l'unité  le  coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevée 
de  X,  par 

Or  on  aura  le  théorème  suivant,  comme  conséquence  immédiate 
de  la  définition  qu'on  vient  de  proposer  : 

La  fonction  homogène 

f(xu  xt,  . . .,  x„) 
devenant 

F(Xi,  Xj,  .. .,  Xrt), 
par  la  substitution 

Xi  =  ax  Xt  -+-  at  Xj  -h . . .  -h  an  X„, 
x%  =  bx  X,  -+-  bf  Xj  -h . . .  -+-  bn  X„, 


xn=  li  X,  -t-  /,Xj-+-..  . -î-  /ftX„, 


(«)  Journal  de  Crelle,  t.  36,  p.  357,  et  P-  84  de  cc  Volume. 
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si  l'on  désigne  par  G  la  forme  adjointe,  composée  avec  1er 
coefficients  de  F,  comme  g  est  composée  avec  les  coefficients 
de  f,  on  aura 

giyu y*,  ••.,/«)  =  G( Ylf  Y„  . . .,  Y„), 
en  prenant 

Yi  =  ctifi  -h  6,^,  + . . .-+-  hyny 

Yt  =  atyx  -+-  b2yt  -h ...  -4-  ltyny 

» 

Y*=  anyx  -f-  bnyt  -f-. .  .-h  lny„. 

Mais  il  importait  surtout  d'obtenir  le  résultat  général  de  l'éli- 
mination des  variables  xt,  x2,  ....,  xfl,  entre  les  équations  (i) 
et  (2).  Voici  comment  on  peut  y  parvenir  : 

Soit 

o  =  x--/^,  «„ ...,  Xn)^^^^^r^^yn)- 

une  nouvelle  fonction  homogène  du  mlème  degré  de  x%,  x2l  ...,  xn; 
j'observe  que,  au  moyen  des  équations  proposées,  les  suivantes  ont 

lieu,  savoir  : 

9  =  0 
et 

do  do  do 

dxx  dxt  •  dxn 

Elles  se  réduisent  en  effet  à  des  identités,  en  mettant  à  la  place 
de  X,  d'une  part,  et  de  y,,  y2,  . . .,  yn,  de  l'autre,  leurs  valeurs 
en  #,,  x2,  . . .,  x„,  telles  que  les  donnent  les  équations  (1)  et  (2). 
Donc  la  question  est  ramenée  à  l'élimination  de  xt,  x2,  .  •-,  xn 
entre  les  équations  homogènes 

do  do  do 

car  l'équation  y  =  o  rentre  dans  celles-là,  et  on  peut  l'omettre. 

Ainsi,  représentant  la  forme  f  par  la  somme  des  valeurs  du 
produit 

^••■*ÏA/|f/| ,., 

lorsqu'on  attribue  aux  quantités  i  tous  les  systèmes  de  valeurs  en- 
tières et  positives  qui  vérifient  la  condition 

*i-+-  i\ -*--.. -+-  in  =  "*, 
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et  désignant  par 

i  =  o 

la  relation  entre  les  coefficients  A  qui  résulte  de  l'élimination  de 
X|,  x2,  . . .,  xn  entre  les  équations 


df  df 


_ df_ 

dxx       v>  <£rj       "'         "  "  '  dxn 


on  aura  le  théorème  suivant  : 

L'équation 

iKX.^i,^,,  ...,r«)  =  o 

s'obtiendra  en  remplaçant  A,-n/t I(i,  cfa/i$ 

i  =  o, 
par 

y'i  y't .  .  .  y'» 


(«i,  i"a, . . .,  i„)  étant  le  coefficient  numérique  de  y**  y**. .  .y1;  dans 
le  développement  de  la  puissance  polynomiale 

On  observera  seulement  qu'il  y  aura  lieu  de  supprimer  comme 
facteur  étranger  une  certaine  puissance  de  X,  ce  qui  n'altère  en 
rien  la  forme  analytique  du  résultat  que  je  viens  d'obtenir. 

L'application  aux  formes  quadratiques  est  bien  simple.  La  forme 
proposée  étant 

n         n 

/=  2dt  2j  aijTjXj, 
sous  la  condition  ordinaire 
la  forme  adjointe  g  sera 

n  n 

V»    V     dD 

b  étant  le  déterminant  de  la  forme  /. 
Je  prendrai  encore  comme  exemple  les  formes  cubiques  binaires 

/  =  ht2  -+-  3  bx*y  -*-  3  cry*-  ■+■  ey*. 
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Dans  ce  cas,  l'expression  désignée  par  £  coïncide  avec  le  déter- 
minant unique  de  la  forme,  tel  que  je  l'ai  obtenu  dans  la  théorie 
de  la  réduction,  et  le  coefficient  du  second  terme  de  l'équation  en  X 
donne  la  forme  adjointe 


i  IdS    ,      dî    ,        dî      ,      dî     \ 

i\d-ax^Tbxt^Tcxy^Ten 


—  7  [(ae*  —  $bce  -+-  •>.c*)x* —  S  (ace  —  ib*e  -h  bc*  )x*y 

-h  3(2ac*  —  abe  —  b*c)xy* —  (3 abc  —  aïe  —  *b*)y*]. 

En  étudiant  cette  forme  que  je  trouve  dans  un  des  Mémoires  de 
M.  Eisenstein,  j'ai  reconnu  qu'elle  se  déduisait  de  /",  en  y  rem- 
plaçant les  variables  par  les  deux  expressions  linéaires 

d*  d<b 

dx  dy 

<ï>  étant  l'expression  quadratique 

(ac  —  b*)y*  —  (ae  —  bc)xy  -4-  (be  —  c*)x*, 

considérée  encore  par  M.  Eisenstein,  et  par  moi-même  dans  la 
jNotc  du  Journal  de  Crelle,  sous  la  forme 

(a-?)Mr-ï^),  +  (?-T),(7-»^),-+-(ï-*),(^-?^A 
a,  j3,  y  étant  les  racines  de  l'équation 

ax*  -+-  3  bx*  -h  3  ex  -+-  e  =  o. 

Maintenant,  Monsieur,  je  reviens  à  la  théorie  des  formes  qua- 
dratiques, pour  essayer  de  vous  compléter  quelques  points  de  la 
dernière  Lettre  que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  écrire.  Et  d'abord, 
j'ai  dû  reconnaître  que  ce  qu'on  devait  se  proposer  avant  tout,  dans 
la  théorie  de  la  réduction,  était  de  découvrir  les  valeurs  entières 
des  indéterminées  pour  lesquelles  une  forme  définie  donnée  était 
la  plus  petite  possible.  De  là,  en  effet,  se  tireraient  les  consé- 
quences suivantes  : 

i°  En  cherchant  la  série  des  minima  de  la  forme  binaire 

x* 

(y  —  axy-+.-y 


LETTRES  SUR  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES.  I.fl 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  la  quantité  A  croissant  d'une 
manière  continue  de  zéro  à  l'infini,  les  diverses  fractions  —  re- 
présenteraient V  ensemble  des  réduites  de  la  fraction  continue 
équivalente  à  a. 

i°  En  cherchant  de  même  la  série  des  minima  de  la  forme  ter- 
naire 

x% 
\(z  —  ax)*  -f-  B(^  —  bx)*  -f-  —  • 

où  A  et  B  sont  deux  quantités  positives  quelconques,  a  et  b  deux 
quantités  réelles,  toutes  les  fractions  -  >  —  auraient  ce  caractère 
essentiel  quen  choisissant  un  dénominateur  x 0  moindre  que  x, 

deux  autres  fractions.  — ,  —  »  donneraient  nécessairement 

J  '  x0    x0 

À(s0—  ax0)*  -h  BO'o  —  bx0)*  >  \(z  —  ax)*  -+-  B(^—  bx)*. 
(jar,  si  cette  inégalité  n'avait  pas  lieu,  l'expression 

À(*0  — aa?o)f-*-B<  Vo-fcro^-H  ^ 

A 

serait  moindre  que 

A(s  —  ajr)*-HB(r—  bf)*+-  %\ 

<lonc  cette  dernière  ne  serait  pas,  comme  on  l'a  supposé,  un  mi- 
nimum. 

Cela  étant,  si  Ton  observe  qu'on  peut  toujours  faire 

A{z-ax)*+B(y-bxy-rÇ  <^/?^, 

et  a  fortiori 

À(*  -  «w)«+B(;-  bxy  <  W^-f 

on  voit  que,  en  faisant  croître  continuellement  A,  la  série  des  frac- 
lions-»  —  converge  indéfiniment  vers  les  limites  a  et  è,  et  que, 

pour  chaque  approximation,  la  somme  des  carrés  des  erreurs 
-  —  ax,y  —  bx,  multipliés  par  les  constantes  A  et  B,  est  un  mini- 
mum, c'est-à-dire  que  cette  somme  augmente,  si  le  dénominateur 
commun  x  diminue. 
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Ce  qui  précède  indique  suffisamment  une  infinité  d'autres  con — — ~ 
séquences  analogues,  qui  toutes  viennent  dépendre  de  la  recherche  ^ 
difficile  dune  limite  précise  du  minimum  d'une  forme  définie  quel-     " 
conque.  Là-dessus  je  ne  puis  former  qu'une  conjecture.  Mes  pre- 
mières recherches,  dans  le  cas  d'une  forme  à  n  variables  de  déter- 
minant D,  m'avaient  donné  la  limite 

je  suis  porté  à  présumer,  mais  sans  pouvoir  le  démontrer,  que  le 

coefficient  numérique  (-?)*  doit  être  remplacé  par 

Comme  application  des  mêmes  principes,  je  considérerai  en- 
core la  question  suivante  : 

Etant  donnée  une  expression  imaginaire  a  +  b\ —  i  :  dé- 
terminer les  entiers  complexes 

x-^-yyJ—x,         t  -r-  u  / — '» 

pour  lesquels  la  norme  de 

(x  -h y  v^7)  (a  -.-  b  s'~\)  —  (/  -h  u  /^7,) 

soit  la  plus  petite  possible,  sous  la  condition  que  x2  H-  y-  soit 
au-dessous  d'une  certaine  limite. 

On  cherchera  les  minima  successifs  de  la  forme  à  quatre  va- 
riables 

T"  -4-  V* 

f  =  (aj  —  by—t)*-*-(ay  -+-  bx—u)*-\ =—  , 

pour  toutes  les  valeurs  de  A;  les  diverses  fractions  complexes 

auxquelles  on  parviendra  ainsi,  jouiront  de  cette  propriété  carac- 
téristique que  le  module  de  la  différence 


a  -\-b  y —  i î-^ 

x  -h  y  /- 
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croîtra  nécessairement  en  prenant  toute  autre  fraction  dont 
le  dénominateur  aurait  un  module  moindre. 

Mais  une  autre  propriété  de  ces  fractions  les  rapprochera  en- 
core davantage  des  réduites  de  la  théorie  des  fractions  continues. 
Soient 

/  -f-  u  y/—  i  /0  -+-  Mo  j —  ' 

x-+-yj~%       *•<>-+- ./0/-T7' 

deux  fractions  différentes  qui  correspondent  à  deux  minima  con- 
sécutifs de  la  forme  /,  de  sorte  que  les  deux  valeurs  de  A  qui  ont 
donné  lieu  à  ces  deux  fractions  soient  infiniment  peu  différentes 
Tune  de  l'autre.  Alors,  en  observant  que  le  déterminant  de  /est 
en  général  —  >  le  premier  minimum  donnera,  en  admettant  la  con- 
jecture ci-dessus, 

(ajr  —  by  —  t)*  +  (ay  +  bx  —  u)*  +  X  ""*"•>■<  ^     ' 

A  /5  /A 

et  le  second 

(ajr0  -  by0  -  /„)*  h-  (ay0  -f-  bx0  -  u0)*  -h  X°  ^°  <  ^-_  -,^=> 

a>  désignant  une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra.  Cela  posé, 
multiplions  ces  deux  inégalités,  membre  à  membre;  on  trouvera, 
en  employant  une  formule  bien  connue  (*), 

ajr  --/>>'—/)( ax0  —  by0  —/<>)-+- (ay -r-bx—u)(a r0 --  bx0 — u0 )  -h  '  •---  ( 

/a  (A -h  wn 

-    (ftJC  —  by —  /  )(<*y0 •+•  bx0  —  Mo) -+- (a^o  —  by0 —  O (ay-i'bx—tt)-*-^  °  ( 

/A(A-+-w») 

Va~  co  —  /Â)[/tC  VVn  —  yjfl)  +  ^(roy  +  .rro)-'-/ft.r  —  f/0  y]  -hy/Adf  r0—  r/0r~  /p.r —  y,,/;  j 
t  / A -r- fa>  —  y/Â)  [^ ( yx0 -+- xy0 ) -h b (xx0  —yy<, )  —  tny  —  "o r\  +  y/\ (  ty0  —  t0y+  ux0—  //0.r ) /: 

<  |/5  v/A(A-hto~)  ' 
d'où,  en   négligeant  les  deux  premiers  carrés  et  introduisant  la 

(  *  )  La  formule  d'Eulcr,  qui  donne  sous  la  forme  d'une  somme  de  quatre  carrés 
le  produit  de  deux  sommes  de  quatre  carrés,  suit  immédiatement  de  ce  que  le 
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condition  que  w  esl  infiniment  petit, 

et,  par  conséquent, 

Ainsi,  la  norme  du  numérateur  de  la  différence  de  deux  fractions 
complexes  consécutives  est  V unité;  on  eût  obtenu  V unité  ou  le 
nombre  deux,  en  employant  dans  l'expression  du  minimum  de/ 

le  facteur  (  ^  Y  au  lieu  du  coefficient  hypothétique  jp  (*  ). 

La  méthode  précédente  s'applique  encore  aux  nombres  com- 
plexes x  -f-  y>J —  ^,  dont  la  théorie  est  plus  difficile  et  sur  laquelle 


produit  des  deux  déterminants  (ad  —  bc),  (a'd'  —  b'c')  est  le  déterminant  du 

système 

l' aa'  -h  bc\    ab'  —  biV  ~| 

|_  ca'  -h  dc\    cb'  ;  dd'  J 
Kn  eiïct,  il  suffit  de  supposer 

a  —  p  -h  q  \l—  1,       6  :-  /•  -h  s  yj —  1,        c  =  —  r  +  s  \/—  1,       d  —  p  —  q  |/—  1, 
a' —  p'  -  g' \f—ij      b'  --  /•'-»-  5'^-  1.       c'  =  —  /•'-+-  4'  y7—  1,      d' =  p' — g'  ^—  1 

pour  obtenir 

(/r  4-  ?2  -h  r-  -h  s2  )  (//=  ■+■  q'2  -+-  r'2  -4-  .t'2) 

—      (pp'—  qq  —  rr'  —  ss')-~+-  (pq'-+-  qp' -+-  rs'  —  sr'  )2 
-+■  (pr  —qs'  -h  rp'-\-  sq')2-+-  (ps'-hqr'  ■+■  p' s  —  q'  r)7. 

Celle  de  Lagrangc  vient  en  mettant  q  \/  A,  r\I'Ù,  s^V'**  ...  au  lieu  de  g,  r,  *,.... 
(')  M.  Hermite  a  repris  cette  question  dans  un  Mémoire  ultérieur  en  se  ser- 
vant des  formes  quadratiques  binaires  à  indéterminées  conjuguées,  et  démontré 
rigoureusement  que  la  norme  est  bien  égale  à  un. 

On  doit  remarquer  que  la  limite  hypothétique  - — ^^  Ç  I)  admise  par  M.  Her- 

y/n-i 
mite  est  trop  faible.  Pour  n  =  4i  elle  ne  donne  déjà  plus  la  limite  supréieurc  du 
minimum.  En  effet,  cette  limite  est  alors,  d'après  MM.  Korkine  et  Zolotareff, 
V^yD,  et  c'est  là  une  limite  précise  que  Ton  ne  peut  abaisser.  Comme  /à  sur- 
passe —  >  la  limite  hypothétique  est  trop  faible.  Si  l'on  reprend  le  calcul  ci-dessus, 
V5 

en  remplaçant  —  par  y/*,  on  retrouve  d'ailleurs  le  résultat  de  M.  Hermite,  qui 
se  trouve  alors  aussi  complètement  établi  par  celte  voie.  E.  P. 
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j  e  me  propose  de  revenir.  Mais  ce  n'est  qu'au  moyen  de  la  réduc- 
tion de  formes  de  degrés  plus  élevés  qu'on  pourra  résoudre  les 
cquestions  analogues  à  la  précédente,  dans  lesquelles  entreraient 
les  nombres  complexes  réels  x  -\-y  \fn  et  ceux  qui  dépendent  d'ir- 
srationnelles  numériques  plus  compliquées  que  les  radicaux  carrés. 

Voici  maintenant  une  autre  série  de  questions  importantes  dont 
la  solution  dépend  encore  de  la  recherche  du  minimum  d'une 
tforme  quadratique  et  qu'on  peut  comprendre  dans  cet  énoncé  gé- 
néral : 

Trouver,  en  nombres  entiers,  le  minimum  du  produit  d'un 
certain  nombre  de  /onctions  linéaires  et  homogènes,  à  coeffi- 
cients réels  ou  imaginaires. 

Nommons 

f\  >     ft  »      •  •  •  »     fn 

les  fonctions  linéaires  à  coefficients  réels, 

#1»      gl>       ••-,      gn'\  hu      ht,      ....      hH' 

les  fonctions  à  coefficients  imaginaires,  gi  et  A,  étant  des  fonctions 
conjuguées.  Si  l'on  suppose  que  leur  produit  prenne  la  plus  petite 
valeur  possible  en  attribuant  aux  indéterminées  les  valeurs  en- 
tières x  =  x0}  y  =yo,  • .   ,  et  qu'on  désigne  alors  par 

f\>     /if       •••»     fn 

ce  que  deviennent  les  facteurs  linéaires  réels,  et  de  même  par 

«■0  /,0.  o-O  /,0.  /yO,  /,  0, 

les  diverses  couples  de  facteurs  conjugués,  je  dis  que  la  forme 
quadratique 

\f\)  ■  \f'V     ■■^Xn)  +a*îA!  +  V.aj  +-"+a/rt-Av 

sera  elle-même  la  plus  petite  possible  pour  x  =  .r0,  y  =yQj 

Supposons,  en  effet,  qu'on  puisse  avoir 


w+w-~® 


^  *   _o  Lu   ^  z    ~a  La   ""T"*"*-  ^       «    »  „     —  »«» 


II.   —   I.  10 
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M  étant  moindre  que  n  +  sn';  comme  le  produit  des  facteurs 


a)    \rv  \7î)  '"{71)  \im)  \m)  "ijs^) 


sera  toujours  inférieur  à  son  maximum 

/         M         \n-Hn' 

la  supposition  de  M</i  +  2/i'  conduirait  à 

et,  par  suite,  le  produit  des  facteurs  linéaires  ne  serait  pas,  contre 
l'hypothèse,  le  plus  petit  possible  pour  x  =  x0,  y=y0,  . ...  J'a- 
joute qu'en  faisant  M  =  n  -f-  2  n1  le  produit  (a)  ne  pourra  atteindre 
son  maximum  ou  l'unité  qu'autant  qu'on  aura 

m--  (/})v m- 

g\h\  ~!'         ^Ag  "f'        ••"        rf'AJ.-   ' 

Nous  voici  donc  encore  conduit,  comme  vous  le  voyez,  Mon- 
sieur, à  cette  recherche  singulière  de  tous  les  minima,  d'une 
forme  quadratique,  correspondant  aux  divers  systèmes  de 
valeurs  de  plusieurs  paramètres  qu  il  faudra  supposer  passer 
par  tous  les  états  possibles  de  grandeur.  Telle  est  du  moins  la 
voie  qui  nous  est  ouverte,  par  l'analyse  précédente,  pour  la  solu- 
tion de  nombreuses  questions,  parmi  lesquelles  je  choisirai  celle-ci  : 

cp(a)  désignant  un  nombre  entier  complexe,  composé  avec 

une  racine  a  de  l'équation  F(x)  =  oà  coefficients  entiers,  celui 

du  premier  terme  étant  l'unité,  trouver  toutes  les  solutions  de 

V équation 

Norme  <p(a)  =  1. 

Soit  M  un  minimum  d'une  quelconque  des  formes  définies 

,  „  T(Pi)?(Tt)    .  ,  ?(fr)?(T.)   ,         .  ,  ?'M ?(?.-> 
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dans  lesquelles  a, ,  a,,  . . .,  a„  désignent  les  racines  réelles,  et  (î, ,  y,  ; 
Pa>  Y2»  •  •  "  »  ?"'>  Y71'  'es  couples  des  racines  imaginaires  de  l'équa- 
tion F(.r)  =  o.  En  faisant,  pour  abréger,  /i+2/i'=  m,  on  déduira 
de  la  limite 

m<(1)^"YB, 

où  D  est  le  déterminant  de  <ï>,  la  relation  suivante  : 

Norme  **(«)<(!)  —, 

dans  laquelle  A  représente  la  valeur  absolue  de  l'expression 

F'(«1)F'(«1)...F'(MF'(Y«'). 

et  où  n'entrent  plus  les  valeurs  de  A«,  A2,  . . .,  K4,  K2, 

Donc,  quelles  que  soient  les  quantités  A,,  A2,  . . .,  KW',  le  mini- 
mum de  <I>  conduit  à  une  valeur  toujours  limitée  pour  la  norme 
de  <p(a);  mais  ce  qui  a  été  établi  précédemment  fait  voir,  de  plus, 
qu'en  faisant  passer  A|,  A2,  . . .,  K^,  K2,  . . .  par  tous  les  états  pos- 
sibles de  grandeur,  on  obtiendra  nécessairement  toutes  les  unités 
complexes,  toutes  les  solutions  de  l'équation 

Norme  cp(a)  =  i. 

Considérons  une  solution  particulière  telle  que  N  cp0(a)=  i ,  elle 
sera  donnée,  par  le  minimum  de  <p,  dans  l'hypothèse  suivante  : 


L<?o(*i)J         L?o(ai)J  L<?o(a„)J 


,  a  ?(?i)?(Ti)     ,        ,  a   ?(M?W  , 
?o(Pi)?o(ïi)       '"  ?o(M?o(Y»0 

Mais  ne  pourrait-il  pas  exister  deux  ou  plusieurs  autres  représen- 
tations distinctes  du  même  minimum  et  conduisant,  par  suite,  à 
de  nouvelles  solutions? 

Observons,  à  cet  effet,  qu'on  a  les  conditions 


Uo<*i)J     '     L?o(«i)J     '     ••••     Lto(*i.)J  " 

?(pi)y(Y»)  = .  t(Mt(ti»0  =  . 

?o(Pi)?o(Ti)         '         '"'         ?o(M?o(Y«0         ' 
déjà  établies  précédemment,  de  sorte  qu'en  supposant  l'équation 
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F(jj)  =  o  irréductible,  si  l'on  prend  ^(a,)  =  39(a,),  la  même  équa- 
tion aura  lieu  pour  toute  autre  racine  réelle  ou  imaginaire,  et  il  en 
serait  de  même  en  partant  de  la  condition  o (a,)  =  —  ^0(a,).  Or, 
le  premier  cas  conduit  nécessairement  à  x  =  x<hy=yQ:  . ..,  et  le 

second  k  x  =  —  x0,  y  =  —  yQl 

Mais,  si  toutes  les  racines  étaient  imaginaires,  la  démonstration 
serait  en  défaut;  dans  ce  cas,  on  est  conduit  à  détacher  de  l'en- 
semble général  des  solutions  un  certain  nombre  d'entre  elles  qui 
offrent  ce  caractère  singulier  de  donner  lieu  à  des  entiers  corn- 
plexes  dont  le  module  analytique  est  l'unité.  Ainsi  du  mini- 
mum de  la  forme 

?ol?i)?o(TiJ        Ço(?t)?o(Y«)       ""       ?o(?jt')?o(T«') 

on  déduira  non  seulement 

<?f?i)  =?.(?.),     ?rYi)=?o(Ti),     ..-,    ï(W  =  ?t(M.    ?fï-')  =  ?#(!•'). 

mais  encore 

T(?i)  =  ?o(?i)*(?i),        ?(ïi)=?o(Ti)+(ït). 
?(3„0  =  ?0(3i.  )*(?*.-).        ?<ï*0  =  ?o(Y«')<Ky«'), 

les  nombres  entiers  complexes  '}  satisfaisant  aux  conditions  sui- 
vantes : 

*(?i)+(Ti)=«.        *(?î)*(Tt)  =  ".        ••-.        +^?«0*(Y*)=  ■• 

et  Ton  pourra  en  faire  abstraction  puisqu'ils  peuvent  être  déter- 
minés d'avance.  J'ai  trouvé,  du  moins,  qu'ils  ne  pouvaient  être 
que  de  cette  for/ne,  savoir: 

I  -7-V-» 

Ai  =  e  ' 

A'  et  l  étant  entiers.  Le  dénominateur  /  est  sans  doute  égal  au 
nombre  in'-{-  i,  mais  je  n'ai  pu  encore  suffisamment  approfondir 
toutes  ces  circonstances  qui  me  paraissent  bien  singulières. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  considérations  qui  précèdent  établissent 
qu'on  n'aura  jamais  à  rechercher  qu'une  seule  représentation,  en 
nombres  entiers,  de  chacun  des  minima  distincts,  donnant  lieu 
à  une  unité  complexe,  qu'offrira  la  forme  $,  lorsque  les  quantités 

Ai,     A  2,     ...,     An,         Ki,     K;,     ...,     K*' 
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passeront  par  tous  les  états  possibles  de  grandeur.  Mais,  une  fois 
amenés  à  cette  nouvelle  recherche,  il  faut  recourir  à  la  théorie  de 
la  réduction  des  formes  quadratiques  quelconques.  Je  vais,  avant 

tout,  définir  ce  que  j'appelle  réduire  une  forme  donnée  ('). 
Soient/ cette  forme,  et/',  /",  ...  la  série  entière  de  toutes  celles 

qui  lui  sont  équivalentes,  et  que  je  représenterai,  d'une  manière 

générale,  par 


/=2/2/ay''*l'*,y' 


en  supposant  que  les  coefficients  des  carrés,  rangés  par  ordre  crois- 
sant de  grandeur,  soient 

<*itfi    ojj,     ...,    ann. 

Cela  étant,  nous  subdiviserons,  progressivement,  l'ensemble  de 
toutes  les  formes  équivalentes,  en  réunissant  dans  un  même  groupe  : 

i°  Toutes  les  formes  où  at^  a  la  plus  petite  valeur  possible; 

2°  Parmi  celles-ci,  toutes  celles  où  a2,2  est  également  un  mi- 
nimum ; 

3°  Parmi  les  précédentes,  celles  où  a3)3  est  encore  un  minimum  ; 
et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  qu'après  avoir  épuisé  la  série  a1)t, 
^2,2)  •  •  -,  ««,«  on  arrive  à  une  ou  plusieurs  formes  dont  les  coeffi- 
cients des  carrés  sont  nécessairement  les  mêmes. 

Ces  formes  offrent  un  caractère  essentiel  qui  consiste  en  ce  que 
toutes  les  expressions  quadratiques 

(a fj,  aih  ajj) 

sont  réduites.  On  peut  établir  qu'on  a  la  limite 

ul  étant  un  coefficient  numérique  ne  dépendant  que  du  nombre  n 
des  variables;  mais  je  ne  m'arrêterai  pas  à  la  démonstration. 

Revenons  au  dernier  groupe  de  formes  équivalentes  auquel  nous 
venons  de  parvenir,  il  pourra  être  subdivisé  de  nouveau,  d'après  la 


(*)  Il  est  clair,  d'après  les  opérations  indiquées,  qu'il  s'agit  seulement  ici  de 
formes  définies.  E.  P. 
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grandeur  des  déterminants 

A/,, =ai,iaJ.J—  «?.„■• 

en  réunissant  ensemble  : 

i°  Toutes  les  formes  où  Al%2  sera  le  plus  petit  possible; 

i°  Parmi  ces  dernières,  toutes  celles  où  Al?3  est  également  un 
minimum  ; 

3  '  Parmi  les  précédentes,  celles  où  A,.,  est  encore  un  minimum  : 
et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  qu'après  avoir  épuisé  la  série 


on  passe  à  la  suivante 
puis  à  celle-ci 


Ai»,     A|tj.     — »     Ai,., 
•*j  a»     At  v Aj  „, 


i3,i, 


Aj  -..     . . .,     A^  „, 


et  Ton  continuera  jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé,  en  dernière  ana- 
lyse, à  une  ou  à  plusieurs  formes  offrant  des  valeurs  numériques 
égales,  pour  toutes  les  quantités  A/,y. 

Mais  il  est  évident  qu'alors  les  valeurs  absolues  des  coefficients 
fti j  sont  pareillement  les  mêmes.  Or  la  forme  unique  qu'il  faudra 
définit i\ement  choisir  pour  réduire  s'obtiendra  par  la  considéra- 
tion des  déterminants  ternaires 

en  opérant  eomme  on  a  fait  précédemment  a\ec  les  fonctions  \g-j. 
Les  formes  réunies  en  dernier  lieu,  offrant  les  mêmes  valeurs  des 
diverses  expressions  A/.y^-,  deviendront  identiques  ('),  en  rendant 
positifs  par  exemple,  comme  cela  est  toujours  possible,  tous  le> 
coefficients  axj. 

Réduire  une  forme  donnée/,  ce  sera  donc  chercher  la  transfor- 
mation de  cette  forme  en  la  réduite;  équivalente  telle  qu'elle  \ient 
d'être  définie.  Cette  réduite,  comme  vous  le  voyez,  Monsieur,  n'est 
pas  celle  à  laquelle  conduit  la  méthode  que  j'ai  eu  l'honneur  de 
vous  soumettre  dans  ma  dernière  Lettre.  Il  y  aura  donc  lieu  d'es- 


(  '  )  Si  certains  «les  coefficients  au(i  -  ?,  3,  ...,//)  étaient  nuls,  on  n'obtien- 
drait pas  nécessairement  ainsi  l'identité  des  deux  formes,  niais  il  est  facile  de 
combler  celte  lacune  de  manière  à  avoir  toujours  une  réduite  unique.       E.  P. 
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pérer  une  nouvelle  substitution,  mais  jusqu'ici  je  n'ai  vu  d'autre 
moyen  à  employer  que  celui  qui  est  indiqué  par  l'analyse  précé- 
dente et  qui  consiste  à  former  la  série  entière  des  formes  aux  plus 
petits  coefficients  des  carrés.  Seulement,  il  est  facile  de  démontrer 
que  leur  nombre  a  une  limite  indépendante  du  déterminant  et 
qui  est  fonction  uniquement  du  nombre  des  indéterminées. 

Dans  le  cas  des  formes  ternaires,  les  réduites  jouissent  d'une  pro- 
priété qui  mérite  peut-être  d'être  remarquée,  car  elle  ne  me  pa- 
rait pas  s'étendre  aux  formes  contenant  un  plus  grand  nombre 
de  variables.  Elle  consiste  en  ce  que  toute  forme  ternaire  ré- 
duite <f(x,  y^z)  prend  une  valeur  moindre,  en  diminuant  celle 
des  variables  dont  la  valeur  absolue  est  plus  grande. 

Soit 

<p  =  ax*  -H  a'  y1  -h  a" z1  -h  ibyz  -h  ib'xz  -h  ib'xy. 

En  supposant  quelconques  les  signes  des  coefficients  b,  b',  6",  on 
peut  admettre  que  les  indéterminées  sont  positives.  Or,  en  suppo- 
sant x^.y,  x^>  z,  on  prouve  aisément  la  proposition  énoncée  ('  ), 
dans  chacun  des  quatre  cas  qu'offrent  les  signes  de  b'  et  6",  au 
moyen  des  équations  identiques 

v(x-  uy,  z)  —  z(x,y,z) 

=  —  i(x  —  i)(a-+-  b"-+-  b')-t-ib'(x — y  —  \)  ->r  ib\x  —  z  —  \)  —  a 
=  —  -i(x  —  i)(a  +  6')-  i  b"  y  -+-  ib'(x  —  z  —  î)  —  a 
=  —  ±(x  —  \)(a  -+-&*) -h  2 6" (.r—  y  —  i)  —  2 6' -s  —  a 
=  —  i(x  —  \)a  —  ib"y  —  ib' z — et, 

les  quatre  expressions  précédentes  correspondant  aux  quatre  cas 

b'  : h  H-, 

b':  —  h h. 

Je  reviens  maintenant  à  la  recherche  de  toutes  les  représenta- 
tions distinctes  des  divers  minima  de  la  forme  quadratique 


-m'*  m* —p^r 


(*)  11  peut  y  avoir  un  cas  d'exception,  auquel  ne  s'applique  pas  d'ailleurs  la 
démonstration  de  M.  H  errai  te;  c'est  celui  dans  lequel  les  trois  variables  ont  leurs 
valeurs  absolues  égales  à  l'unilé.  E.  P. 
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correspondant  à   tous  les  systèmes  possibles  de  valeurs   de  A«, 

A2,  . . ..  Kj,  K2, 

Dans  cette  forme,  les  quantités  <p(a)  sont  les  valeurs  d'une  expres- 
sion telle  que 

2-o-t-  OLXt  -h  a**,  -+-.  ..-*-ïr"-*xm-u 

en  supposant  a,  Tune  quelconque  des  racines  de  l'équation, 

¥(x)  =  o, 

dont  le  degré  /i  -+-  2/1'  est  toujours  désigné  par  m.  Cela  posé,  soit 
pour  un  système  déterminé  de  valeurs  des  quantités  A  et  K, 


la  substitution  propre  à  réduire  4>.  En  posant,  pour  abréger, 
(  a)/  =      a/      -f-     a&,-     -h  a1  c,  -+■ ...  -f-  a"»-1  //, 

$(*)  =joi*)o  -î-ri(  *)i  -+- —  7«-i(*  )«-i. 

la  transformée  réduite  sera 

Mais  on  peut  l'écrire  d'une  autre  manière. 

Soit  y0  celle  des  indéterminées  dont  le  carré  a  le  plus  petit 
coefficient,  et  posons 

N=(a1)o(a2)o...(^)o(Pi)o(Ti)o...(?«')o(T«')o, 

il  est  clair  que,  a  désignant  Tune  quelconque  des  racines,  — - —  sera 
un  polynôme  à  coefficients  entiers  en  a,  et  qu'il  en  sera  de  même  de 

à (a)" 

que  je  désignerai  par  <[*«(«).  Or,  de  la  valeur-limite  du  produit  des 
coefficients  des  carrés  des  indéterminées  dans  toute  forme  réduite, 
telle  qu'elle  a  été  indiquée  plus  haut,  on  déduit  facilement,  que 
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tous  ces  polynômes  «{'/(a)  ont  pour  coefficients  des  nombres  en- 
tiers ayant  aussi  des  limites  finies.  Il  en  est  de  même  d'ailleurs 
de  N,  comme  on  l'a  vu  précédemment  d'une  manière  spéciale. 
Donc,  transformant  ainsi  les  fonctions  ^(a),  savoir  : 

+  (*)=  -^p  t7oNH-7,4',(a)-+-7,^(a)-h...-f-7m_14/m-l(a)], 

et  posant 

X(a)=^oN-f-714/i(a)+^jt];,(a)-H...-H7m-,^/«-i(a), 

(g/)o  _  J_  (3/)o(Yi)o  _     i_ 

NA/  "  A}'  N*K*      ~  K;-*' 


l'expression  de  A  devient 


'■CT4*-[W 


y.(Pi)xfTi) 


-T?" 


et  c'est  là  le  type  analytique  (*)  auquel  je  voulais  arriver  pour  y 
rapporter  toute  forme  réduite.  Le  nombre  de  ces  types,  comme  on 
le  voit  d'après  le  caractère  des  fonctions  ^(a),  est  essentiellement 
fini,  et  c'est  là  un  résultat  qui  ouvre  la  voie  à  un  nouvel  ordre  de 
recherches  destinées,  si  je  ne  m'abuse  étrangement,  à  jeter  un 
grand  jour  sur  la  nature  si  inconnue  des  irrationnelles  algé- 
briques. 

Et  d'abord,  on  en  déduit  immédiatement  une  démonstration 
directe  de  la  possibilité  de  V équation  que  je  me  suis  proposé 

de  résoudre,  savoir 

Norme  <p(a)  =  i. 

En  effet,  on  a  pour  cela  le  théorème  :  Que  lorsqu'une  substi- 
tution 

*o  =  poyo-+-piyi  -+-... h- />m-i ^/«-i. 


*o/o  -+-  *i.Ti +-•••-*-  j/«-i//«-i» 


correspondant  à  un  système  différent  de  valeurs  de  A, ,  A2,  . . ., 
K|,  K2,  ...,  conduit  au  même  type  réduit  *Ir,  le  nombre  entier 


(  '  )  D'après  M.  Hermitc  deux  de  ces  types  sont  les  mûmes  lorsqu'ils  ne  diflèrent 
entre  eux  que  par  rapport  aux  quantités  A'  et  K\  Jacobi. 
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complexe  représenté  par  le  déterminant  des  quantités 

(«)o     («)i      •-.      («)m-l, 
Ço         Çl         •  •  •        Çm-ii 

r0        rt       ...       rm-i, 


Sq  Si  ...  5/||-i, 

aura  pour  norme  V unité. 

J'ai  trouvé  aussi  :  qu'il  suffisait  d'obtenir  le  système  des 
substitutions  propres  à  réduire  la  forme  4>  dans  un  intervalle 
fini  des  quantités  A  et  K,  les  substitutions  correspondant  à 
toutes  les  autres  valeurs  de  ces  mêmes  quantités  se  dédui- 
sant de  celles-là. 

De  là  on  déduit  que  toutes  les  solutions  de  l'équation 

Norme  <?(«)  =  i 

peuvent  s'obtenir  par  un  nombre  limité  d'entre  elles,  convena- 
blement choisies,  mais  d'autres  considérations  mènent  a  la  même 
conséquence.  Je  vais  les  indiquer  en  restant  dans  le  cas  particulier 
qui  me  les  a  fait  découvrir. 

Désignons  par  a  la  racine  réelle,  et  par  [3  et  y  les  deux  racines 
imaginaires  de  l'équation  du  troisième  degré  à  coefficients  entiers 

xz  -+-  \x*  +  B.r  +  C  =  o. 

Soient  aussi  <p  et  ^  deux  unités  complexes  de  la  forme 

x  -+-  iy  -h  a4  5, 

je  dis  que  de  ces  deux  unités  en  résulte  une  troisième  dont  elles 
sont  l'une  et  l'autre  des  puissances  entières. 
Posons,  en  effet, 

m,  /i,  m0,  n0  étant  quatre  nombres  entiers  tels  que 

mn0  —  nm0  =  i, 
on  aura  réciproquement 

De  deux  choses  Tune  :  ou  Ton  pourra  faire  par  exemple  4>  =  î ,  et 

s 

le  théorème  est  démontré  :    ou  bien  au  moins  4>  =  ^n,  e  étant 
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moindre  que  l'unité  et  n  pouvant  prendre  une  infinité  de  valeurs 
différentes.  Or,  avant  toujours  norme  <É>  =  i,  on  conclurait  qu'il 
existe  une  infinité  de  solutions  de  cette  équation  dans  lesquelles  la 
valeur  de  l'unité  complexe  réelle  et  celle  du  module  analytique 
des  deux  unités  conjuguées  imaginaires  seraient  aussi  voisines  du 
nombre  i  qu'on  le  voudrait,  ce  qui  est  absurde. 

Une  méthode  toute  semblable  m'a  conduit  à  démontrer  que, 
dans  le  cas  des  trois  racines  réelles,  toutes  les  unités  sont  les 
produits  des  puissances  de  deux  d'entre  elles  qui  ne  sont  pas  ré- 
ductibles l'une  et  l'autre  aux  puissances  entières  d'une  troisième, 
et  il  ne  me  paraît  pas  difficile  d'étendre  les  mêmes  considérations 
au  cas  le  plus  général. 


Quatrième  Lettre. 

La  dernière  Lettre  que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  écrire  était  à 
peine  partie  que  j'ai  eu  communication,  par  M.  Liouville,  d'une 
Note  tirée  des  Comptes  rendus  de  votre  Académie,  et  dans  laquelle 
vous  traitez  de  la  réduction  des  formes  quadratiques,  à  coefficients 
entiers,  sous  un  point  de  vue  qui  ne  se  serait  jamais  présenté  à  mon 
esprit  et  qui  m'a  vivement  intéressé.  Le  résultat  plein  d'élégance 
auquel  vous  arrivez  par  une  méthode  si  simple  m'a  fait  rechercher  . 
si,  dans  ce  nouveau  type  de  formes  réduites,  il  y  avait  encore  pos- 
sibilité d'obtenir  des  limitations  des  coefficients,  fonctions  seu- 
lement du  déterminant. 

En  particulier,  j'ai  considéré  les  formes  définies  ternaires 

/=  ax*-t-  a' y*  -+-  a" 5*  -+-  i byz  ■+-  ib'xz  -+-  ib'xy, 

dans  lesquelles,  d'après  le  principe  de  votre  méthode,  il  faut  faire 
par  exemple 

a)  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  b  et  6;,  déterminé 
par  l'équation 
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On  obtient  ainsi  la  transformée 

où  l'un  des  rectangles  des  indéterminées  a  disparu. 

Cela  posé,  si  les  coefficients  de  la  forme  proposée  sont  li- 
mités, au  moyen  du  déterminant  D,  il  en  sera  de  même  des 
coefficients  de  la  transformée.  En  particulier,  51  peut  s'écrire 

21=  -î-  (ab*  +  a'b*  —  *bb'b')  =  ±-(aa'a'—a'b'*—D), 

donc 

ad  a 


*< 


Or  on  peut  ensuite  supposer 

en  déterminant  convenablement  Jî  et  £'  dans  l'équation 

(0  =  b$'-h$b' 

ou,  ce  qui  est  au  fond  la  même  chose,  en  changeant  dans  la  trans- 
formée £  en  l  -+-  mrx.  Quant  à  la  limite  du  dernier  coefficient  31', 
elle  se  tire  de  l'équation 

%X—  fr  =  aa'—  b'K 

En  revenant  aux  premières  considérations  qui  m'avaient  fait  en- 
trevoir, il  y  a  longtemps,  l'importance  de  la  recherche  du  minimum 
des  formes  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  j'ai  été  conduit 
à  présenter  de  la  manière  suivante  les  idées  que  vous  avez  le  pre- 
mier émises  sur  l'impossibilité  de  certaines  fonctions  périodiques. 

Soient,  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable, 

a  -+-  b  /—  i ,         c'+6'/ — ,  »         a'-*-b*J—  i 

trois  indices  quelconques  de  périodicité,  je  considère  la  forme  dé- 
finie ternaire 

f=(ax-+-  a' y  -h  a" z)~  -h  (  bx  ■+-  b'y  -\-  b" z)*  -+-  —  » 
dont  le  déterminant 


LETTRES    SUR    LA  THÉORIE    DES    NOMBRES.  iSj 

Si  abf —  ba!  n'est  pas  nul,  et  que  les  deux  équations 

ax  -+-  a'  y  -+-  a"  z  =  o,         bx  ■+-  b'y  -+-  b"  z  =  o 

ne  puissent  être  vérifiées  pour  des  valeurs  entières  de  x,  y  et  £,  la 
fonction  sera  impossible.  Car  pouvant  faire,  pour  toute  valeur  de  A, 

/<ÎAlD 
et,  a  fortiori, 

(ax  -f-  a' y  -+-  a  z)*  -+-  (  bx  -+-  b'y  -h  b"  z  )2  <  y^-ï D, 

on  déduirait  des  indices  proposés  une  période  dont  le  module 
serait  infiniment  petit.  Mais  cette  conclusion  n'a  plus  lieu  si 
a  b1 —  ba1  =  o.  Alors  je  considère  la  forme  binaire 

f=(ax-+-a'y)*-h(bx-±-  &>)*-+-  "—> 

dont  le  déterminant,  dans  l'hypothèse  admise,  se  trouve  être 

„_•!**. 

Or  il  est  maintenant  facile  de  prouver  que  lorsque  ab' — baf=o 
l'on  ne  peut  même  admettre  les  deux  périodes 

a  -+-  b  / —  i       et      a' -+-  b' >J — 1, 
si  on  les  suppose  irréductibles,  c'est-à-dire  si  les  équations 

ax  -+-  a' y  =  o,         bx  -+-  b'y  =  o 

ne  peuvent  avoir  lieu  en  nombres  entiers.  On  peut  faire,  en  effet, 
pour  toute  valeur  de  A, 

/<i/R 

et,  a  fortiori, 

(ax  -+-  a'y)*  H-  (bx  -+-  b'y)*  <  i/|  D, 

ce  qui  conduit  de  nouveau  à  une  période  infiniment  petite. 

Les  fonctions  de  plusieurs  variables  à  périodes  coexistantes  que 
vous  avez  introduites  le  premier  dans  l'analyse,  peuvent  être  trai- 
tées par  les  mêmes  principes. 


:5&  IHVlIf    »C    GIA1LIS    ■  EHITE- 

Soûeut 

M,  —  7.  «  —  t .  e.  —  d  *  —  i *;  —  //  \t—  l . 

n    imiice*  sunnltmê?   de  périodicité  correspondant,  respective- 

méat,  nu.  *iriaMes 

x.     r o. 

im>  me  roactioa  telle  que  S  x.r u  \  je  dis  ^ae  si  le  nombre 

Se  :^s  zr*j*pes  d'indices,  supposés  irréductibles,  surpasse  2 n, 
:a  m**?nct:o*  pr*jposèe  sent  impossible,  dans  ce  sens  qu'on  sera 
/vrv  /".*  iimrtrre  un  groupe  d'indices  simultanés  infiniment 

Kjl&scils»  pour  abréger, 

A  =  ,«1  r:  —  a*xt  — . . .—  as«^iXSs^i. 


À  =  i.x.  —  ^«Xj  —  —  —  X:5,_!Xj,_î, 
C  =  i\x.  —  /jx,-...-  /j»_,x5^,, 

le  detertuindut  D  de  la  tonne 

-  =  a* - ** -. . .- a*  -  ft  -  îLlu 

A* 

>c«Mv  comme  ou  le  trouve  aisément. 

«1        *>t         ...      *i        /,    j* 

°-ijrt-  :.  !:.  :.:  *\  .  ■■ 

i*i\       bit       •••       &±.n      i*n 

od  l  «  conséquence  que  je  voulais  obtenir  découle,  comme  précé- 
demment, de  U  relation 


\5 


U  )      ^/  D, 


À  Uqviotlo  on  peut  toujours  satisfaire  quelque  grand  que  soit  A. 

N  ^  on  xuppose  que  le  déterminant  qui  entre  dans  l'expression 
vie  l*  x'c\s*«outvM\  b  démonstration  n?est  plus  applicable,  mais  la 
^ïv^oMîton  nVn  a  pus  moins  Heu,  et  Ton  obtient  ainsi  le  premier 
U*mo  d'une  >cne  de  nouveaux  cas  d'impossibilité  dont  voici  les 
vxvn>U WUx  auuN  tiques. 
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Soit,  pour  abréger, 

B/  =  b\X\  -h  b^X}  -+-. . .-»-  6îw^_i_/a:j/,+i_/, 


A,  =  kiXi  -h  Arj^j  -+-. .  .-h  Arj/M-1_/3rî„.+-l_l, 

jT/ =    l\Xi-¥-    ltXt  -4-.  .  .-H    /irt+i-i-iTjrt+i-ï, 


et  soit  D/  le  déterminant  de  la  forme 

//  =  *?-+-*?  +  ... -+-*?  +  *? -4- 


A* 


Si  l'on  suppose  D,_j  nul,  on  trouve  que  A'D,-  s'obtient  en  faisant 
la  somme  des  carrés  de  tous  les  déterminants  que  fournit  le  sys- 
tème 

ai,         bif         . ..,    A'i,       /i, 

at,         6j,         ...,    £s,        /j, 
.. .,        . .. ,        .. . ,    . . . ,       . . . , 

&ln—ii     bin—i>     . . . ,     Ktn—i,    l%n—ii 

en  employant,  d'une  manière  quelconque,  in  —  i  lignes  verti- 
cales. Or,  toute  fonction  périodique  de  n  variables  sera  impossible 
lorsque,  ayant  in —  i  groupes  de  périodes  simultanées  irréduc- 
tibles, savoir: 

j  ap  -+-  bp  v/^7,  Cjjl  -h  dp  /^7,   . . . ,  kp  -+•  /y.  /—  1  jî^~         '' 


le  déterminant  D/  de  la  forme  //,  composé  avec  ces  indices,  s'an- 
nulera. En  effet,  on  arrivera  à  un  système  de  périodes  simultanées 
infiniment  petites,  en  considérant  dans  la  série  des  formes 

la  première  de  celles  dont  le  déterminant  ne  s'évanouit  point.  La 
dernière  d'ailleurs  est  dans  ce  cas,  car  on  trouve  aisément 

D,*-,  =  -l,  (a\  +.b\+...+  k\  +  /*). 

L'analyse  que  je  viens  d'employer  s'applique  à  une  question 
bien  différente,  à  la  théorie  des  unités  complexes  les  plus  géné- 
râtes, et  donne  ce  théorème  : 

Soit  m!  le  nombre  des  racines  réelles  et  des  couples  de  ra- 
cines imaginaires  d'une  équation  irréductible  à  coefficients 
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entiers  et  dont  le  premier  coefficient  est  l'unité,  si  l'on  a  ml 
unités  complexes  quelconques,  formées  avec  les  racines  de  cette 
équation,  elles  peuvent  toujours  s'exprimer  par  les  produits 
des  puissances  entières,  positives  ou  négatives,  de  ml —  i  autres 
convenablement  choisies  (*). 

Nommons 

les  racines  réelles  de  l'équation  proposée,  et 

Pi.   Yti     fa*  T«ï     •••;     P»'>  ï*' 

les  divers  couples  de  ses  racines  imaginaires.  Soit  encore 

çi(  a )  =  a/  -t-  a 6/  -t-  z*  c/  -h . . .  -t-  im~ *  l,- 

une  unité  complexe  quelconque,  et 

log?J(«)  =  («)/, 
logf<(p)o*(ï)  =  (P.Y)/. 
F(a)=    a?t(a),     ■+-    *,(«),    -+-...-+-*«.'(*)*', 

je  dis  qu'il  est  toujours  possible  de  déterminer,  poura;,,  x2,  ..., 
xm',  un  système  de  valeurs  entières,  positives  ou  négatives,  telles 
qu'on  ait 

(,)  F(a)=o     ou     ^''(a)?î*'(a)...^*-'(«)=i. 

Cette  condition  d'ailleurs  aura  nécessairement  lieu  à  la  fois  pour 
toutes  les  racines,  réelles  ou  imaginaires,  puisqu'elles  appar- 
tiennent, par  hypothèse,  à  une  équation  irréductible. 

Supposons,  en  effet,  l'équation  (i)  impossible,  et  voyons  quelles 
conséquences  vont  s'ensuivre. 


(  '  )  Le  théorème  complet,  savoir  :  Qu'il  y  a  effectivement  y  dans  tous  les  cas, 
m' —  i  unités  complexes  indépendantes  par  les  produits  des  puissances  des- 
quelles on  peul  représenter  toutes  les  autres,  est  un  des  plus  importants,  mais 
aussi  un  des  plus  épineux  de  la  Science  des  nombres.  La  démonstration  rigou- 
reuse de  ce  théorème  a  été  donnée  par  M.  Lejeune-Dirichlet  dans  les  Comptes 
rendus  mensuels  de  r Académie  de  Berlin  du  3o  mars  1846.  Voir  aussi  ceux 
d'octobre  184 1  et  d'avril  1842,  et  une  Lettre  du  même  auteur  à  M.  Liouville. 
{Journal  de  Mathématiques,  t.  V;  1840.  )  Jacobi. 
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En  premier  lieu,  deux  systèmes  distincts  de  valeurs  entières  dc> 
indéterminées,  xu  x2j  . . .,  #,„-,  ne  donneront  jamais  la  même  va- 
leur de  F  (a).  Car,  ayant,  par  exemple, 

on  en  déduirait 

(^I—  7i)(a)l"^(^î—  y*-)(*)i  -+-•••+  (Vtn'—ym')  (*)/«'  =  O, 

c'est-à-dire  une  solution  de  l'équation  (1),  ce  qui  est  contre  l'hy- 
pothèse admise. 

Cela  posé,  je  considère  la  forme  quadratique 


F=F»(pllTl)  +  F«(pIf7i)- 


■Ff(?*'.    «') 


+  PW  +  F«(i,)+..,+  F»(ih)+^ 


dont  le  déterminant  est 


(«1)1 
(«t)i 


(ai), 
(«1)1 


D  =  -^dét. 


(«/t-l)l  (Œ/i-i)î 

(Pi,Ti)i        (Pi.Ti)» 
<fr,Yt)i        (Pt.Tt)« 


(*l)m'-l 
(*l)/n'-l 

(*»-l)/#T— 1 

(Pi.TiV-t 
(?t,Tt)«'-i 


\(P/»',T»')i     (Pii'»T*')t      •••    (P/i',T»')//i'-i 

et  je  le  supposerai  d'abord  différent  de  zéro. 

Dans  ce  cas,  si  je  cherche  les  minima  de  la  forme  F,  pour  des 
valeurs  indéfiniment  croissantes  de  A,  il  est  clair  qu'en  posant 


et,  par  suite, 


F(a)  =  log*»(a) 
F(P,T)  =  log*(?)*(T)> 


j'obtiendrai  une  infinité  d'unités  complexes,  $(a),  toutes  diffé- 
rentes, d'après  la  remarque  précédemment  faite,  et  dont  les  valeurs 
absolues  réelles,  ainsi  que  les  modules  des  valeurs  imaginaires, 
seront  aussi  voisins  de  l'unité  qu'on  voudra.  Or  on  aurait  de  la 
sorte  m'  fonctions  linéaires  et  homogènes,  à  m1  indéterminées  en- 
tières, qui  seraient  susceptibles  de  prendre  une  infinité  de  valeurs 
H. -I.  ii 
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numériques  inégales  et  comprises  dans  un  intervalle  limité,  ce  qui 
est  absurde. 

Lorsque  le  déterminant  D  sera  différent  de  zéro,  on  peut  donc 
satisfaire  par  des  nombres  entiers  à  l'équation 

^1(a),-+-^2(a)2-4-.  ..-t-xm'(a)/lt'  =  o. 

Cela  posé,  je  fais 

y\  (a  )i  -+-  y  A  a  h  h-  . . .  ■*-?,„•(  a),,,'  =  log  Y(  %  ), 
Zt  (a),-h^2(a),  --...+-  :„-(aV-  logZ(a), 


les  nombres  entiers  j*,  3,  . . .,  e  étant  pris  de  manière  que  le  déter- 
minant relatif  à  ces  équations  linéaires  et  à  la  précédente  soit  l'u- 
nité, ïl  est  clair  qu'on  pourra  tirer  de  là  les  valeurs  des  m' unités 
?/(a),  exprimées  par  les  produits  des  puissances  entières  de  Y(a). 
Z^a\  ...,  V(a\  qui  représentent  d'autres  unités  complexes,  au 
nombre  seulement  de  m' —  1 . 

II  me  reste  à  examiner  le  cas  où  le  déterminant  de  la  formée  F 
est  supposé  s'évanouir.  Soit  alors 

Km  3,  *0  --  -ni  3,  v  h  ^  -rî»  ?.  V  »•-*-...-*-■*•«•-/(?.  7  )„,•-,-. 
et  soit  O,  le  déterminant  «le  la  forme 

F,  -,  F;  1  3,.  7^  -  F; ,  3;.  v^  - ...  -^  F;  «  3,..  v„. , 


Si  Ton  suppose  D,  f  nul.  on  trouve,  tout  à  fait  comme  précédem- 
ment, que  AaO|  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  carrés  des  di- 
\ers  déterminants  que  fournit  le  svstème 


i*,^ 


^*th 

IX-.. 

-x\ 

«."l 

•Vi^i 

'3*.  7.^1 

.        f?,^»" 

[X*\ 

{*-: 

t^î 

.3,, 

■ïi^ 

1  3*.  75u      . . 

(?«•,  T«  4 

eu  employant  m'-    1  —  i  lignes  \erticales.  Considérant  donc  dans 

la  série  des  formes 

F,.     Ft F._,. 
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\fcVremière  de  celles  dont  le  déterminant  ne  s'évanouit  point  [et 
ta  dernière  est  toujours  dans  ce  cas  (*)],  on  obtiendra  absolument 
tes  mêmes  résultats  que  ceux  auxquels  nous  sommes  parvenus  tout 
à  l'heure,  puisque  le  déterminant  D,-  devient  d'une  petitesse  arbi- 
traire pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  A. 

Je  ne  sais,  Monsieur,  si  ces  résultats  et  la  méthode  que  j'ai  em- 
ployée sont  connus,  et  nommément  s'ils  se  trouvent  déjà  dans  les 
travaux  de  M.  Ruminer,  que  vous  avez  eu  la  bonté  de  m'indiquer. 
M.  Liouville  sans  doute  les  publierait  de  suite  dans  son  Journal, 
si  nous  pouvions  trouver  un  traducteur,  et  ce  serait  pour  moi  en 
particulier  un  grand  plaisir  de  prendre  connaissance  de  ces  re- 
cherches d'après  ce  que  vous  m'en  avez  écrit.  L'introduction  du 
nombre  complexe,  auquel  M.  Kummer  donne  le  nom  d'idéal, 
m'intéresserait  surtout  au  plus  haut  degré. 

P.  S,  L'expression  des  unités  complexes  au  moyen  d'un  nombre 
déterminé  d'entre  elles  donne  lieu  à  une  remarque  essentielle  et 
que  j'ai  omise,  lorsque  les  racines  qui  entrent  dans  leur  composi- 
tion sont  toutes  imaginaires.  L'analyse  que  j'ai  employée  conduit 
alors  de  nouveau  à  isoler  celle  de  ces  unités  dont  le  module  analy 
tique  est  un,  si  toutefois  il  en  existe.  C'est  au  reste  le  même  ré- 
sultat auquel  je  suis  parvenu  par  une  tout  autre  voie  dans  ma 
dernière  Lettre. 


(')  Il  faudrait  excepter  le  cas  où   les  unités  complexes  considérées  auraient 
leur-  modules  analytiques  égaux  à  l'unité.  E.  P. 
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Journal  de  Crelle,  tome  41. 


I. 

Amené  depuis  longtemps,  par  des  recherches  sur  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  et  abéliennes,  à  diverses  questions  d'Arithmé- 
tique transcendante,  je  viens  offrir  aux  Lecteurs  de  ce  Recueil 
quelques-uns  des  résultats  auxquels  je  suis  parvenu,  et  les  prin- 
cipes de  la  méthode  que  j'ai  suivie.  Ces  résultats  sont  relatifs  sur- 
tout aux  nombres  complexes,  considérés  en  général,  ou  plutôt  à 
la  théorie  de  certaines  formes  décomposables  en  facteurs  linéaires 
et  dont  on  verra  plus  bas  la  définition.  Pour  la  méthode,  son  prin- 
cipal caractère  consiste  dans  l'introduction,  par  un  procédé  gé- 
néral et  très  simple,  de  variables  continues,  qui  font  dépendre 
les  questions  relatives  aux  nombres  entiers  des  principes  analy- 
tiques les  plus  élémentaires.  C'est  là  surtout  ce  que  je  me  suis  pro- 
posé de  faire  ressortir  avec*  évidence,  en  revenant  même  sur  une 
des  théories  exposées  avec  tant  de  profondeur  et  d'élégance  dans 
les  Disquisitiones  arithmeticœ  (la  distribution  en  périodes  des 
formes  de  déterminant  positif),  pour  la  présenter  sous  un  nouveau 
point  de  vue.  Quant  aux  questions  nouvelles  que  j'ai  essayé  de 
traiter,  je  suis  loin  de  les  avoir  approfondies  autant  que  je  l'aurais 
souhaité;  aussi  je  demande  l'indulgence  du  Lecteur  pour  ce  que 
mon  travail  aura  d'incomplet,  espérant  par  la  suite  y  revenir  et  le 
perfectionner. 
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II. 


On  connaît  toute  l'importance  du  problème  général,  dont  l'objet 
est  de  distinguer  si  deux  formes  sont  équivalentes  ou  non,  et  de 
trouver  dans  le  premier  cas  toutes  les  transformations  de  l'une 
dans  l'autre.  Je  m'occuperai,  sous  ce  point  de  vue,  des  formes 
quadratiques  définies,  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  et 
'des  formes  binaires  de  degré  quelconque,  pour  présenter  d'une 
manière  nouvelle  ce  que  j'ai  déjà  dit  dans  le  Journal  de  Crelle, 
tome  46.  J'essayerai  ensuite  de  fonder  la  théorie  des  nombres 
complexes,  sur  l'étude  d'une  série  particulière  de  formes,  que  je 
définis  de  la  manière  suivante  : 

Soient 

/(  ii  )  =  u"  -+-  A  u"~l  h-  B  /*"-*  +  ...+  K«4-L  =  o 

une  équation  irréductible  à  coefficients  entiers,  et 

<p,(  u)  =  niiU"-*  -±- pt ii»-*  -+  .  .  ,-f-  rtu  -+-  si 

une  fonction  entière  de  w,  à  coefficients  entiers  :  l'expression 

Norme  [Xo,(m)  h-  Ytpj(w)  -+-. .  .-+- \on(u)] 

sera  évidemment  une  fonction  homogène  et  à  coefficients  entiers 

des  n  variables,  X,  Y,  . ..,  V.  Je  nomme  encore  A  le  déterminant 

du  système 

mi     px      ...     rx     sx 

ms    pt     ...     rt     s2 


mn    pn     ...     /•„     sn 


Cela  étant,  j'assimilerai  à  l'ensemble  des  formes  quadratiques 
de  même  déterminant  toutes  les  expressions 

*  =  T  Norme  [Xo,(w)  -+-  Yo2(«)  -h. .  .4-  Vo„(**)], 

dont  les  coefficients  se  réduiront  à  des  nombres  entiers.  Ainsi  il 
faut  concevoir  que  la  fonction  /(u)  ne  changeant  point,  on  at- 
tribue à  A  la  série  indéfinie  des  valeurs  entières,  puis  qu'on  prenne, 
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pour  chaque  valeur  de  A,  tous  les  systèmes  de  nombres  entiers  m, 
/)r..,5,  qui  donnent  à  la  norme  le  facteur  A.  Distribuer  en  classes 
distinctes  toutes  les  expressions  $,  obtenues  de  la  sorte,  sera  la 
question  fondamentale  d'une  théorie  analogue  à  celle  des  formes 
quadratiques  binaires  à  facteurs  réels,  et  qui  indique  sous  quel 
point  de  vue  j'envisage  l'étude  des  nombres  complexes. 

I^a  définition  précédente  peut  être  simplifiée  en  observant  que 
toute  forme  4>  a  une  équivalente,  dans  laquelle  le  système 

[m,     />,      ...     r,     st 
rnt     pt      ...      r,     st 


I  m*    P*     -  •  •     r*     sm  i 
dont  le  déterminant  a  pour  valeur  A.  est  remplacé  par  le  suivant  : 

!  o     g     h  l 

■  o     0|      h  l 

■  o     o     o»     ...     r      ; . 

i 

I! 
O        O        O         ...        0/,-t    | 

Les  nombres  entiers,  désignés  par  les  lettres  g,  A, /,  sont 

positifs  et  vérifient  toutes  les  conditions 

^<o,,    A<o„     ...     l<on-u 
/r<5„     ...     /'<£*-„ 


et  l'on  a  toujours 

ooiOj. . .  o,t_i  =  A. 

Ainsi,  pour  chaque  valeur  de  A,  on  voit  qu'il  n'exisie  jamais  qu'un 
nombre  fini  d'expressions  0,  distinctes.  Mais  je  m'occuperai  tout 
d'abord  des  formes  binaires  qui  offrent,  dans  des  circonstances 
analytiques  plus  simples,  l'application  des  mêmes  principes. 


111. 

La  théorie  connue  de  la  réduction  des  formes  quadratiques  de 
déterminant  négatif,  étant  le  point  de  départ  des  recherches  que 
je  vais  exposer,  je  le  résumerai  en  peu  de  mots. 
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i°  Toute  forme 

f  =  ax%  -+-  2  bxy  -+-  çy*, 

de  déterminant  négatif 

b*  —  ac=—  D, 

a  une  équivalente 

F  =  AX*-f-2BXY-t-CY*, 

où  le  coefficient  moyen  aB  est,  en  valeur  absolue,  inférieur  à  A 
et  C.  Considérons  en  effet,  l'ensemble  des  transformées  déduites 
de  f  par  la  substitution 

x  =  m\  -f-  m0  Y, 

y=  /i\-h  n0  Y, 

/?*,  ai,  //?0j  '*o  étant  des  entiers  tels  que 

mn0  —  m0n  =  1  ; 

puis  réunissons  dans  un  même  groupe  toutes  celles  où  le  coeffi- 
cient de  X2  est  le  plus  petit  possible,  et  choisissons  dans  ce  groupe 
la  forme  où  le  coefficient  de  Y2  est  lui-même  un  minimum  :  cette 
transformée  remplira  les  conditions  énoncées. 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  faire  voir  qu'on  ne  peut  supposer 
z±:  aB>  A,  puisque  A  est  évidemment  le  minimum  absolu  de  /*, 
pour  des  valeurs  entières  des  indéterminées,  et  ne  peut  surpasser  C; 

or  on  en  conclurait 

Arp  2Bh-C<C, 

et  la  substitution 

X  =  _X'+r,      Y  =  — Y' 

changerait  F  en 

A(-  X'-f-  Y';*  zp  2BY'(-  X'-h  Y')  -h  CY'* 

-AX'2  +  2(±B~A)X'Y'+(A  +  2B  +  G)Y'«, 

transformée  équivalente,  où  un  coefficient  moindre  pour  Y2  est  as- 
socié avec  le  même  coefficient  de  X2. 

Les  formes  obtenues  par  la  méthode  qui  vient  d'être  indiquée 
se  nomment  /ormes  réduites,  et  il  est  évident  que,  pour  une 
classe  donnée,  on  a  au  plus  deux  réduites,  qui  ne  diffèrent  que 
par  le  signe  du  coefficient  moyen. 

20  Les  conditions 

±2B<A,        ±2B<G 
donnent 

4B'<AC, 
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d'où  Ton  tire,  à  cause  de  D  =  AG  —  B2,  les  limitations  suivantes  : 

B*<|D,        AG<|D. 

On  en  déduit  immédiatement  que  les  formes  à  coefficients  entiers 
de  même  déterminant  peuvent  être  distribuées  en  un  nombre  li- 
mité de  classes,  puisqu'elles  ne  donnent  qu'un  nombre  limité  de 
réduites  distinctes. 

3°  Les  conditions 

±2B<A,        di2B<G 

sont  complètement  caractéristiques  des  formes  réduites.  En  effet, 
supposons,  pour  fixer  les  idées,  B  positif  et  prenons 

F  (a-,  y)  =  Ax*  —  2  B  xy  -r-  C^2, 

les  équations  identiques 

F(x  —  i,y)  =  F(x,y)  -  A  (a?—  y)  —  ^(A  —  *B)  —  k(x  —  1), 
F(x,y-i)  =F(xiy)-C(y—x)  —  x(C  —  2h)^C(y^-i) 

montrent  qu'on  diminue  la  valeur  numérique  de  la  forme  en  dimi- 
nuant d'une  unité  celle  des  deux  indéterminées  dont  la  valeur  ab- 
solue est  la  plus  grande.  On  conclut  de  là  que  A  et  C  sont  les  deux 
premiers  minima  de  F,  pour  des  valeurs  entières  des  indétermi- 
nées; le  troisième  minimum  est  A  —  ?,  B  +  C.  Cette  démonstra- 
tion de  la  proposition  énoncée  est  due  à  Legendre;  je  me  suis 
servi  de  la  propriété  importante  des  formes  réduites  sur  laquelle 
elle  se  fonde,  dans  ma  recherche  du  minimum  d'une  forme  ter- 
naire définie,  pour  des  valeurs  entières  des  indéterminées,  dont 
lune  est  supposée  égale  à  l'unité. 

IV. 

Comme  première  application  des  résultats  précédents,  considé- 
rons la  forme  suivante  : 

/^(x-ayy  +  Ç, 
dans  laquelle  a  et  A  sont  des  quantités  réelles  quelconques;  soient 

F  =  AX2-i-2BXY-r-CY2 
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sa  réduite  et 

x  —  mX4-m0Y, 

y  =  nX  -+■  /i0  Y 

la  substitution  propre  à  l'obtenir.  La  condition  AC  <  f  D  donne, 
pour  le  coefficient  minimum  A,  la  limite  y/|L);  on  a  d'ailleurs 

donc  :  Pour  une  valeur  donnée  de  A,  on  peut  toujours  déter- 
miner deux  entiers  m  et  /i,  /efo  qiCon  ait 


(m  — «/!)'*  — <  ^^/j- 


Or  de  là  se  tirent  plusieurs  conséquences  : 

i°  Le  produit  des  deux  facteurs  (/w  —  an)2  et  —  étant  toujours 

inférieur  à  son  maximum,  savoir  : 

il",  .      /i*]* 

-|^,„  _«„)*+ _j   , 

on  aura  a  fortiori 

ou 

I 


On  a  d'ailleurs  à  la  fois 


m  —  an  < 

/iv/3 


donc,  on  peut  approcher  indéfiniment  d'une  quantité  quelconque  a 
par  des  fractions  —  >  de  telle  sorte  que  l'erreur a  soit  toujours 

moindre  que =• 

20  Les  deux  entiers  m  et  n  donnant,  pour  une  certaine  valeur 
de  A,  le  minimum  de  /,  on  ne  saurait  avoir  deux  autres  nombres 
entiers  m\  n',  tels  que  nf  soit  <  n  et  {m!  —  an)2  <  (m  —an)2; 
donc,  m  —  an  représente  un  minimum  absolu  de  la  fonction  li- 
néaire x  —  ay,  relativement  à  toute  valeur  entière  de  x  et  à  des 
valeurs  entières  de  y  qui  ne  surpassent  pas  n.  Donc  encore  —  ap- 
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proche  plus  de  a  que  toute  autre  fraction  de  dénominateur  moindre, 
car  Fhypothèse  n!  <  n  entraînant  (m' —  an')1  >  (m  —  an)2  on  en 
déduit  immédiatement 


[m  \*       lm  V 


3°  Laissant  de  côté  la  recherche  complète  de  tous  les  minima 


x 


de  la  fonction a,  ces  minima  étant  relatifs  à  des  valeurs  en- 

y 

tières  de  x  et  à  des  valeurs  entières  de  y,  inférieures  à  une  limite 
donnée  qu'on  fait  grandir  indéfiniment  :  je  considère  deux  mi- 
nima consécutifs  de/,  auxquels  correspondent  deux  systèmes  dis- 
tincts x  =  m,  y=  n.  puis  x  =  m',  y  =  /*'. 

On  devra  concevoir  deux  valeurs  infiniment  voisines  de  A,  aux- 
quelles appartiennent  successivement  les  deux  systèmes,  de  sorte 
qu'en  désignant  par  0  une  quantité  infiniment  petite,  on  ait 


(  m  —  an  )*  -r-        --        < 


(m'— «/,')*-+-  --?A-,  <  — L_  4/1, 
(  A  -h  OJ2  A  -r-  0  y     3 

en  mettant  la  seconde  inégalité  sous  la  forme 

e  étant  encore  infiniment  petit,  et  multipliant  membre  à  membre, 
il  viendra 

[,     ,            ,          w/i'l*       /  mn' — nm' \*         \  1       /7 

(m-anUm  -an)-*-  —  j  +  ( ^--j  <  —  +  ^/|. 

On  en  conclut,  en  négligeant  e  vis-à-vis  des  quantités  finies, 


(  mn' —  uni' )2  <  -, 


et,  par  suite, 


Cette  relation  prouve,  entre  autres  choses,  qu'étant  données  trois 

fractions  consécutives,  —  >  — 7>  -^>  on  aura  cette  loi  de  formation  : 
7   n     n      n 

in   =  km'  ±  m,         n"  =  An'  ±  n, 
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k  étant  entier.  On  peut  toujours,  en  effet,  supposer  deux  incon- 
nues, kj  /,  définies  par  les  deux  équations 

m"  =  km' -h  /m,         n"  =  kri ■+-  In, 

lesquelles  donnent 

,       m'n  —  n'm' 

l  =  ; ; —  =  db  1, 

mn  —  m  11 

le  numérateur  avant,  aussi  bien  que  le  dénominateur,  l'unité  pour 
valeur  absolue. 


Ce  qu'on  vient  de  voir,  sur  l'approximation  des  quantités  par 
des  fractions  rationnelles,  était  connu  parla  théorie  des  fractions 
continues;  en  faisant  dépendre  ces  résultats  de  la  seule  notion  de 
formes  réduites  de  déterminant  négatif,  j'ai  eu  pour  but  de  donner 
un  premier  exemple  de  l'emploi  d'une  variable  continue  dans  une 
question  relative  aux  nombres  entiers,  et  aussi  de  faire  voir  com- 
ment cette  longue  chaîne  de  vérités,  propres  à  l'Arithmétique 
transcendante,  se  lie  'dans  l'origine  aux  éléments  de  l'Algèbre.  La 
recherche  complète  des  conditions  d'équivalence  de  deux  formes 
de  déterminant  négatif  se  présenterait,  maintenant,  comme  consé- 
quence des  résultats  qui  viennent  d'être  obtenus,  mais  je  ne  sau- 
rais pour  cela  que  reproduire  l'Ouvrage  même  de  M.  Gauss.  Lais- 
sant donc  de  côté  les  propositions  importantes  qui  se  rapportent  à 
l'équivalence  propre  et  impropre,  aux  formes  ambiguës,  j'arrive 
à  la  théorie  des  fonctions  homogènes,  telles  que 

f(x,y)  =  <*<>xn  -h  axxn-iy  -+-. .  .-h  an-ixy*-i  -+-  anyn. 

i°  Désignons  par  x -\- cny  les  facteurs  linéaires  réels,  et  par 
x-f-  43y,  x-\-yy  les  facteurs  imaginaires  conjugués  de  la  forme 
proposée,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

f(^r)  =  a0(T^-^y){.c-h^y)... 

(x  H-  a^y)  (x  -4-  fr  y)  (a?+  7,^).  ..(*+  ^y)  (x  -h  '(^y) 
et 

jjl  -+-  av  =  n; 

composons  ensuite,  avec  ces  facteurs  et  avec  des  quantités  réelles, 
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£,,  t2,  . . .,  ut,  w2,  . . .,  la  forme  quadratique  définie 

?(*,  y)  =  t\ (x  -h  a,^ )2  -h  t\  (x  -4-  «j jk)2  h-  ...-+-  /£ (a?  -h  otj*/)* 

-h  2MÎ(ar^3,7)(ar-hYir)  +  ----«-2"î(^-»-Pvr)(^-«-Tv7)- 

Cela  étant,  on  concevra  qu'on  calcule  la  suite  indéfinie  des  sub- 
stitutions propres  à  réduire  cp,  lorsque  les  variables  t  et  u  passent 
par  tous  les  états  possibles  de  grandeur.  Chacune  de  ces  substi- 
tutions, faite  dans/,  donnera  une  certaine  transformée;  nous  dé- 
signerons leur  ensemble  par  le  symbole  (/).  Or  une  première 
observation  consistera  en  ceci  : 

f  et  F  étant  équivalentes,  (/)  et  (F)  seront  composés  des 
mêmes  formes. 

Pour  le  démontrer,  soit 

x  =  m X  -4-  m0  Y,        /=/iX  +  «0Y 
la  substitution  qui  change  /  en 

F  =  A0X«  -4-  A,  X«-i  Y  -h ...  -+-  A„_,  X  Y"-»  -h  A.,  Y"  ; 
posons 

rn0  +  a«0  m0  -4-  3  tt„  //î0  -+-  Y  '*« 

a  = ,  b  =  ô —  *  c  = ■  ; 

m  —  oLti  wt  +  p  n  m  -+-  •;  /* 

on  aura 

F  =  A0(X-f-a,  Y  )...(X  -f-a^Y  )  (X  -+-  l>t  Y  )  (  X  -*-  c,  Y  ). . . 

(X  -t-  hvY  )  (X  -h  cvY  ), 

et  la  forme  quadratique  <ï>  composée  avec  F,  comme  a  avec/,  sera 

*  =  TÎ(X-»-aIY)«-f....-hTj(X-+-allY)* 

-f-  v.  U? (X  -+-  bi  Y  )(  X  -4-  c,  Y)  —  , . .-+-  2Ui(  X  -h  bvY)  (X  -h  cvY). 

Cela  posé,  si  Tune  des  formes  de  (/)  a  été  obtenue  en  faisant  dans/ 
la  substitution  propre  à  réduire  ©,  lorsqu'on  y  suppose,  en  général, 

t  =  t,        f/  =  y; 

je  dis  que  la  même  forme  se  trouvera  dans  (F)  et  aura  été  obtenue 
en  réduisant  $  dans  l'hypothèse 

Soient,  pour  abréger,  P  la  substitution  qui  transforme  /  en  F 
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et  Q  la  substitution  propre  à  réduire  cp;  on  vérifiera  d'abord  im- 
médiatement que,  par  la  substitution  P,  <p  devient  O  :  donc,  réci- 
proquement, par  la  substitution  inverse  P"!,  <ï>  devient  <p,  de  telle 
sorte  enfin  que  <p  et  <ï>  se  changent  en  une  seule  et  même  forme  ré- 
duite par  les  substitutions  Q  et  P-1  Q. 

Maintenant  ces  deux  substitutions,  faites  respectivement  dans/ 
et  F,  donnent  une  même  forme,  la  substitution  inverse  P"1  rame- 
nant tout  d'abord  F  à  /. 

Il  est  ainsi  prouvé  que  toutes  les  formes  de  (/)  sont  dans  (F); 
la  réciproque  est  évidente,  car  on  peut  raisonner  de  F  à  f  abso- 
lument comme  on  Ta  fait  de  f  à  F;  (/)  et  (F)  sont  donc  iden- 
tiques. 

2°  C'est  parmi  les,  formes  dont  l'ensemble  a  été  désigné  par  (/) 
que  nous  choisirons  une  réduite  pour  représenter  la  classe  entière 
à  laquelle  appartient/;  dans  ce  but,  nous  allons  établir  quelques 
résultats  préliminaires. 

Soit,  pour  un  système  déterminé  de  valeurs  de  t  et  u, 

x  =  /iiX  -+-/w0Y,        y  =  nX-\-n0Y 

la  substitution  propre  à  réduire  cp;  en  conservant  les  notations 
précédentes  la  transformée  réduite  &  sera 

*  =  TÎ(X  +  alY)2-+-...-hTj(X-haM.Y)« 

-4-2UÎ(XH-b1Y)(X-+-c1Y)H-...-4-2UÎ(X-HbvY)(X  +  cvY), 

les  quantités  T  et  U  ayant  pour  valeurs 

T*  =  t*(m  +  aLn)*,         U*  =  u*(m-+-  $n)  (m  -i-yn). 

La  transformée  déduite  de  /,  par  la  même  substitution,  sera  éga- 
lement représentée  par 

F  =  A0X«-hA1X«-iY-+-...-hAw_1XY«-»-f-A„Y« 

=  A0(X-ha,Y)...(XH-allY)(X-+-bJY)(XH-cIY)...(X-f.bvY)(X-hcvY). 

Soit  encore,  pour  abréger, 

4>  =  PX*-+-*QXY-+-RY*, 
de  sorte  que 

Tj-t-...H-   TV  -+-      *U;     h-.. .-h     2UÎ      =P, 
ajTÎH-...-hajiT(l-H2b1c1Uî  -+-..  .-f-2bvcvUî  =  R. 
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On  pourra  faire,  en  général, 

T  =  u>  /P ,  L  =  w  /F ? 

aT=9  v7S,        v/ôbcTC  =  ^  /R  ; 

les  quantités  to,  t«j  d'une  part,  s,  i  de  Taulre,  donnent  les  équa- 
tions correspondantes 

0>*  -r  .  .  .-4-  i»\  —  2*7*  H-.  .  ,-r-  2TîT^  =  I. 

Enfin,  nous  remplacerons  l'équation  unique 

v/i  bc  ,  U  =  ^  v^, 
par  les  deux  suivantes 

bU  =  6v/Re<\         et  =^y/Re-'\ 

A  étant  l'argument  de  l'imaginaire  b.  Cela  posé,  nous  transforme- 
rons comme  il  suit  l'expression  en  facteurs  linéaires  de  F.  Multi- 
plions les  facteurs  réels  X  4-  a  Y  par  T,  et  chacun  des  facteurs 
imaginaires  conjugués  X  -+- 1)  Y,  X  -f-  cY  par  U;  on  aura  d'abord 

T1Tî...TltU;U*...Uv2F  =  A0.  .  jTX  +  aTY)(UX  +  bliY)(UX-+-cUY)...: 

puis,  en  introduisant  les  quantités  to,  tït,  o,  »i,  et  représentant,  pour 
abréger,  T,  T2  . . .  T^U;  U*  . . .  UJ  par  (TU)* 

F=~°-...(w|/FX  +  ?v'SY^ 

Or  telle  est  l'expression  de  F  à  laquelle  nous  voulions  arriver;  par 
une  simple  raison  d?homogénéité  on  en  déduit  cette  conséquence 
importante,  savoir  : 

Le  produit  de  deux  coefficients  de  F,  également  éloignés 
des  extrêmes,  s'exprime  de  la  manière  suivante  : 

._Aj(PR)i" 

la  quantité  désignée  par  (i)  dépendant  seulement  de  w,  ro,  ©, 
•i  et  ).. 
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On  a,  par  exemple, 

.  A       a;(pr)tw 

0/1  =  (TUj»         W1...0){JLçpI...O(1T!TÎ...nTÎ^Î...^. 

3°  Cette  quantité  (*),  qui  est  évidemment  réelle,  a  une  valeur 
numérique  essentiellement  limitée,  et  dont  le  maximum  s'obtient, 
quel  que  soit  /,  en  annulant  les  arguments  )M  et,  en  faisant 

(0  =  73  =  ^   =  ^=    — —  , 

on  obtient  ainsi  la  limite 

tn<^( r.^7 )• 

Je  pense  pouvoir  supprimer  la  démonstration,  qu'on  trouvera 
sans  peine. 

4°  Il  n'a  point  été  introduit  jusqu'ici  que  la  forme  quadratique  <ï> 

fût  réduite.  Or  cette  condition  donne,  en  représentant  par  D  le 

déterminant  PR  —  Q2, 

PR<|D, 

d'où  l'on  déduit  la  limitation 


A/A„_,<(!)f    (/) 


a;d^ 

(TU)* 


On  est  ainsi  conduit  à  étudier  avec  attention  l'expression 

e     ^ 

et,  en  premier  lieu,  à  chercher  comment  elle  dépend  des  variables 
/,  u  restées  entièrement  arbitraires.  J'observe  à  cet  effet  qu'on  a 

A0  =  /("'>  n)  =  «o(fl*  +  a1/i)...(w  +  a|i/i)(m  +  pi/i)(/n  +  Y,n)... 

(m+^n)(/?n-yvn). 
On  a  posé  d'ailleurs 

T*  =  **(/n-4-a/i)*,         UJ  =  ftJ(»i  +  (i/i)(m  +  yn), 
et  l'on  en  déduit  immédiatement  que 


(TU)'       (tu)* 
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En  second  lieu,  le  déterminant  PR  —  Q*  de  ♦  peut  être  rem- 
placé par  le  déterminant  de  »,  où  n'entrent  que  les  variables  (cti; 
on  a  ainsi 

Tellc  est  donc  la  fonction  de  t,  u  et  des  qualités  propres  seule- 
ment à  la  forme/,  cl  qui  sert  à  limiter  les  coefficients  de  toutesl» 
formes  contenues  dans  (/). 

5°  Il  importe  de  bien  voir  comment  cette  fonction  8  est  liée  tm- 

lyliquement  à  la  classe  entière  des  formes  équivalentes  à/. À cd    ] 

effet,  considérons  une  transformée  quelconque  F,  déduite  de/jw 

la  substitution 

.r  =  m  X  H-  //*0  Y,        y  =  n  X  -h  /i0  Y. 

La  fonction  8,  relative  à  F,  s'obtiendra  en  remplaçant  dans  ï  les 
quantités 

«0,     *,     ?,    Y 
respectivement  par 

A0,    a,     b,     c. 

Mettons  encore  à  la  place  des  variables  t  et  t/,  de  0,  d'autres 
lettres  T  et  U;  cela  fait,  je  dis  que  0  et  0  coïncideront  en  prenant 

Effectivement,  on  trouvera  comme  tout  à  l'heure 

(..  ri)*     (tu)*' 

D'autre  part,  ainsi  qu'on  l'a  établi  précédemment,  la  forme  qua- 
dratique <I>,  composée  avec  F,  de  même  que  9  avec/,  savoir: 

<I>  =  T*(  X  -h  a, Y  )*  -+-.. .-»-  T(1(X  -f-  a^Y^-f-  aUJ(X  -h  b,  Y;(X-4-c,Y)+... 

ou  bien,  dans  l'hypothèse  admise, 

<l»  =  /;i_m  -4-aj/i)*(X  H- aA  Y  )*-*-...  4-  /ta(m  -ha^/ij^X  ~  a^Y)*  -+-... 

se  déduira  de  s  par  la  substitution 

x  =  m  X  -h  m0  Y,        7  =  nX  +  /i0Y; 

donc  les  déterminants  de  ces  deux  formes  seront  les  mêmes;  doin 
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le  rapport  établi  entre  les  variables  de  0  et  celles  de  6  rend  ces 
deux  fonctions  identiques. 

De  là  se  tirent  deux  conséquences  importantes. 

Premièrement  :  Les  fonctions  8  et  0,  relatives  à  deux  formes 
équivalentes  /  et  F,  prennent  les  mêmes  valeurs  lorsque  les  va- 
riables passent  par  tous  les  états  de  grandeur,  et  ont  même  mini- 
mum. Ce  minimum  sera  pour  nous  la  définition  du  déterminant  de 
la  forme  binaire  de  degré  quelconque. 

Secondement  :  Les  formes  quadratiques  cp  et  <ï>,  déduites  de 
deux  formes  différentes  /  et  F,  avec  les  valeurs  de  t  et  u  d'une 
part,  T  et  U  de  l'autre,  qui  donnent  le  minimum  des  fonctions  9 
et  ©,  deviendront  équivalentes  en  même  temps  que  /et  F.  Ainsi, 
<I>  se  déduira  de  cp,  par  la  mêm$  substitution  que  F  de  /.  Pour  rap- 
peler cette  propriété,  nous  appellerons,  dorénavant,  la  forme  qua- 
dratique cp  la  correspondante  de  /. 

VI. 

Les  considérations  précédentes  nous  conduisent  à  nommer 
formes  binaires  de  même  déterminant  l'ensemble  des  fonctions 
homogènes  de  même  degré,  pour  lesquelles  le  minimum  absolu  de 
la  fonction  0  aura  une  même  valeur.  Nous  donnerons  aussi  le  nom 
de  réduites  d'une  forme  /  à  la  forme  unique,  ou  aux  formes  de 
l'ensemble  (/),  qui  correspondent  à  ce  minimum  de  0.  Cela  étant, 
on  établira  facilement  ces  propositions  : 

i°  Les  formes  équivalentes  ont  les  mêmes  réduites. 

Supposons  que  le  minimum  de  la  fonction  9,  relative  à  /,  s'ob- 
tienne pour  les  valeurs 

t  b=  x,        u  =  u; 

le  même  minimum  de  la  fonction  0,  relative  à  une  transformée 
équivalente  F,  déduite  de/,  en  faisant 

a?  =  mX  +  m0Y,       y  =  nX-h  n0Y, 

correspondra  aux  valeurs 

T*  =  T*(m-+-a/i)*,        U  =  u*(/7H-  $n)(m-{-fn). 

Or  il  a  été  démontré  plus  haut  que  les  formes  de  (./)  et  (F)  cor- 
H.  -  I.  ia 
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respondantes  à  des  valeurs  de  *,  w,  T,  U,  liées  de  cette  manière, 
étaient  précisément  les  mêmes. 

Cette  proposition  fait  dépendre  l'équivalence  de  deux  formes, 
de  l'égalité  absolue  entre  les  réduites,  ou  les  groupes  de  réduites 
qui  leur  correspondent. 

20  Les  formes  à  coefficients  entiers,  de  même  déterminant  0. 
se  distribuent  en  un  nombre  fini  de  classes. 

Toutes  ces  formes  ne  donnent,  en  effet,  qu'un  nombre  limité  de 
réduites,  car  ces  réduites  étant  représentées  par 

F  =  A0X«  -*-  AiX*-i  Y -+-. .  .-*-  À^XYA-i  -h  AnY«, 

on  a,  pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  1,  de  zéro  à  /*,  la 
limitation 

A<A"-<<U;   t?\ — t^7.ï — ) e- 


VIL 

Pour  première  application  des  principes  qui  viennent  d'être 
exposés,  nous  considérons  les  formes  quadratiques  à  facteurs  réels. 
Alors  la  fonction  0,  comme  on  le  voit  immédiatement,  est  indé- 
pendante des  variables  ti7  t2  et  se  réduit  à  l'expression  connue  du 
déterminant.  On  a  alors  l'exemple  unique  dans  les  formes  à  deux 
indéterminées,  mais  qui  se  reproduira  dans  la  suite  de  ces  re- 
cherches, et  un  peu  plus  étendu,  d'un  nombre  infini  de  réduites 
pour  une  forme  donnée.  Effectivement,  les  variables  ti7  t2  restant 
arbitraires,  les  réduites  d'une  forme /donnent  l'ensemble  désigné 
par  le  symbole  (/),  et  il  s'agit  maintenant  de  les  obtenir  par  la  ré- 
duction continuelle  de  la  forme  définie  o,  lorsque  les  variables 
passent  par  tous  les  états  de  grandeur.  Pour  employer  les  notations 
habituelles,  nous  poserons 

f  =  ax*-\-  ibxy-\-  cy*  =  a(a?-+-  ay)(x  -+-  *'y)\ 

on  aura 

ft  -t\t\(<t—  a')J 

G  =  a*    !    '        =  a* (a  —  a' )*  =  4(6*  —  ac ) , 

M  ll 

et,  en  introduisant  dans  o  le  rapport  (7M  >  qui  y  figure  seul  au 

fond, 

y  =  {x  -+-  zy)*  -+-  l(x  -+-  a>)*; 
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de  sorte  que  l'ensemble  (/)  des  réduites  s'obtiendra  en  faisant 
dans/  toutes  les  substitutions  propres  à  réduire  çp,  lorsque  X  varie 
d'une  manière  continue  de  zéro  à  l'infini. 

En  restant  dans  le  cas  général,  où  les  coefficients  de  f  sont  des 
quantités  quelconques,  nous  nous  fonderons  d'abord  sur  l'obser- 
vation suivante  : 

i°  Concevons  qu'on  attribue  aux  indéterminées  de  <p  tous  les 
systèmes  possibles  de  valeurs  entières;  soient  considérés  toutefois 
comme  distincts  deux  systèmes,  tels  que  x,  y  et  —  x,  — y,  et  qu'on 
range  par  ordre  croissant  de  grandeur  les  valeurs  obtenues. 

On  aura  ainsi  une  suite  qui  dépendra  de  la  valeur  de  X,  et  que 
nous  désignerons  par  le  symbole  (X);  en  ayant  soin,  si  plusieurs 
systèmes  des  indéterminées  reproduisaient  une  même  valeur  de  ç, 
de  les  réunir  pour  les  comprendre  dans  un  même  groupe. 

Gela  étant,  faisons  croître  X  d'une  manière  continue  de  zéro  à 
l'infini  positif,  et  cherchons  comment  s'introduisent  des  change- 
ments dans  l'ordre  des  termes  de  l'ensemble  (X).  J'observe  à  cet 
effet  que  tous  ces  termes  sont  des  fonctions  continues  de  X,  de 
telle  sorte  qu'en  passant  d'une  valeur  déterminée  X0  à  une  autre 
infiniment  voisine,  X0  -f-  rfX,  on  n'altérera  jamais  l'ordre  de  deux 
termes  consécutifs,  tant  que  leur  différence  sera  une  quantité  finie. 
Mais  supposons  que  les  groupes  formés  de  la  réunion  de  deux  ou 
plusieurs  termes  offrent,  pour  la  valeur  particulière  X0,  des  valeurs 
numériques  égales;  on  voit  clairement  que  deux  termes  réunis 
pour  X=X0  auront  d'abord  été  séparés,  puis  auront  interverti  leurs 
rangs,  en  passant  d'une  valeur  un  peu  inférieure  à  une  valeur  un 
peu  supérieure  à  X0.  Car,  en  représentant  X  par  une  abscisse,  ces 
deux  termes  seraient  les  ordonnées  de  deux  droites  qui,  après  leur 
intersection,  changent  de  position  relative  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

C'est  donc  toujours  en  devenant  égaux  que  deux  termes  consé- 
cutifs échangent  leurs  places  pour  entrer  dans  une  suite  nouvelle. 
Avec  cette  observation  bien  simple,  l'opération  arithmétique  de  la 
réduction  continuelle  de  çp,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  X, 
de  zéro  à  l'infini,  devient  facile  à  saisir,  comme  on  va  le  voir. 

20  Prenons  pour  point  de  départ  une  transformée  déduite  de  <p, 
dont  les  coefficients  extrêmes  soient  inégaux.  Ces  coefficients 
représenteront,  comme  on  l'a  établi,  les  deux  premiers  minima 
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de  <p;  donc,  lorsque  X,  croissant  d'une  manière  continue,  atteint 
la  limite  au  delà  de  laquelle  une  nouvelle  réduite  vient  s'offrir, 
Tune  ou  l'autre  de  ces  deux  circonstances  aura  nécessairement 
lieu.  Ou  bien  le  troisième  minimum  deviendra  égal  au  second, 
puis  le  remplacera,  ou  bien  les  deux  premiers  minima  deviendront 
eux-mêmes  égaux  et  intervertiront  leur  ordre.  Le  premier  cas 
pourra  d'abord  se  présenter  plusieurs  fois  de  suite,  mais  le  second 
finira  nécessairement  par  arriver;  car,  à  moins  d'être  indépendant 
de  X,  un  même  terme  ne  pourrait  toujours  être  le  premier  mini- 
mum. Il  est  évident  d'ailleurs  qu'il  n'aura  lieu  qu'une  seule  fois; 
ce  qui  conduit  à  le  considérer  d'une  manière  particulière.  Nous 
nommerons  donc  réduites  principales  les  formes  de  (f),  aux- 
quelles correspondent  des  réduites  de  cp  dont  les  coefficients  ex- 
trêmes sont  égaux;  toutes  les  autres  recevront  le  nom  d'intermé- 
diaires. Cela  posé,  lorsque,  \  croissant  d'une  manière  continue, 
une  transformée  réduite  de  <p  cesse  de  l'être,  par  suite  de  l'échange 
du  troisième  minimum  avec  le  second,  la  substitution  propre  à 
obtenir  la  réduite  suivante  sera  nécessairement 

*  =  X-Y,       r-Y, 

ou  son  inverse 

*  =  X-Y,       7-Y. 

En  effet,  le  coefficient  de  X2  reste  égal  au  premier  minimum,  et 
celui  de  Y2  est  bien  le  troisième,  en  employant  la  première  ou  la 
seconde  substitution,  selon  que  le  coefficient  moyen  sera  négatif 
ou  positif.  De  la  même  manière  on  obtiendra  donc  ainsi  toute 
réduite  intermédiaire  de  '(/)  au  moyen  de  la  réduite  précédente. 
En  second  lieu,  si  une  réduite  de  o  cesse  de  l'être,  par  suite  de 
l'échange  des  deux  premiers  minima,  on  aura  la  substitution 

x  =  Y,        y  =  -  X. 

Mais  alors  on  sera  parvenu  à  l'une  des  réduites  principales  de  (/), 
que  cette  substitution  changera  en  son  associée  opposée.  Et  en 
continuant  les  opérations,  on  verra  de  nouveau  s'offrir  une  suite  de 
réduites  intermédiaires,  puis  une  réduite  principale  suivie  de  son 
associée  opposée,  et  ainsi  jusqu'à  l'infini.  Nommons,  pour  abré- 
ger, P  et  Q  les  substitutions 

a:  =  X  +  Y,        7  =  Y        et        x  =  Y,        r  =  — X; 
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en  partant  d'une  réduite  principale,  de  rang  quelconque,  la  substi- 
tution pour  obtenir  la  suivante  sera  Q,  suivie  de  P  ou  son  inverse 
P"1,  prise  autant  de  fois  de  suite  qu'il  se  présentera  de  formes  in- 
termédiaires, c'est-à-dire  QP1,  le  nombre  entier  i  étant  positif  ou 
négatif.  Et,  en  général,  on  peut  résumer  les  opérations  relatives  à 
la  réduction  de  la  forme  cp,  pour  toutes  les  valeurs  de  \  croissant 
d'une  manière  continue  de  zéro  à  l'infini  positif  dans  la  formule 

...QP'QPyQP*.... 

3°  Les  formes  de  (/),  que  nous  avons  nommées  principales,  ont 
des  caractères  distinctifs  de  toutes  les  autres,  et  qu'il  importe 
d'établir. 

A  cet  effet,  soit 

F  =  ÀX«-+.aBXY-+-CY*=rÀ(X-4-aY)(X-4-a'Y) 
vine  transformée  quelconque  de  /,  obtenue  par  la  substitution 
x  =  mX  -+-  m0Y,        y  =  nX-h  n0Y, 

on  prouvera  d'abord  immédiatement  que  F  appartiendra  à  (/),  si 

la  forme  définie 

*  =  (X4-aY)«  +  )i(X  +  a'Y)2 

est  réduite,  en  attribuant  à  A  une  valeur  positive  convenable,  et 

cette  condition  est  à  la  fois  nécessaire  et  suffisante.  Mais,  si  l'on 

veut  de  plus  que  F  soit  une  forme  principale,  il  faut  qu'on  puisse 

faire 

i  -+-  X  =  a*  -*-  X  a'2  ; 

ainsi,  l'une  des  quantités  a  et  a'  doit  être  plus  grande  et  l'autre  plus 
petite  que  l'unité.  D'ailleurs,  d'après  la  valeur  de  \  4>  devient 

*  =  (*=*1)  (W  Y.+  *  l±^  XY)  ; 

\  i  —  a'2  /  \  a  -4-  a'         / 

donc,  pour  que  ce  soit  une  forme  réduite,  on  doit  poser 

*  \  a  -+-  a'  / 

Réciproquement,  cette  condition  nécessaire  est  à  elle  seule  suffi- 
sante, car  on  peut  l'écrire  ainsi  : 

4(i  — a«;(i  — a'*)-*-3(a-?-a')2<o; 
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donc,  i  —  a2  et  i  —  a'2  sont  de  signes  contraires,  et  il  est  possible  ^ 
de  prendre  pour  4>  la  valeur  particulière 

(l_a,>)(X^aY)*-(i-a*)(X4-a'Y;î  =  (a«-a,*)^X«^Y«^2I-i^XYy^ 

qui  est  bien  une  forme  définie  réduite,  dont  les  coefficients  ex-  — 
trêmes  sont  égaux. 

Ainsi,  pour  qu'une  transformée  F  =  (  A,  B,  C)  soit  une  réduile 
principale,  il  faut  et  il  suffit  que  la  valeur  absolue  du  coefficient 
moyen  ne  soit  pas  inférieure  à  la  valeur  absolue  de  la  somme  des 
coefficients  extrêmes. 

4°  On  a  supposé  implicitement,  dans  tout  ce  qui  précède,  qu'à 
une  forme  définie  donnée  corresponde  toujours  une  réduite  unique. 
Il  en  est  effectivement  ainsi  en  général;  cependant  nous  devons 
tenir  compte  des  cas  d'exception,  qui  se  présentent  précisément 
dans  les  conditions  précédentes,  savoir,  lorsque  le  second  et  le 
troisième,  ou  bien  les  deux  premiers  minima,  sont  égaux  entre 
eux.  On  a  alors  deux  réduites  qui  diffèrent  seulement  par  le  signe 
du  coefficient  moyen  et,  dans  (/),  deux  formes  différentes  qui 
leur  correspondent.  Mais,  de  ces  deux  formes,  l'une  d'elles  répond 
à  la  réduite  unique  pour  une  valeur  de  X  un  peu  inférieure,  l'autre 
à  la  réduite  unique  pour  une  valeur  de  "k  un  peu  supérieure  à  celle 
qui  rend  égaux  les  deux  minima.  Enfin,  dans  le  cas  plus  particulier 
où  les  trois  premiers  minima  seraient  tous  égaux,  on  aurait  une 
forme  définie  proportionnelle  à  x2±xy-\-y*,  et  susceptible  de 
se  transformer  elle-même  par  une  substitution  de  la  forme  P^Q. 
Quatre  formes  de  (/),  correspondantes  à  cette  réduite,  seront  alors 
deux  principales  et  leurs  opposées. 


VIII. 


Nous  avons  toujours  supposé  jusqu'ici  que  les  coefficients  de  la 
forme  quadratique  f  étaient  des  quantités  quelconques.  Voyons 
maintenant  les  circonstances  remarquables  qui  se  présentent  lors- 
qu'on les  suppose  entiers.  Alors  l'ensemble  (/)  des  réduites  ne 
comprend  plus  qu'un  nombre  fini  de  formes  distinctes,  puisque 
leurs  coefficients  sont  limités.  Donc,  lorsque  la  réduction  conti- 
nuelle de  tp,  pour  des  valeurs  croissantes  de  X,  aura  conduit  à  une 
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forme  déjà  obtenue,  la  nature  même  des  opérations  montre  claire- 
ment qu'elles  se  reproduiront  dès  lors  périodiquement  en  faisant 
croître  X  jusqu'à  l'infini,  ou  en  le  faisant  décroître  jusqu'à  zéro. 
Ainsi  (/)  sera  composé  d'un  groupe  de  formes  en  nombre  fini  se 
reproduisant  une  infinité  de  fois.  Nous  pouvons  donc  raisonner 
comme  le  fait  M.  Gauss,  §  187,  pour  obtenir  toutes  les  classes  dis- 
tinctes de  formes  de  déterminant  D.  Calculons  pour  cela  l'en- 
semble Q  des  réduites  principales,  en  employant  tous  les  nombres 
A,  B,  C  satisfaisant  aux  conditions 

B*  —  AC  =  D,        B^(A  +  C)J, 

et  prenons  l'une  d'elles,  F.  Il  résulte  immédiatement  de  nos  prin- 
cipes qu'à  la  période  des  réduites  principales  de  (F)  appartien- 
dront toutes  les  formes  équivalentes  de  Q.  Cette  période  obtenue, 
on  prendra  une  autre  forme  G  de  û  qui  n'y  soit  pas  comprise,  et 
l'on  calculera  de  même  la  période  des  réduites  principales  de  (G). 
De  là  on  déduira  une  nouvelle  classe  distincte  de  la  précédente,  et 
l'on  poursuivra  les  mêmes  opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé 
toutes  les  formes  de  Q.  Alors  on  aura  obtenu  toutes  les  classes 
différentes  de  déterminant  D,  représentées  chacune,  non  par  une 
forme  unique,  mais  par  une  période  répétée  indéfiniment  d'un 
petit  nombre  de  réduites  principales.  Ces  périodes  ne  coïncident 
pas  absolument  avec  celles  de  M.  Gauss,  comme  on  le  voit  par  la 
définition  des  réduites  données  §  183.  Remarquons  néanmoins 
qu'elles  présentent,  comme  celles  de  l'illustre  analyste,  une  série 
de  formes  dont  chacune  est  contiguë  à  la  précédente  par  la  pre- 
mière partie.  En  effet,  la  substitution  QP',  par  laquelle  on  passe 
de  Tune  à  l'autre,  est  précisément  le  type  des  substitutions  qui 
donnent  une  transformée  contiguë.  On  pourrait  même  sans  doute 
calculer  le  nombre  i,  par  la  condition  que  la  forme  contiguë  soit 
une  réduite  principale  ;  mais  je  laisserai  cette  recherche  au  lecteur. 


IX. 

Nous  avons  encore  à  présenter  quelques  considérations  sur  le 
problème  important  dont  l'objet  est  de  trouver  toutes  les  transfor- 
mations possibles  de  deux  formes  équivalentes  l'une  dans  l'autre. 
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La  belle  solution  donnée  par  M.  Gauss,  §  162,  dépend  d'une  mé- 
thode profonde  et  cachée,  qui,  si  je  ne  me  trompe,  reparaît  encore 
dans  d'autres  circonstances,  par  exemple  dans  les  recherches  rela- 
tives à  la  multiplication  des  classes.  J'aurais  plutôt  à  essayer  d'en 
pénétrer  les  principes  qu'à  y  ajouter  quelque  chose;  aussi  je  me 
bornerai  à  déduire  des  considérations  précédentes  ce  cas  parti- 
culier : 

Le  calcul  de  l'ensemble  désigné  par  (/)  donne  toutes  les 
transformations  possibles  des  réduites  principales  et  intermé- 
diaires en  elles-mêmes. 

Soit  F  =  A(x  -\-&y)(x  •+•  *'y)  l'une  d'elles  :  nous  savons  que 
toutes  les  autres  réduites  s'obtiendront  par  la  réduction  conti- 
nuelle de  la  forme  définie 

4>  =  (x  ■+-  zy)1  -+-  \{x  -h  a'j')*, 

et  cette  forme  définie,  comme  correspondante  à  F,  est  elle-même 
réduite,  par  exemple  pour  X  =  X0.  Soit  donc 

la  substitution  qui  change  F  en  elle-même;  par  cette  substitution, 
la  forme 

(/n-+-an)*v  J'        (m  +  a'/i)^  J) 

deviendra  précisément  <I>,  quand  on  y  fait  \  =  A0  ;  ainsi  donc,  en 
réduisant  la  forme  définie  dans  l'hypothèse 


\m  -+-  a  nj 


on  obtiendra  bien  une  transformée  semblable  quelconque  de  F. 

Maintenant,  nommons  P  la  substitution  qui  reproduit  F,  pour  la 
première  fois  lorsque  \  croît  depuis  la  valeur  X0,  d'une  manière 
continue  jusqu'à  une  certaine  limite  )M  ;  à  partir  de  cette  limite, 
les  opérations  se  reproduiront  périodiquement  jusqu'à  l'infini; 
c'est  donc  la  substitution  P,  prise  un  nombre  quelconque  de  fois, 
qui  donnera  toutes  les  transformations  semblables.  Et,  si  l'on  con- 
sidère les  valeurs  décroissantes  de  X,  de  X|  à  X0,  on  aura  dans  un 
ordre  inverse  la  même  série  d'opérations,  qu'on  pourra  prolonger 
à  l'infini,  dans  l'autre  sens,  et  qui  donnera  pour  transformations 
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semblables  la  substitution  inverse  P"1,  prise  de  même  un  nombre 
quelconque  de  fois.  Les  mêmes  choses  auraient  lieu  relativement 
à  la  transformation  de  toute  réduite  F  en  —  F,  lorsque  cette  trans- 
formation est  possible. 


L'équation  x2  —  Dy2  =  i  a  une  infinité  de  solutions. 

En  prenant,  en  effet,  /  =  x2  —  Dy2,  on  a  l'une  des  réduites  in- 
termédiaires comprises  dans  (/),  car  la  forme  définie  correspon- 
dante 

O  -+- y  fôy  -4-  x  (x  —7  \/d  y 

est  réduite  pour  X  =  i .  De  là  résulte  l'existence  d'une  infinité  de 
transformations  semblables,  telles  que 

3?=mX  4-m0Y,        y  =  nX  -+-  n0Y> 

et  toutes  donnent  nécessairement 

m*  —  D/i*  =  i. 

Pour  obtenir  la  loi  de  toutes  ces  solutions,  nous  emploierons  la 
méthode  suivante.  Soit  II (s)  une  fonction  égale,  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  de  z,  au  minimum  de  la  forme 

e*:(x  -h y  |/D)f  -+-  e-*s(x  — 7  y/B)', 

lorsqu'on  y  suppose  x  et  y  entiers.  Je  dis  que  toute  solution  x  =  a7 
y  =  b,  de  l'équation  proposée,  donnera  un  indice  de  périodicité 
de  la  fonction  II.  On  pourra  déterminer,  en  effet,  une  quantité 
réelle  co,  telle  que 

e*»  =  a  -+-  b  /B,        e-»  ==  a  —  b  /B, 

et  l'on  trouvera 

\a-bs/Dj  \a  +  b/Dj 

Or  on  peut  faire 

x  -h y  v/D  =  (a  -  b  y/B)  (X  -h  Y  /B), 
x-y\/D  =  (a-r-b  /B)  (X  -  Y  /B), 
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car  cela  revient  à  la  substitution  au  déterminant  i  : 

x  =  +  aX-bm,        yz=-b\-k-a\\ 

donc  II (5  -f-  o))  ne  diffère  pas  de  11(5). 

Or  la  fonction  TJ(s)  est,  par  sa  définition,  du  genre  des  fonc- 
tions parfaitement  déterminées  dans  toute  l'étendue  des  valeurs 
réelles  de  la  variable  :  donc,  d'après  l'observation  bien  connue  de 
M.  Jacobi,  tous  les  indices  de  périodicité,  tels  que  c*>,  sont  des 
multiples  entiers  du  plus  petit  d'entre  eux.  Autrement  dit  :  toutes 
les  solutions  x  =  A,  y  =  B  de  l'équation  proposée  se  tirent  de  la 
solution  unique  x  =  #,  y=  b  (pour  laquelle  a  -+-  b\/D  est  le  plus 
petit  possible)  par  la  formule 

A-f-B/D  =  (a-+-^v/S)S 

i  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

Toutes  ces  solutions  d'ailleurs  s'obtiendront  en  cherchant  effec- 
tivement les  minima  successifs  de  n(s),  ou  bien,  ce  qui  est  au 
fond  la  même  chose,  en  formant  la  période  de  x2 —  Dy2.  On  a, 
en  effet,  cette  proposition  plus  générale  : 

Toute  représentation  de  minimum  absolu  d'une  forme  à 

facteurs  réels 

/=  a(x  -+-  *y)(x  -+-  a' y) 

sera  donnée  en  cherchant,  pour  des  valeurs  convenables  de  t 
et  /',  le  minimum  de  la  forme  définie 

cp  =  t*(x-+-  ay)1  -4-  t'l(x  -+-  d'y)1. 

Supposons  que /soit  le  plus  petit  possible  pour 
x  —  a,       y  =  b. 
Si  le  minimum  de  cp,  dans  l'hypothèse  suivante 

<=— —M'  t'=—Lri' 

a  -+-  ao  a  ■+-  a  0 

n'était  pas  donné  par  le  même  système  de  valeurs,  c'est  qu'il  en 
existerait  un  autre 
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lel  qu'on  ait 

\a-habj     .\a-i-ab/ 
or  on  en  conclurait 


\a  +  OLb)    \a-+-a'b)  <l; 


donc  y  ne  serait  pas,  contre  l'hypothèse,  un  minimum  absolu  pour 
jx  =  a,  y  =  b. 


XI. 


M.  Gauss  a  encore  déduit  du  développement  de  la  période  de 
la  forme  (i,  o,  —  D)  la  décomposition  en  deux  carrés  du  détermi- 
nant, lorsqu'il  est  un  nombre  premier  ^n  -f-  i.  Ce  beau  résultat 
dépend  des  spéculations  les  plus  élevées  de  l'Arithmétique  trans- 
cendante, car  il  repose  en  entier  sur  cette  proposition  :  que  les 
.  /ormes  proprement  primitives  de  déterminant  premier  4/i-f- 1 
n'ont  jamais  qu'une  classe  ambiguë.  Je  vais  essayer  cependant, 
sans  sortir  des  considérations  élémentaires,  de  donner  la  raison  de 
ces  rapports  singuliers,  entre  deux  points  bien  différents  de  la 
théorie  des  formes  quadratiques. 

Soient  a  et  b  deux  nombres  entiers,  tels  qu'on  ait 

a*—  D6*  =  —  A, 

A  étant  essentiellement  positif.  La  période  de  (i ,  o,  —  D)  contien- 
dra une  transformée  obtenue  par  la  réduction  de  la  forme  que  nous 
avons  nommée  o  dans  l'hypothèse  suivante  : 

o  =  (x  -^yyfoy  (a  +  b  \/D)  -  (x  —  y  )/f>)% (a-bjïï)  =  i  /D(6, a,  bT>). 

Or  on  obtient  ainsi  une  forme  à  coefficients  entiers  de  détermi- 
nant —  A.  Soit  donc 

(A,  B,  C) 

l'une  quelconque  des  réduites  pour  ce  déterminant,  et 

x  =  mX-hm0\,        y  =  nX-h  n0Y 

la  substitution  propre  à  passer  de  (6,  a,  èD)  à  (A,  B,  C).  Cette 
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substitution  se  présentera  nécessairement  pour  déduire  de  (1,0, — D) 
Tune  des  réduites  principales  ou  intermédiaires  de  sa  période  ;  soit 
l'A,  B,  C)  cette  réduite,  on  aura,  d'une  part, 

AX*  -f-  2BXY  -+-  CY'  =  (wX  -+-  m0  Y)«  -  D(/iX  -+-  ti0Y)*, 

et  de  l'autre 

AX»-h  2BXY  -f-  C  Y»  =  b(m\  ~-  m0Y)« 

~2fl(mX-r/?i0Y)(nX-  /i0Y)-r-6D(/iX-i-/ioY)*; 

or  on  tire  aisément  de  là  l'équation  suivante 

AC-aBB  +  CA  =  o, 

dont  nous  allons  montrer  les  conséquences. 

Soit,  en  effet,  A  =  i ,  2,  3,  4?  5?  etc.  Au  moyen  des  réduites  con- 
nues pour  ces  déterminants,  on  trouvera  successivement 

A  -»-  C  =  o,    9.  A  -f-  C  =  o, 

3A-rC  =  o,    4A-4-C  =  o,  5A-hC  =  o 

ou 

A-B+C  =  o,       A-+-C^o,       3A-2B  +  2G  =  o,     ..., 

et  ces  relations  donneront  les  représentations  suivantes  du  déter- 
minant D, 

A*-r-B2,     2A*-f-B*,     3A2-hB*,     4A«-r-B*,     5A*-+-B* 

ou 

B2  —  AB-r-A2,     A*+B«,     B*  —  AB -f- j[  A». 

Dans  la  dernière,  A  est  nécessairement  un  nombre  pair,  et,  en 
écrivant  2  A  à  la  place  de  A,  elle  devient 

B*  —  2AB-r-6A*       ou       (B  — A)»-f-5A«; 

ainsi  la  représentation  de  D,  par  la.  forme  (1 ,  o,  -f-  5),  s'obtiendra 
par  le  développement  de  la  période  de  (1,  o,  D)  toutes  les  fois  que 
l'équalion 

sera  possible.  Mais,  de  tous  ces  cas,  le  premier  est  le  seul  où  nous 
puissions  affirmer  que  la  forme  (A,  B,  C)  est  une  réduite  princi- 
pale; alors,  en  effet,  la  relation  B2  >  (A-J-C)2  se  réduità  B2  >o, 
qui  est  satisfaite  d'elle-même.  Le  second  a  été  l'objet  de  recherches 
de  M.  Gôpel,  auteur  à  jamais  illustre  du  Mémoire  Adumb ratio 
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levis  theoriœ  functionum  Abelianarum,  comme  on  le  voit  clans 
la  Notice  où  M.  Jacobi  a  rendu  un  digne  hommage  à  sa  mémoire. 
Dans  ce  champ  de  recherches  sur  les  fonctions  abéliennes,  ou- 
vertes en  même  temps  par  un  autre  géomètre  dont  il  eût  été  l'é- 
mule, tous  ceux  qui  suivront  ses  traces  trouveront,  à  côté  de  leurs 
méditations,  le  regret  d'une  destinée  cruelle.  Qu'il  me  soit  permis, 
pour  avoir  eu  quelques  pensées  en  partage  avec  M.  Gopel,  de 
joindre  l'expression  sincère  de  ce  regret  à  celle  de  mon  admira- 
tion pour  son  génie. 


XII. 


En  passant  des  formes  quadratiques  à  facteurs  réels  aux  formes 
de  degré  plus  élevé,  la  recherche  des  classes  distinctes  pour  un  dé- 
terminant donné  dépend  en  premier  lieu  de  la  détermination  du 
minimum  de  la  fonction  que  nous  avons  désignée  par  0.  On  n'a 
plus  alors  cet  ensemble  de  circonstances  analytiques  remarquables 
que  nous  venons  de  parcourir,  mais  que  nous  retrouverons  dans 
la  théorie  des  formes  à  facteurs  linéaires  que  nous  avons  définies 
§  II.  Le  fait  le  plus  important  à  observer,  en  abordant  la  théorie 
des  formes  cubiques,  biquadratiques,  etc.,  consiste  peut-être  dans 
l'existence  pour  chaque  degré  d'un  certain  nombre  de  formes 
comme  celles  que  nous  avons  nommées  précédemment  correspon- 
dantes. M.  Eisenstein  a  découvert  le  premier  une  correspondante 
du  second  degré  pour  les  formes  cubiques,  et  l'on  peut  voir  le 
rôle  qu'elle  joue  dans  ses  savantes  recherches  sur  le  nombre  des 
classes  distinctes  pour  un  déterminant  donné.  Nos  principes, 
comme  on  va  voir,  conduisent  directement  à  cette  même  forme. 

Posons,  pour  employer  les  notations  suivies, 

/  =  ax*  -+-  3  bx* y  -+-  3  cxy*  -+-  dy*  ; 

on  aura  pour  la  fonction  9  deux  expressions  bien  distinctes,  l'une 
pour  le  cas  où  les  facteurs  linéaires  x  -f-  ay ,  x  -f-  a! y,  x  -f-  a!1  y 
sont  réels,  savoir  : 

0  =  a%  Vëïë~r ' 

l'autre  pour  le  cas  où,  x  -f-  %y  étant  réel,  x  -f-  n!y  et  x  -j-  a' Ty  sont 
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imaginaires  conjugués 

|îi/*/'*fa—  a')(a  —  a*)  —  t'HiL  —  a")«l* 
•  =  «» ^Fi 

Ces  deux  expressions  différentes  peuvent  néanmoins  être  rappro- 
chées Tune  de  l'autre  de  la  manière  suivante  : 

Faisons  dans  la  première 

ti  =  -i(a'_a";ï,         fi  =  -'i(a_  a')î?         /**  =  ?'i(a  -  a')*, 
et  dans  la  seconde 

/*  =  —  <:*(*'—  »')*•         ''*  =  -'*(  *  —  «';  ( a  -  a"  ), 
elles  deviendront  respectivement 

o=aI(»-»'K»-»^("'->")[(^)^-(^)V(^ly]^ 

Or  il  est  visible  que,  au  facteur  ^ —  1  près,  la  seconde  valeur  se  dé- 
duit de  la  première  en  y  supposant  7"  =  r! .  D'un  autre  côté,  le  mi- 
nimum de  l'expression 


(£)'-G?H3T- 


composée  de  Irois  parties  dont  le  produit  est  l'unité,  s'obtiendra 
en  rendant  les  variables  égales,  et  la  même  hypothèse  donnera  la 
même  valeur  pour  le  minimum  de  la  seconde  fonction.  Posant 

«*(a  —  a')*  (a  —  *')*(%'-  -  a'  )* 

=  27(—  «*<**-+-  36*0*—  4ac*  —  \db*-i-Ç>abcd)  =  27D, 

on  trouvera  respectivement,  pour  les  minima  des  deux  expressions 
les  valeurs 

v/3«7D      et      /— 3«.D, 

et,  pour  les  formes  définies  auxquelles  nous  avons  donné  le  nom 
général  de  correspondantes , 

?  =  -r-  (a'—  a*)*  (x  -h  oiyy-  -t-  (  a  —  *')*(*-+-  i»«+(a-  a')*  (a?  -r-  «>)«, 
?  =  —  (a'—  a')*  (x  -+-  37)* -t-  a(a  —  a';  (a  —  a')  (a?  -+-  a»  (4:  4-  a'^). 
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La  différence  analytique  de  ces  deux  formes  manifeste  la  différence 
de  nature  entre  les  formes  cubiques  à  facteurs  réels  et  à  facteurs 
imaginaires;  dans  le  premier  cas,  v  s'exprime  rationnellement  par 
les  coefficients  de/,  et  Ton  arrive  à  la  forme  de  M.  Eisenstein  en 
multipliant  par  le  facteur  a2,  savoir  : 

q  =  ( ac  —  b* )  x*  -+-  ( ad  —  bc) xy  •+-  (bd  —  c* )y*. 

Dans  le  second,  il  n'en  est  plus  de  même,  et  l'opération  de  la 
réduction  exigera  le  calcul  numérique  de  la  racine  réelle  —  a.  Mais 
les  limitations  des  coefficients  pour  les  transformées  réduites 

AX»  -h  3  BX*  Y  -h  3  CXY*  -+-  D Y* 

dépendent  toujours  de  ces  formules 


AD  <(!)'%,        BC<(!)VD( 


en  ayant  soin  de  prendre  la  valeur  absolue  de  D. 

La  correspondante  à  coefficients  rationnels  peut  être  aussi  rat- 
tachée à  une  origine  différente  de  celle  que  nous  venons  de  lui 
donner,  en  la  considérant  comme  le  déterminant  du  système 

d\f       d\f 
dx1      dx  dy 

d*f       d*f 


dx  dy      dy1 

et  de  là  se  déduirait  une  démonstration  facile  de  sa  propriété  ca- 
ractéristique. Mais  je  veux  surtout  faire  remarquer  comment  cette 
seconde  expression  conduit  au  théorème  suivant  : 

Qu'en  multipliant  o  par  elle-même,  le  produit  est  toujours 
transformable  en  son  opposée. 

Partons  à  cet  effet  des  substitutions 

X  =  (ax  -h  by)x'-\-(bx-r-  cy)y', 
Y  =  (bx  -h  cy)x'  +■  (car-*-  dy)y\ 

et  représentons  par  cp,  ©',  4>  les  déterminants  des  systèmes 

|  cX  —  bY    dX  —  cY 
6X  —  aY    cX-  6Y 


ax  -+-by 

bx  -h  cy 

ax'  -+-  by'    bx'  -+-  cy' 

bx  -+-  cy 

ex  -\-dy 

» 

bx'  -+-  cy'     ex'  -+•  dy' 
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On  trouvera  d'abord,  en  résolvant  successivement  par  rapport 

à  x',  y  et  x,  y, 

,_  X(cx  ■+-  dy)  —  Y  (bx -+-  cy)         ,  _  —  (bx  -+-  cy)  X  +  (or+  ^)Y 
x  -  ^  '     ^  ~  ^  ' 

=  X(cg'-f-  d/)  —  Y(bx'-^cy')  _  —(bx'+  cy')  X  -+-  (q^  -+-  bj/) Y 

Les  deux  premières  formules  donneront  ensuite 

x'(cX-bY)^  y'(dX-cY) 
x  =  o  -=— '- 9 

-  y'(cX  -  bY)  -~  x'(—  bX  -4-  a  Y) 
r  =  ?— * ' 

et,  en  égalant  entre  elles  les  deux  valeurs  obtenues,  par  exemple 

pour  x,  on  trouvera 

<?(p'  ==  <i>. 

Or  on  vérifie  de  suite  que  4>  est  précisément  l'opposée  des  deux 
correspondantes  semblables  v  et  <p';  ce  qui  démontre  la  proposi- 
tion énoncée. 

Si,  de  plus,  le  coefficient  moyen  étant  pair,  ces  formes  sont  pro- 
prement primitives,  4>,  composée  de  nouveau  avec  çp,  donnera  la 
forme  principale  de  même  déterminant;  toutes  les  classes  de  formes 
cubiques  auront  une  correspondante  quadratique,  dont  la  triplica- 
tion  donnera  cette  forme  principale.  Mais  il  a  été  établi  en  outre, 
par  M.  Eisenstein,  qu'à  toute  classe  quadratique  yk  répondait 
effectivement  une  seule  et  unique  classe  cubique,  lorsque  le  déter- 
minant n'avait  pas  de  diviseur  carré.  Ce  beau  théorème  montre, 
comme  on  voit,  un  rapport  digne  de  remarque  entre  deux  théories 
qui  n'offrent  au  premier  abord  aucun  point  de  contact. 

Paris,  juillet  i85o. 
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M.  Gauss  a  distingué  les  formes  quadratiques  ternaires  en  dé- 
finies et  indéfinies,  suivant  qu'elles  sont  réductibles  par  une  sub- 
stitution réelle  aux  formes 

±  (x* -+- y* -h  z*  )       et       ±(u--hyi  —  zi). 

Nous  considérerons  dans  cette  Note  les  formes 

/  =  ax-  -h  a' y-  -h  a"  z*  -+■  -2 byz  -+-  iV ' xz  -h  % b'xy, 

réductibles  à 

X*-+-Y*  — Z«; 

et  toul  ce  que  nous  en  dirons  s'appliquera  de  soi-même  à  l'espèce 
des  formes  indéfinies  qui  appartiennent  à  l'autre  type 

Il  est  bon  cependant  d'observer  que  ces  deux  types  sont  essentiel- 
lement distincts  l'un  de  l'autre,  c'est-à-dire  qu'il  est  impossible  de 
trouver  aucune  substitution  réelle  qui  change 

1»+/-^       en       _\2__Y*-hZ*. 

Le  déterminant,  ou,  d'après  la  nouvelle  dénomination  de  M.  Sy!- 
vester,  Y  invariant  Ac  f,  sera 

A  =  ab*  -T-  a!  V*  ->r  a*  V*  —  ibV  V  —  ad  a*  \ 

la  forme  adjointe  g  sera 


<l\     .        cil      .        d\      t        dl  di  d\ 

lia  da  J         ila  dbJ  db  db     J 

II.  -  I.  i3 
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En  même  temps  que  la  forme  indéfinie/,  nous  considérerons  la 
forme  définie 

où  X,  [jl,  v  sont  des  indéterminées  réelles,  assujetties  à  vérifier  la 

condition 

g(k}  {i,v)  =  —  A. 

Cela  étant,  on  concevra  qu'on  calcule  la  suite  infinie  des  substi- 
tutions propres  à  réduire  9  lorsque  les  indéterminées  \  (jl,  v  passent 
par  tous  les  états  possibles  de  grandeur.  Chacune  de  ces  substitu- 
tions faite  dans  /  donnera  une  certaine  transformée.  Nous  dési- 
gnerons leur  ensemble  par  le  symbole  (/),  et  nous  aurons  les 
propositions  suivantes  : 

I.  Si  deux  formes  ternaires  f  et  F  sont  équivalentes,  (f) 
et  (F)  contiendront  les  mêmes  formes  et  seront  identiques. 

II.  Si  la  forme  ternaire  f  a  pour  coefficients  des  nombres 
entiers,  (f)  ne  contiendra  qiû  un  nombre  essentiellement  limité 
de  transformées  distinctes. 

(A    A '   A* \ 
R   R''  R*  )  lune  quel- 
conque des  formes  contenues  dans  (/),  on  a  ce  théorème  : 

III.  Les  cinq  expressions 

ab*,    a1  ira,    \"\v*-.    Brrtr,   a  a' a* 

sont  comprises  entre  les  limites 

-»-2A      et      — 2  A. 

De  là  suit  que  la  totalité  des  formes  pour  lesquelles  A  est  le 
même  ne  donneront  qu'un  nombre  fini  de  symboles  (f)  distincts 
les  uns  des  autres,  c'est-à-dire  que  les  formes  ternaires  indéfinies 
de  même  invariant  ne  donnent  jamais  qu'un  nombre  limité  de 
classes. 

IV.  Les  substitutions  propres  à  réduire  y  contiendront  toutes 
les  substitutions  qui  peuvent  changer  en  elles-mêmes  les  di- 
verses formes  de  (/). 

Le  calcul  numérique  de  la  réduction  continuelle  de  la  forme  o, 
lorsque  X,  a,  v  passent  par  tous  les  états  de  grandeur,  sous  la  con- 
dition 

fil,  fi,  v)  =  —A, 
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m'a  conduit  à  de  longues  et  pénibles  recherches  dont  le  théorème 
suivant  est  le  point  de  départ  : 

Lorsque  <p  cesse  d'être  réduit  par  une  variation  infiniment 
petite  de  \,  jx,  v,  la  substitution  qu'il  faut  employer  pour  le 
réduire  de  nouveau  est  l'une  des  soixante-deux  substitutions 
d'Eisenstein,  par  lesquelles  une  forme  définie  réduite  se 
change  en  elle-même. 

La  même  proposition  a  encore  lieu  à  l'égard  de  cet  autre  genre 
de  formes  9,  savoir  : 

<p  =  \{ax  -h  a' y  -h  a"  z)1-*-  [i(bx  -h  b'y  -+-  b"z)%-\-  v ( ex  -h  c'y  -+-  c"*)1, 
que  j'ai  introduites  dans  l'étude  des  formes  cubiques 

f  =  (ax  -+-  a' y  -+-  a"z)  (bx  -+-  b'y  -+-  b'z)(cx  -+-  c'y  ■+-  c'z). 

J'espère  pouvoir  donner,  dans  une  autre  occasion,  le  résultat  de 
mes  recherches  sur  cette  question  si  difficile;  mais,  pour  appro- 
fondir la  nature  des  substitutions  qui  changent  en  elle-même  une 
forme  indéfinie,  j'ai  employé  l'analyse  suivante  : 

Étant  proposé  de  découvrir  la  substitution  de  x,  y}  z  en  X,  Y,  Z 
qui  donne  identiquement 

o)  f(*,y>  *)=/(*>  y,  Z), 

j'imagine  que  les  trois  premières  variables,  ainsi  que  les  trois  der- 
nières, soient  exprimées  par  des  indéterminées  auxiliaires  £,  ri?  £, 
et  cela  de  manière  qu'on  ait 

(2)  \y  +  v  =  *v, 

(  5+z=2;. 

Sous  ces  conditions  on  va  voir  qu'il  est  facile  d'obtenir  les  expres- 
sions de  x,  y,  z  et  X,  Y,  Z  en  £,  rn  Ç.  Effectivement,  il  viendra  en 
premier  lieu 

(3)  /(*È-Xf  2r,-Y,  aÇ-Z)=/(Xf  Y,  Z), 

d?où,  en  développant  et  réduisant, 

(4)  ^.^)  =  X|  +  Y|  +  Z|. 


I 


*-«-«- 

df 

T.,  +  ^- 

!=<+,%- 
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Or  il  est  visible  qu'on  satisfera  de  la  manière  la  plus  générale  i 
cette  équation  en  prenant 


(5) 


X,  [jl,  v  désignant  trois  quantités  arbitraires.  Réciproquement,  si 
l'on  a  vérifié  ainsi  l'équation  (/{),  on  en  conclura  nécessairement 
l'équation  (3).  Les  formules  générales  (!),  pour  la  transformant 
en  elle-même  de  la  forme  /,  s'obtiendront  donc  en  résolvant  lcs 
équations  (5)  par  rapport  à  Ç,  rh  Ç  et  substituant  les  valeurs  oblc~ 
nues  dans  les  relations 

(6)  <  r  =  -2rt-\\ 

Mais  la  conclusion  suivante,  à  laquelle  je  suis  arrivé  d'abord  P 
une  analyse  plus  difficile,  n'exige  pas  qu'on  fasse  ce  calcul.  Aj*^1 
tons  les  équations  (5);  après  les  avoir  respectivement  multiplia 
par  X,  [jl,  v,  il  viendra 

(7)  XX  -+-  fxY  -+-  vZ  =  X£  -+-  {i.7j  -h  v£, 

et  Ton  en  déduit,  par  les  équations  (6), 

X  X  -h  (X  Y  -h  v  Z  —  X  x  -h  »JL^  -h  V  w. 

Voici  donc  une  fonction  linéaire  qui  se  cliange  en  elle-même 
par  la  substitution  qui  change  aussi  la  forme  y  en  elle-même.  Cela 
posé,  il  est  visible  qu'au  point  de  vue  de  la  recherche  présente  des 
substitutions  à  coefficients  entiers,  les  indéterminées  X,  a,  v  doivent 
avoir  des  valeurs  rationnelles;  ainsi  l'on  peut  faire  ces  quantités 
proportionnelles  à  trois  entiers  /,  /jî,  /i,  sans  diviseur  commun. 


(l)  L'analyse  de  M.  Ilcrmite  ne  prouve  pas  qu'on  obtient  sans  aucune  excep- 
tion toutes  les  substitutions  transformant  la  forme  en  elle-même;  ce  point  essen- 
tiel a  été  ultérieurement  complété  par  M.  Ilcrmite.  {Journal  de  Crelle,  t.  78.) 

E.  F. 
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D'après  cela,  choisissant  six  autres  nombres  /',  m',  nr,  l" ,  m",  n", 
de  manière  que  le  déterminant  du  système 

lt     m,     n;         l\     m\    n'\         /*,     m"i     n" 
soit  l'unité,  posons 

SI  x  -+•  m  y  -+-  n  z  =  w,         L\-(-mY  +  /iZ  =  U, 
Vw,  /'j  +  m'/  +  ft'5  =  i»,         /'X  +  w'Y  +  b'Z  =  V, 

(  /'x4-/n>H-/i^  =  iv;       /'X  +  m'Y  +  /i'Z  =  W. 

A  la  substitution  proposée  entre  les  variables  #,  y,  z,  d'une  part, 
X,  Y,  Z  de  l'autre,  succédera  une  nouvelle  substitution  entre  les 
deux  groupes  u7  s? ,  w  et  U,  V,  W  d'une  manière  toute  spéciale  ; 
par  ce  fait,  l'équation  correspondante  à  (6)  devient  alors  simple- 
ment 

Or  cela  équivaut  à  dire  que,  pour  cette  substitution,  les  indéter- 
minées analogues  à  [jl  et  v  sont  nulles,  l'autre  restant  encore  arbi- 
traire. Ainsi  l'on  en  fera  aisément  le  calcul  en  employant  les 
relations 

U  =  l\  U,  p  =  2TJ  —  V,  W  =  2  Ç  —  W 

et 

dans  lesquelles  F(h,  v}  w)  sera  la  transformée  de  /(#,  y,  s),  ob- 
tenue par  la  substitution  (8).  Mettant  £X  à  la  place  de  X,  et  posant 

F  =  (£  £'  £)  ,  G  (forme  adjointe  de  F)  =  (*»  J»  Ç), 


on  trouvera 


u  =  U, 


w  = 

I  - 
Faisons  encore 

d'où 


aX(— B'— X»")  IT       (i-*XB-t-X»Sl)V  —  aXA'W 

— rn^â — u"4- ;— u* 

aX(B"-X&')      _.       aXA'V-h(i-+-aXB  +  À«Sl)W 


■SI 

1  - 

-X«2l 

1  -+- 

X*3l 
X'*=/?' 

aX 

I  — 

1  —  X»3l 

—  7i 

/,!_ 

31?» 

=  1, 
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et  il  viendra 

(9)           {  '  =  (-*B'-^r)UH-(/>-B?)V-*A'W, 
f  w=  (gît* i!_B')u-4-yA'VH-(/>.+-B<7)W. 

Ces  formules  sont  celles  auxquelles  nous  voulions  parvenir; 
elles  ne  contiennent  de  fraction  que  la  quantité  — - — »  qui  peut  ne 
pas  se  réduire  à  un  nombre  entier  par  la  seule  condition 

Cependant,  si  nous  employons,  au  lieu  des  nombres  p  el  q7  les 

suivants 

P  =  pî  +  ^<7î,        Q  =*/>?, 
qui  donnent  aussi 

on  trouvera  alors 

P+  ,         pt  +  Zgt  +  t  *  ' 

et  la  formule  de  substitution  ne  renfermera  plus  que  des  nombres 
entiers.  Le  nombre  51,  qui  joue  ici  un  rôle  essentiel,  a  pour  valeur 
g(l}  m,  /!■);  il  doit  être  évidemment  positif  pour  que  la  substitu- 
tion ne  soit  pas  identique.  Ce  sont  donc  les  entiers  pour  lesquels 
la  forme  adjointe  est  positive  qui  sont  les  éléments  essentiels  de 
notre  solution. 

En  résumé  :  si  nous  désignons  par  S  la  substitution  (8),  par  S  la 
substitution  (y),  la  formule  abrégée  S-,2S  donnera  en  nombres 
entiers  la  relation  entre  les  deux  groupes  de  variables  x,  y,  z  et 
X,  Y,  Z,  par  laquelle  f(x,y,  z)  se  change  en  /(X,  Y,  Z). 

Comme  conséquence  de  la  méthode  précédente,  on  obtient  aisé- 
ment les  théorèmes  suivants,  que  je  me  bornerai  à  énoncer  : 

I.   Soit 

x  =  a  \  -•-  a'  Y  -f-  a"Zy 

7=6X-r-6'Y  -f-6"Z, 

5=cX+c'Y  +  c*Z 

une  substitution  S  de  déterminant  un,  qui  change  en  elle-même 
une  forme  quadratique,  V équation  du  troisième  degré  qu'on 
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formera  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  du  système 

a  —  X        a'  a" 

b        V-  X         b" 
c  c'        c*  —  X 

admettra  pour  une  de  ses  racines  /'unité,  et  pour  les  autres 
deux  valeurs*  réciproques. 

II.  Si  l'on  représente  ces  deux  racines  réciproques  par 
\  =  e^f-î  et  c-  =  e'**^-* ,  tacondition  pour  que  la  substitutions, 
prise  n  fois  de  suite,  donne  en  dernier  lieu  une  substitution 
identique,  est  donnée  par  l'équation  no>  =  2Tz;  et  les  seules 
valeurs  possibles  du  nombre  n,  si  les  coefficients  sont  entiers, 
sont  n  =  2,  3,  4>  6. 

III.  Il  existe  un  nombre  infini  de  formes  quadratiques  ter- 
naires qu'une  même  substitution  change  en  elles-mêmes  ;  et 
ly on  peut  les  représenter  ainsi 

/=à:A*h-/BC, 

A,  B,  C  désignant  trois  fonctions  linéaires  déterminées,  et 
Ar,  /  deux  coefficients  arbitraires.  Toutes  les  substitutions  qui 
changent  en  elles-mêmes  ces  diverses  formes  s'obtiendront  en 
faisant 

A=±3l,       B  =  X&,       c  =  £e, 

51,  B,  C  désignant  trois  fonctions  de  même  forme  que  A,  B,  C? 
mais  relatives  à  d'autres  variables,  et  \  une  constante  arbi- 
traire. 

Paris,  mai   1 853. 
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PREMIER  MÉMOIRE. 

La  méthode  que  j'ai  exposée  dans  un  précédent  article,  pour 
obtenir  toutes  les  transformations  en  elle-même  d'une  forme  ter- 
naire indéfinie,  exige,  comme  élément  analytique  essentiel,  la  con- 
naissance des  systèmes  d'entiers  qui  rendent  positive  la  forme 
adjointe.  La  nature  d'une  pareille  condition  fait  bien  voir  que 
les  transformations  semblables  d'une  forme  indéfinie  impliquent 
nécessairement  dans  leurs  expressions  un  nombre  infini  d'entiers 
arbitraires.  Les  considérations  que  nous  développerons  ici  mon- 
treront même  la  possibilité  de  donner  aux  formules  de  transfor- 
mations une  expression  qui  offre  explicitement  un  nombre  infini 
d'entiers  indéterminés.  Nous  insistons  sur  ce  point,  parce  qu'il 
nous  semble  caractéristique  dans  la  théorie  des  formes  quadra- 
tiques. D'autres  formes  donneront  lieu,  en  effet,  à  un  nombre 
pareillement  infini  de  substitutions  semblables,  mais  toutes  ces 
substitutions  s'expriment  avec  un  nombre  essentiellement  limité 
d'entiers  arbitraires.  Telles  sont  les  formes  du  n'lème  degré,  décom- 
posables  en  n  facteurs  linéaires,  pour  lesquelles  on  a  la  proposition 
suivante  : 

Soit  a  le  nombre  des  facteurs  linéaires  réels,  b  le  nombre 
des  couples  de  facteurs  imaginaires  conjugués  et  to  -h  i  la 
somme  de  ces  nombres  :  toutes  les  substitutions  semblables 
seront  données  symboliquement  par  la  formule 

1     ^J     ^.1     •  •  •  ^<*>    i 
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où  mt,  m2,  . . .  sont  des  entiers  arbitraires  et  S|,  S2,  . . .,  m  sub- 
stitutions telles  qu'aucune  d'elles  ne  puisse  s'exprimer  par  les 
produits  des  puissances  des  autres. 

On  peut  encore  démontrer,  par  rapport  à  ces  formes,  qu'en 

nommant  S  et  T  deux  substitutions  semblables  quelconques,  on  a 

toujours 

ST=TS. 

Au  contraire,  dans  la  théorie  des  formes  lernaires  indéfinies, 
une  pareille  relation  n'existe  qu'autant  que  S  et  T  sont  les  puis- 
sances d'une  même  substitution,  auquel  cas  la  relation  proposée 
se  vérifie  d'elle-même.  Nous  rappellerons  encore  que  la  connais- 
sance d\ine  transformation  semblable  d'une  forme  quadratique 
ternaire  ne  définit  pas  complètement  cette  forme,  de  sorte  qu'une 
substitution  donnée  change  en  elles-mêmes  une  infinité  de  formes 
ternaires  distinctes.  Par  le  théorème  suivant  on  verra,  au  contraire, 
comment  une  forme  décomposable  en  facteurs  linéaires  est  connue, 
à  un  facteur  près,  lorsqu'on  donne  une  de  ces  transforma  lions  en 
elle-même. 

Désignons  cette  substitution  par  S,  et  concevons  qu'on  forme 
S2,  S3,  . . .,  £'  en  représentant  par  cette  notation  la  même  substi- 
tution, prise  2,  3,  . . .,  i  fois  de  suite,  et,  pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons la  substitution  S  donnée  par  les  formules 
x  =  aX  +  fl'Y+...+  fl(»-i»U, 


u  =  A-X  -f-  k'  Y  -4- ...  -h  /.«-i1  U7 
et  la  substitution  S1  par  les  suivantes 

Xi  =  at\  -+■  a'jY  -+-. . .-+-  «<"-»U, 
yi  =  bt\  -4-  b\\  -t-.  .  .-t-  6}"-1!U, 


M/=   A-i-X-4-  X;-Y  -}-... -r-Â<«     »[,. 

En  formant  le  déterminant  du  système 

X  Y  ...     U 

x  y  ...       m 

xt        yt  ...      u. 


i    3"/*—  i     }'n-\       •  •  •       W/i—  l 
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on  aura,  à  un  facteur  numérique  près,  la  forme  en  X,  Y, ,  U, 

décomposable  en  facteurs  linéaires,  et  que  la  susbtitution  2  change 
en  elle-même.  Je  me  réserve  de  démontrer  prochainement  ces 
théorèmes,  sur  la  forme  décomposable  en  facteurs.  Le  dernier 
exige  qu'aucune  puissance  de  la  substitution  S  ne  puisse  donner 
la  substitution  identique 

x  =  X,        y  =  Y,         ...,        u  =  V>. 

Ces  exemples  de  la  grande  différence  que  l'on  doit  établir  entre 
la  théorie  des  formes  quadratiques  et  celle  des  formes  décompo- 
sâmes en  facteurs,  au  point  de  vue  de  la  recherche  des  substitu- 
tions semblables,  ajoutent  encore,  ce  me  semble,  à  l'intérêt  de  la 
question  difficile  que  nous  avons  abordée  pour  le  cas  des  formes 
ternaires.  En  se  bornant  d'abord  en  quelque  sorte  au  point  de  vue 
algébrique,  on  est  conduit  à  plusieurs  théorèmes  qui  nous  ont  paru 
dignes  d'intérêt,  et  que  nous  exposerons  avec  détail.  Nous  donne- 
rons ensuite  un  nouveau  développement  aux  considérations  arith- 
métiques déjà  présentées  dans  notre  premier  article. 


PREMIÈRE    PARTIE. 
I. 

L'analyse  que  j'ai  exposée  précédemment  dans  le  Journal  de 
C relie  donne  sous  la  forme  suivante,  au  moyen  de  trois  indéter- 
minées)^ m,  v,  l'expression  de  toutes  les  substitutions  qui  changent 
en  elle-même  une  forme  quadratique  ternaire.  Posons,  en  conser- 
vant les  mêmes  notations, 

/  =  ax*  -h  a' y1  -h  a* zl  -+-  ?.byz  ■+■  >. b'xz  -+-  ïb'xy  =  I  ,  '  .  /   ,,  j  » 
A  =ab*-k-ab'*  +-  a*  bn *  —  ibb'  b"  —  aa'  a  , 

et  représentons  la  forme  adjointe  par 

_/b\  —  a'a\      b'*  —  aa\       b'*  —  aa'\ 
ff~\ab-b'b\     aU—bb\     a'b'-bb')' 

Nous  aurons  souvent  besoin  d'employer  la  valeur  de  g  lorsqu'on 
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met  A,  [A,  v  pour  la  première,  la  deuxième  et  la  troisième  indéter- 
minée; nous  la  désignerons  par  y,  de  sorte  que 

et  nous  posons  enfin 

Cela  étant,  on  aura  identiquement 

/(*,.r,j)=/(x,Yfz)f 

en  prenant 

j(-ï)*  =  (.  +  T)X  +  i»|-»  37  "S  n- 

[(l_lf,.  =  (l  +  1f)z  +  xj{_l.^-5n. 

On  peut  le  démontrer  directement  de  la  manière  suivante  : 

Déduisons  en  premier  lieu  des  formules  (i)  les  valeurs  des  trois 
fonctions  linéaires  -j-,  -j?-,  -~;  on  trouvera  sans  peine 

|<.-,>£-(.-T)#  +  .(ïî-X$)-4»«. 
O  <.-T)g-(.*T)#~(»â-*î)-«— 

!<-T>g-<.*T>â£*.(*$-*S)-*»- 

et  nous  allons  en  conclure  l'identité 

Multipliant  à  cet  effet,  membre  à  membre,  les  deux  premières 
équations  de  (i)  et  (2),  nous  disposerons  de  la  manière  suivante 
les  divers  termes  du  produit 

<-T)-g-.0*T)x(TS-xJ)*(.  +  ,)â[(|.ï-.â{) 

-«»(-«-' *)-S-('î-«ft) 

*<'*fl-xg+.(,ï-,#)(T-I-l2) 

+  4X^AiP-4(,  +  Y)AXXn-(i  +  Y)ggn, 
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et  nous  concevons  qu'on  ait  opéré  de  même  pour  les  produits 

Or,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  ainsi  formées, 
on  va  voir  se  présenter  diverses  sommes  partielles  de  termes  dont 
l'évaluation  est  très  facile.  Considérons  d'abord  le  premier  terme 

mis  en  évidence  dans  (i  —  v)2x  ~>  savoir  : 

x         *  '       ai 

•<'*T.*(»£-X$). 
ses  analogues  dans  les  valeurs  de 


•     df  ,    df 


seront 
i 


'-«^S-^S)   «   •«■*i>I(xaHâ>' 


et  leur  somme,  que  nous  désignerons  par  le  signe  2  mis  devant  le 
premier  terme,  s'exprime  évidemment  par  un  déterminant  à  trois 
colonnes,  de  sorte  qu'on  a 


I1(,  +  T,X(TÎ-Zfj=,(,-, 


X'  x*  70.  ! 

Y  Y     rfï     ! 

' .  '  »  -y-     =  <> 

i  z  z  dl  ! 

t    **»  *•»    "T 


puisque  deux  colonnes  du  déterminant  sont  identiques.  Or,  on 
trouvera  de  même 


'If     df    , 

if 


dX'dX'  '■ 


.dffdf  df\       ,  v     df     df 


»    \x        =    °» 


*4W«*S-'SHnA 


dl'  rfZ'       i 


A,    A,  ^ 

dj_ 
d\ 

df 


*  'X'  3\ 


dZ 
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et 


»a(*£-*î)-» 


d\'  d\'  X 

tt    <*1    Y   .  =  o 
d\k    dp 


Maintenant,  il  est  à  évaluer  cinq  autres  sommes  partielles  dont 
aucune  ne  s'évanouit  plus.  On  a  d'abord 

Pour  calculer  ensuite 

on  emploiera  une  formule  élémentaire  de  la  théorie  des  détermi- 
nants qui  exprime  une  somme  de  produits  de  déterminants  à  deux 
colonnes  par  un  déterminant  qui  est  lui-même  à  deux  colonnes. 
En  ayant  aussi  égard  à  la  relation  suivante,  qui  est  facile  à  dé- 
montrer, 

dy  df       dy   df       rfY  df  _  ,a/)Vj.  llY  ,  ,7n 
d\d\^d^'d\^  di  dl  ~  "»A(XX  +  ^Y+vZ)' 

on  trouvera 

v      /     df  df\(     d-        7^\_  '«(x'V  +  \df  +  7df\. 

enfin,  il  viendra  immédiatement 

S4(i-f-YUXXII  =  4(i-f-7)AII«, 
20  +  Y)ggn^4(i  +  Y)A"', 


et.  en  ajoutant  et  réduisant,  on  obtiendra  finalement,  comme  nous 
Pavons  annoncé, 


de  sorte  qu'on  a  identiquement 

f(x,y,z)=f(.\,Y,Z). 
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Nous  allons  maintenant  donner  quelques  conséquences  de  ces 
formules  que  nous  venons  de  démontrer,  pour  la  transformation 
en  elle-même  d'une  forme  ternaire. 


II. 


La  première  de  ces  conséquences  est  le  théorème  exprimé  par 

l'égalité 

À  x  -h  \ky  -f-  v  z  =  X  X  -h  {i  Y  -t-  v  Z, 

et  que  nous  avons  précédemment  fait  connaître.  Nous  y  joindrons 
la  remarque  suivante  : 

Selon  que  la  substitution  par  laquelle /se  change  en  elle-même 
est  au  déterminant  4-1  ou  — 1,  il  existe  une  fonction  linéaire 
que  la  même  substitution  reproduit  identiquement  ou  reproduit 
changée  de  signe. 

III. 

En  mettant  en  évidence  les  indéterminées  X,  Y,  Z,  dans  les  for- 
mules (1),  de  sorte  qu'elles  deviennent 

x  —  a  X  -+-  d'\  -+-  a  Z, 
y  ^b\-*-h'\  —  U"Ly 

Z    --=  C  X  -r-  C    Y  -r  C"  Z, 

les  racines  de  l'équation  du   troisième  degré  que  l'on  forme  en 
égalant  à  zéro  le  déterminant  du  système 


seront 

t=i, 


a  —  t 

a 

a"      ! 

h 

//-/ 

//      l 

1 

c 

c' 

c-/! 

1 

1  —  \/*t 

1  -h  VA7 

1  — /y 

Ainsi   Ton  voit  que  cette  équation  est  réciproque,  comme  nous 
Ta  von  s  déjà  dit. 
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IV. 

En  formant  l'expression 

.  /   df  df\ 

on  trouvera  qu'elle  reproduit  une  expression  de  même  nature  en 
X,  Y,  Z,  mais  où  les  signes  de  [xetv  sont  changés,  de  sorte  qu'on 
obtient 

"K'$-'*)-,t-ï('X-'«)- 

et  l'on  trouvera  de  même 

";(-ï->g)-»-K'*-l#J- 

Ces  formules  montrent  qu'en  désignant  par  S  la  substitution  (i), 
S-1  se  déduira  immédiatement  de  S,  en  y  changeant  ),,  jji,  v  de 
signe. 


Faisons  suivre  S  d'une  nouvelle  substitution  S7,  où  l'on  aurait 
mis  X',  |x',  v'  au  lieu  de  ),,  [x,  v.  La  substitution  composée  S  S'  chan- 
geant/en elle-même  sera  nécessairement  comprise  dans  la  même 
forme  analytique  que  S  et  S',  et  devra  se  déduire  des  formules  (i), 
en  mettant  au  lieu  de  \,  jx,  v  des  quantités  C,  il!,  II,  fonctions  de  ),, 
(x,  v  et  de  )/,  ;x',  v'.  Or  voici  l'expression  de  ces  quantités  : 

Posons 

/  =  |jiv' —  va',         m  =  vX' —  Xv',         n  =  Xjx' —  jjiX', 

L  =  al  ■+■  b"  m  -+-  b'n  = jÇ  , 

1  dl 

M  =  b'I  +  a'm-h  bn  =  -  -/- , 

2  dm 


\  =  V  l  -+-  bm  -+-  a'n= {-  > 

1  dn 


et 


~  UV3X 


^  dp.  dv  j 
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on  aura 


m  = 


n-r     ' 

JJH-  (A'  -r-  M 

v  +  v'-+-N 


I-+-T 


Ainsi,  les  fonctions  linéaires  que  les  substitutions  S  et  S'  changent 
en  elles-mêmes  étant 

X x  -h  [iy  -h  v  3       et       V  x  ■+-  \Ly  -f-  v's, 

la  fonction  linéaire  que  reproduit  la   substitution  composée   S  S' 

sera 

lx-±-B\,y->rX\z, 

ou,  en  omettant  le  facteur  numérique > 

(X:r-+-  \*y-\-vz)  -h(X'a?4-  jjl'^  -h  v's)  H-  (La-  -h  JMp -+-  Ni). 

C'est  ce  qu'on  peut,  comme  on  va  voir,  établir  directement. 

D'après  le  théorème  (IV)  définissons  la  substitution  S  par  les 
équations 

/       ,    i  /    df  d/\       Y       \  I     df  df\ 

1  i  /\  df  df\       v        i  /\   df  df\ 

j  ^         îi  \     </s  tAr/  x\     dl  d\J 

et  la  .substitution  S'  par  les  relations  analogues 

■•»    N*Kv£-'*)-v--:(i,&-'£)- 

de  sorte  que  S  S'  s'obtienne,  en  éliminant  X,  Y,  Z,  et  exprimant 
#,  j-,  z  en  U,  V,  W. 


\ 
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Posons  ensuite,  pour  abréger, 

tï  =  \x  -+-  \ky  -+-vj,  w  =  XX  -h  [iY  -h  vZ,  II  =  X  U  -+-  jjlV  -+-  vW, 
tz'=\'x  -t-  |i>  +  v'*,  m'  =  VX+  ji'Y  +vfZf  II' =  VU  -4-  jjl'  V-*-  v'W, 
<?  =  Lx-hM^  +  Nz,      4;  =  LX-+-MY+NZ,      *=  LU  +  MVh-NW; 

nous  obtiendrons  immédiatement  la  relation 

iz'-h  o  =  w' —  ty, 

en  ajoutant  les  équations  (3)  respectivement  multipliées,  la  pre- 
mière par  )/,  la  seconde  par  [*'  et  la  troisième  par  v'.  Si  Ton  opère 
de  même  sur  les  équations  (4)  avec  X,  |x,  v,  il  viendra 

m  —  ty  =  n  -h  *. 
Or  on  a  à  la  fois 

on  en  conclut  la  relation  proposée,  savoir  : 

7c  -+-  ir'-h  o  =  II  -4-  ET  h-  *. 


VI. 


La  substitution  composée  S  S'  peut  être  définie  par  trois  rela- 
tions linéaires  entre  tc,  tc7,  <p  et  II,  II',  <I>.  Posons,  à  cet  effet, 

T'  =  *(V,  K',v') 
et 

0-Y>  =  />>  (i-y)ït=-p, 

(1  — T)^+2(i-f-r)ic  =  3rf      (i-T')n-+-2(n-r)n'=-Q, 

a(it-t-ir'-h<p)  =  r,  2(11  h-  ll'-f-  4>)  =  —  R; 

on  aura  les  équations  suivantes  : 

/>  =  Q-R, 
?  =  P-R, 

r  =     —  R. 

Nous  remarquerons  encore  le  résultat  de  la  substitution  des 
H.  -  I.  l4 
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variables  tc,  tc*,  çp  aux  variables  x,  y,  z  dans  la  forme  ternaire  pro- 
posée. En  posant  en  premier  lieu 

\x  -f-   \Ly  -f-    *iZ    =  7U, 
Vx  -h  \L  y  -h  v' 'z   =  7r', 

La?  -4-  M^  -4-  Nz  =  <p, 
on  a  identiquement 

On  trouvera  encore 

g(x,  y,  z)  =  A/(/,  m,  n)  ?  -h  7**  -+-  2I  ^  -4-  yV, 
en  employant  la  substitution  transposée 

x  =  X;-f-  X'r,  -+-  LÇ, 

z  =  v;  -h  v'ij  +  n;. 


D'ailleurs,  la  forme 


est  l'adjointe  de 


o,   o,         r 

—  y'»   ~  y>    »  | 
o,      o,     r  I 


VIL 


Les  propositions  précédentes  peuvent  être  présentées  sous  un 
autre  point  de  vue,  comme  se  rattachant  à  la  théorie  de  la  compo- 
sition des  formes.  Elles  nous  semblent  offrir,  en  effet,  les  pre- 
miers exemples  de  l'extension  de  la  théorie,  donnée  par  M.  Gauss 
pour  les  formes  binaires,  aux  formes  quadratiques  d'un  plus  grand 
nombre  d'indéterminées.  Concevons  qu'au  lieu  des  formules  (ï) 
on  prenne  les  suivantes,  où  l'on  a  supprimé  le  dénominateur  et 
introduit  une  nouvelle  indéterminée  p,  de  sorte  qu'elles  deviennent 
homogènes  relativement  à  X,  4u,  v,  p,  savoir  : 


.  =  (P«  +  T)Z-^(x4f-.jià0 


\ 
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on  aura 

/(*,  y,  *)  =  /(x>  Y,  Z)  [p*  -  j(Xf  ji,  v)]t. 

Ainsi  toute  forme  ternaire  est  composée  d'elle-même  et  du  carré 
de  la  forme  quaternaire  p2 —  #(X,  p.,  v).  Nous  joindrons  à  ce  théo- 
rème les  résultats  suivants,  qui  dépendent  des  mêmes  principes. 

Faisons,  pour  abréger, 

$=jzZ-vY, 

ï)  =  v  X  —  xz, 

Ç=XY-(iX, 

e-x5x  +  fXSY+v3z' 

la  substitution 

J7  =  (pî^Y)XH-p^-Xe, 

*  =  (p*4-Y)Z-+-p-/-v© 

donnera  identiquement 

^(^r,5)=^(XïY,Z)[p«-^(X,{x,v)p. 


Soit  encore 


En  posant 


on  aura 


£      .  df  df         df 

x  =  (<?  ■+■  Ap*)  X  -+-  p  ^  -  Xi, 
^  =  (cpH-Ap*)Y+p^-[xi, 
*  =  (<pH-Ap*)  Z  H-p  ^  —  vi? 

/(*,  r.  *)  =  /(X>  Y>  Z)  IV  -/(X,  li,  v)]». 


Ce  dernier  résultat,  conséquence  immédiate  du  précédent,  offre 
sous  une  forme  analytique  nouvelle  les  expressions  générales  des 
substitutions  semblables  pour  les  formes  ternaires  ;  on  les  déduira 
sans  peine,  d'ailleurs,  des  formules  (i).  Enfin,  on  trouvera 

*(*,7,*)  =  *(X,Y,Z)[Ap*--/(X,lJL,v)]*, 
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en  employant  la  substitution 

,  =  <f+V>Y+,(.<|-x*f)-£n, 

VIII. 

L'étude   des   formes   quaternaires  de   déterminant   carré,   qui 
viennent  se  présenter  dans  les  théorèmes  précédents,  savoir  : 

P1  — #(*>H,v)      et       Ap«  —  /(X,  jjl,v), 

conduira  à  d'importantes  notions  arithmétiques.  Dans  un  autre 
travail  nous  essayerons  d'approfondir  la  nature  de  ces  formes,  qui 
nous  paraissent  devoir  offrir  une  nouvelle  application  de  l'idée  in- 
génieuse des  nombres  idéaux  de  M.  Kummer.  Elles  donnent  lieu 
effectivement  aux  théorèmes  de  composition  que  nous  allons 
énoncer,  et  dont  on  trouvera  sans  peine  la  démonstration  par  ce 
qui  précède.  Posons 

m  =  jzp'-h  jx'p-hM, 

îl  =  vp'-h  v'p  -+-  N, 

«  =  Pp'-i-r, 

où  L,  M,  N,  T  ont  la  signification  donnée  (§  V).  On  aura  ide 
quement 

n«-^(if,in,îii)  =  [pî-^(X,{x,v)][p'î-^(X'){x',v')]. 

En  second  lieu,  faisons 

M  ,       i  /  ,  df       ,,df\        i   dg 

,    1 1  df     ,df\    i  dg 

H  =  pp'  -+-  XX'  -t-  ,u|Jl'  -f-  vv'  ; 
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on  aura 

AV-/(flJll«)  =  [Ap«-/(Xf|i>v)][p't-^(VlFi'fv')]. 

Ces  deux  théorèmes  comprennent,  comme  cas  particuliers,  ceux 
d'Euler  et  de  Lagrange,  sur  le  produit  de  deux  sommes  de  quatre 
carrés,  ou  de  deux  fonctions  de  la  forme 

x*  -+-  ay*  h-  bz1  -+-  abu*. 


IX. 


Nous  avons  déjà  dit  qu'en  désignant  par  S  et  S'  deux  substitu- 
tions semblables  quelconques  on  ne  pouvait  avoir  la  relation 

SS'  =  S'S 

qu'en  supposant  S  et  S' exprimables  par  les  puissances  d'une  même 
substitution.  C'est  ce  qu'on  peut  établir  de  la  manière  suivante  : 

D'après  le  théorème  du  §  V,  si  l'on  désigne  par  X,  [jl,  v;  X',  u/,  v' 
les  quantités  qui  déterminent  les  substitutions  S  et  S',  et  par  f , 
M,  tl  celles  qui  déterminent  la  substitution  composée  S,  S',  on  aura 

-       X  -+-  X'h-  L 


Hl  = 


n-r 

v  +  v'+N 

i-+-r 


Cela  étant,  si  l'on  permute  simultanément  X  et  X',  jx  et  |x',  v  et  v' 
de  manière  à  obtenir  les  quantités  analogues  à  £,  JH,  H  pour  la 
substitution  S'S,  on  trouvera  immédiatement  que  ces  quantités  ne 
diffèrent  des  précédentes  que  par  les  signes  de  L,  M,  N.  La  con- 
dition S  S'  =  S' S  entraîne  donc  les  relations 

L  =  o,  M  =  o,  N  =  o 
et,  par  suite,  celles-ci  : 

/  =  o,  m  =  o,  n  =  o, 
puisque  le  déterminant  relatif  aux  trois  fonctions  linéaires  L,  M,  N 
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est  essentiellement  différent  de  zéro.  Or  les  valeurs  de  i,  m,  nfctf 
voir  que  \  ja,  v  sont  aussi  respectivement  proportionnelles  à  if, 
u',  v';  la  proposition  annoncée  revient  donc  à  celle-ci  : 

Toutes  les  substitutions  semblables  ou  A,  p.,  v  sont  propor- 
tionnels à  trois  nombres  constants  se  réduisent  aux  /MW- 
sances  d'une  seule  substitution. 

Pour  le  faire  voir,  observons  en  premier  lieu  que  ces  quantités 
X,  jjl,  v  ont  nécessairement  des  valeurs  rationnelles,  si  la  substi- 
tution est  à  coefficients  entiers.  Nous  pouvons  donc  supposera 

général 

X  = /a,         jjL  =  Àp,         v  =  A*  y» 

X,  [jl,  v  étant  trois  entiers  constants  sans  diviseurs  communs,  et  i 
un  facteur  rationnel  arbitraire.  Cela  posé,  prenons  six  autres 
membres  a',  £',  y';  a",  p",  y",  de  telle  sorte  que  le  déterminant  dn 
système 

j  «      P      T 
!   *'     P'     Y' 

1  a"    ?'    ?" 
soit  l'unité;  en  faisant 

a'x-r-  P>-H  Y'-  =  «S 
a"*-i-p\r  -4-/3  =  w, 

la  forme  ternaire  proposée  /(jc,  y,  z)  se  changera  en  une  forme 
équivalente  que  nous  désignerons  par  F(w,  t>,  fv)  et  dont  les  sub- 
stitutions semblables  se  déduiront  immédiatement  de  celles  de  la 
proposée.  Désignons,  en  effet,  spécialement  par  S  les  transforma- 
tions semblables  de/,  où  a,  [3,  y  sont  supposés  constants;  À'  étant 
seul  variable,  les  transformations  semblables  correspondantes  de  F 
seront  données  par  la  formule  symbolique 

où  S  est  la  substitution  employée  ci-dessus,  entre  les  variables  x, 
>',  z  et  m,  c,  cv.  Or  il  suffira  de  prouver  que  SSS-1  est  de  la 
forme  T";  car  de  l'équation 

on  tirera,  comme  on  le  voit,  bien  facilement 
S  —  S-lT"2  =  (£-»TS)w. 
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Or,  comme  nous  l'avons  remarqué  dans  notre  premier  article, 
les  transformations  semblables  de  F  (h,  v,  w),  données  par  la  for- 
mule 2S2"1,  sont  caractérisées  en  ce  que  la  fonction  linéaire  que 
ces  transformations  reproduisent  est  simplement  la  variable  u.  Ap- 
pliquant donc  cette  forme  F  aux  formules  générales  (i),  nous  y 
devrons  faire  u  et  v  nuls,  pour  en  déduire  l'expression  particu- 
lière des  transformations  SSS"1.  On  trouvera  ainsi,  en  supposant 

F  (m,  i>,  w)  =  (£  J/  £.)  et  l'adjointe  =  (  *'  J,|  *  )  > 

u  =  U, 

(i  — 2BX-+-SQ*)V  —  aA'nV-  2(B'X-+-B*X»)U 

ç= TZTjô^ ' 

2A'XV  +  (i4--2BX-4-3Q*)W-*-*(B'X  — B'X»)U 

«y   —    - - • 

i-ax» 

et  c'est  là  le  type  des  substitutions  que  nous  devons  ramener  à  la 
forme  T".  Observons  à  cet  effet  qu'en  y  supposant  nulles  les  va- 
riables u  et  U,  elles  doivent  fournir  les  substitutions  semblables  de 

la  forme  binaire 

A'  v*  -+-  i  B  v  w  h-  A*  w*. 

Cela  nous  conduit  à  faire 

r-hSU*  _  9.X       _ 

p  et  q  vérifiant  l'équation 

/>•  — Sly»  =  i. 
Or  il  vient  ainsi 

w  =  U, 

t>=(/i_Bf)V--A'7W— (b'7-h  (/?~l)S"  )  U , 

*>  =  A'^V  +  (p  -+-  B?)  W  -*-  (k'ç  -  (P~~^)W)  U; 
d'où  l'on  tire 

51  iv  —  &u  -+-  (  B'u  -+■  M 9  -4-  B  w)  |/5Î 

=  {p  +  q  )/%)  [>  W  —  Ô'U  -4-  (  B' U  H-  A' V  -+-  B\V)  y/â] 
et 

Sltv-  B'w  —  (B'm-  AV-f-Bw)/* 

=  (p  -  yV*)  [*  W  -  *'U  -  (B'U  -H  A'Y  h-  B  W)  /*]. 
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Mais  on  sait  qu'on  peut  faire 

les  entiers  P  et  Q  étant  les  moindres  nombres  qui  vérifient  la  con- 
dition 

Pî  —  3tQ'  =  i. 

La  substitution  considérée  étant  donc  définie  par  les  équations 

M  =  U, 

%  iV  _  Vu  +.  ( B'a  -h  K'v  -+-  B  w)  /Â 

=  (P  -+-  Q  fàY  [*W  -  »'U  -+-  (B"U  -+-  À'V  -t-  B\V) /*], 
*  tv  —  »' a  —  (B'a  -+■  Mv  -+■  B  w)  /Â 

=  ( P  -  Q  v/S)'1  [31 W  -  »'U  -  (B' U  -t-  A'V  -4-  BW)  /*], 

il  est  évident  qu'elle  résulte  de  la  substitution  particulière  pour 
laquelle  n  =  i,  prise  n  fois  successivement. 


X. 


L'expression  générale  des  transformations  semblables  donnée 
au  §  I  peut  être  présentée  sous  une  forme  analytique  bien  diffé- 
rente, en  cherchant  à  mettre  en  évidence  les  fonctions  qui  se  repro- 
duisent à  un  facteur  constant  près,  comme  nous  venons  d'être 
conduit  à  le  faire.  On  y  parvient  aisément  de  la  manière  suivante  : 

Désignons  par  X',  p/,  v'  trois  quantités  entièrement  arbitraires, 
et  employons  les  mêmes  notations  qu'au  §  V,  pour  désigner  des 
expressions  analytiques  de  même  forme,  savoir  : 

r  =  Xa? -+- [x^  -h  vs,         U=XXH-jxY-hvZ, 
r'=X'xH-jx>  +  v'5,  II'=X'X-h  jz'Y-hv'Z, 

«  =Lx-hMy-hNzy        *=  LX  -+-MY-+-NZ; 

nous  trouverons  d'abord,  en  ajoutant  les  équations  (i),  après  les 
avoir  respectivement  multipliées  par  )/,  p',  v', 

(i  —  y)*'  =  (n-  y)  n'—  2*  —  2m. 


THÉORIE    DE8   FORMES    QUADRATIQUES.  217 

En  second  lieu,  nous  déduirons  des  équations  (2) les  suivantes  : 

0-T>(..£-.$)-<.*T>(.'£-.£)*«,X-.So. 
C-rt('£-*iS)-0*T>('£-»3)*«TT-.$«. 

<-T)(^-^)-<'*T)(xS-^*«Tl-.î«. 

Puis,  en  les  ajoutant  après  les  avoir  multipliées,  la  première  par  X', 
la  seconde  par  |x',  la  troisième  par  y',  il  viendra 

(1  — Y)cp  =  (i-+-y)*  —  afir-haril. 

Ainsi,  l'introduction  des  quantités  arbitraires  X',  p/,  v'  nous  conduit 
à  cette  transformation  remarquable  des  équations  (1),  savoir  : 

(1  —  y)*'  =  —  arn  ■+■  (1  ■+■  y)  n'—  2*, 
(1  — Y)<p  =    arn  — 2Yn'-h(i4-Y)*; 

et  nous  en  conclurons  en  dernier  lieu  les  relations  suivantes,  aux- 
quelles nous  voulions  parvenir  et  qu'on  vérifiera  facilement  : 

n  =  n, 

T7C'_  m  -+-  «p/y  =  '      ,1  (y  ir— rn  -+-  *  y7?)» 
h-vy 

Y7c'— ru  — «pv/y=  '  ~*~  1  (y n'—  rn  —  <t>  /y)- 
1  — /y 

Il  est  digne  de  remarque  que  les  coefficients  de  la  forme  ter- 
naire, les  quantités  X,  u,  v,  qui  définissent  la  substitution  par  la- 
quelle cette  forme  se  change  en  elle-même,  et  enfin  les  quantités 
entièrement  arbitraires  X',  p/,  v'  ne  figurent  plus  dans  les  coeffi- 
cients de  ces  nouvelles  relations  que  par  les  deux  constantes  y  et  T. 

XI. 

Les  théorèmes  de  compositions  relatifs  aux  formes  quaternaires 
P*-*a,  fi,  v)      et      Ap*-/(X,  K,  v), 
donnés  au  §  VIII,  ont  été  déduits  des  expressions  générales  pour 
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les  transformations  semblables  des  formes  ternaires.  Réciproque- 
ment, on  peut  obtenir  ces  expressions  générales  comme  consé- 
quence des  théorèmes  du  §  VIII  par  la  méthode  suivante  : 

Considérons  le  produit  des  trois  facteurs 

[p'-^(X,fz,v)][p'«-^(X',  ^v'^lp'î-^X'.^v')], 

mis  sous  la  forme 

**-#(£,  m,  XX). 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  f,  JM,  ît,  tt  nous  poserons 

X       X'       X'  /  =  «xV  -  /  Jl',        /'  =  JX#  V  —  /  |X,         /"  =  f*v'  -  vfx', 

jx     jx'     ii'    ,        m  =  v'X'  —  XV,      m'=  v'X  —  Xrv,      m'  =  vX'  —  Xv', 
v      v'     v*  n  =  X>'-  jx'  X',     n'=X>— p'X,     n^Xfx'-jxX'; 

i  <//  _  i  <//'  i  rf/' 

L-  â  dC        L  -*dF'        L  ~ldl" 

2  a/n  x  e//n  *2  dm 

•i  an  i  dn  i  dn 


0  = 


r  -ïl/  dx-f-  rfji7^"  a?;* 
„,     I ,'    df       df       df\ 

*~  a  \       */X        *      rfjx    '        r/v  /  ' 


où  l'on  a  mis,  pour  abréger, 

pour 

/(/,  /w,  /i),  /(/',  m',  «'),  /(/",  /„',  «');    /r(X,  ;x,v  ),  ^(X\  jx',  v'),  ^fX',  jx',  v'). 

Cela  étant,  on  aura  les  expressions  suivantes  : 

£  =  (pp'X'-t-  p'p'X  -+-  o'pX')  -+-  (p  L  -  p'L'  -f-  p*  1/)  -h  (XT  -  XT'---  X'  r), 

a  =  (ppy-f-  p»  -f-  prpfA#)  -+-  (p  m  —  p'  îsr-i-  p"Mff)  -r  (ixr—  fxT-r  ;x"r*), 

tl  =  (ppV  4- p'p'v  -4-  p'pv'j-MpN  —  p'N'-+-  p"N")-h(vr  —  v'F'h-  v'T), 
«  =  (??'?"+  pV  -+-  pT-f-  pT-h  Ao). 

Maintenant  faisons 

X'  =  —  X,       jx*  =  — (x,      v*  =  —  v,      p'  =  p; 
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on  aura 

L  =      L",        V  =  o, 

•      r  =  -r,      r  =  -^(X,  {i,v); 

et,  le  déterminant  8  s'évanouissant,  la  valeur  de  U  deviendra 
L'équation 

v  -  g(£,  ai,  «)  =  [p*  -  *(X,  |i,  v)]  [P'«_  ^(X',  {x',  v')|  [P'i-  g(i;  >*',  v')] 

se  réduisant  donc  à  la  suivante  : 

p'nP,~^(^^v)p-^(£,a,ll)  =  [p*--^(X,Ht,v)p[p,l--^(Xr,[x',v')], 

donnera 

g{£,  A,  îl)  =  *(X',  ^  v')  [pt -  ^(X,  pi,  v)]t, 

et  l'on  en  conclura 

(£    m    tl\  /X'    a'    v'\ 

D'ailleurs  on  obtient  pour  £ ,  «01,  îl  les  expressions  suivantes  : 
£  =(p»-»-Y)X'-t-apL  — -iXl", 

Bl  =  (  p«  H-  y)  fl'-f-  2 p  M  —  2  flT*, 

îl  =  (  p*  -h  y)  v'  -h  a  p  N  —  av  T*  ; 

de  sorte  que  l'on  retrouve  ainsi  l'un  des  théorèmes  donnés  au 
§  VIL  Mais  il  y  a  une  autre  conséquence  à  déduire  des  considé- 
rations précédentes. 

Nommons  respectivement  S,   S',  S*  les  transformations   sem- 
blables de  la  forme  ternaire  /,  qui  sont  définies  par  les  quantités 


X     jz     v      Xf     jz'     v'      X'     ix" 
—  y  —  9  ~  ',   —9  —y  —,1—j*  ~t 

pppppppp^ 

sera  déterminée  la  substitution  composée  S  S' S"  seront  évidem 
X' 


y  —  9  -  ;  -9  ^r>  -;  — »>  nr>  —,\  les  quantités  analogues  par  lesquelles 
déterminé 
ment  ^>  jrf  =  •  Or  l'hypothèse  admise  précédemment,  savoir  : 


A  (J.  jJt  v     _         v 

P  ?  P  P  P  P 

revient  à  supposer  la  substitution  S"  l'inverse  de  la  substitution  S 
(voir  §  IV)  :  donc  toute  substitution,  telle  que 

SS'S-», 
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se  tire  de  S',  en  y  remplaçant  -, ,  li ,  -,  par  trois  fonctions  linéaires 

de  ces  quantités  qui  donnent  précisément  une  transformation  en 
elle-même  de  la  forme  adjointe. 


SECONDE  PARTIE. 

Nous  venons  de  résumer  tout  ce  que  nous  avons  pu  jusqu'à  pré- 
sent tirer  de  l'étude  algébrique  des  formules  générales  de  substitu- 
tion par  lesquelles  une  forme  ternaire  quelconque  se  change  en 
elle-même.  Si  nous  nous  sommes  un  peu  étendus  sur  ces  considé- 
rations, c'est  dans  l'espoir  de  les  lier  un  jour  par  de  nouvelles  re- 
cherches à  l'étude  arithmétique  des  substitutions  semblables,  que 
nous  avons  entreprises  sous  un  point  de  vue  si  différent  en  le  fai- 
sant dépendre  de  la  réduction  continuelle  d'une  forme  ternaire  dé- 
finie à  paramètres  variables.  Afin  qu'on  puisse  mieux  saisir  ce  qu'il 
y  a  de  général  dans  ce  point  de  vue,  nous  réunirons  ici  les  deux 
questions  de  l'équivalence  des  formes  décomposables  en  facteurs 
linéaires,  et  de  l'équivalence  des  formes  quadratiques  indéfinies, 
traitées  par  le  même  principe  arithmétique.  Dans  d'autres  Mé- 
moires nous  donnerons  les  démonstrations  des  théorèmes  que  nous 
allons  énoncer,  désirant  surtout  en  ce  moment  appeler  l'attention 
du  lecteur  sur  l'identité  de  la  méthode  appliquée  à  des  genres  de 
formes  d'une  nature  si  différente. 


I. 

Deux  formes  sont  dites  équivalentes  lorsqu'on  peut  obtenir  l'une 
d'elles  en  faisant  dans  l'autre  une  substitution  linéaire  et  homo- 
gène, à  coefficients  entiers  et  au  déterminant  un.  C'est  en  cela  du 
moins  que  consiste  Y  équivalence  arithmétique.  En  admettant  des 
quantités  quelconques  pour  les  coefficients  de  la  substitution,  on 
aura  la  notion  de  ce  qu'on  peut  appeler  Y  équivalence  algébrique. 
Dans  le  cas  des  formes  quadratiques  à  un  nombre  quelconque  n 
d'indéterminées,  et  des  formes  du  /ilèœe  degré,  décomposables  en 
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n  facteurs  linéaires,  un  seul  et  même  fait  analytique  très  simple 
déroule  de  cette  notion.  Ces  formes,  en  effet,  sont  toujours  algé- 
briquement équivalentes;  les  premières  comme  réductibles  à  une 
somme  de  n  carrés  x\  +  x\  -f- . . .  4-  x*_{ ,  les  secondes  comme  ré- 
ductibles à  un  produit  de  n  variables  x0,  xi9  x2,  . . .,  xn_t.  De  là 
résulte,  pour  ces  deux  genres  de  formes,  l'existence  d'un  seul  inva- 
riant, c'est-à-dire  d'une  seule  fonction  des  coefficients,  qui  la  re- 
produit dans  une  transformée  obtenue  par  une  substitution  algé- 
brique, multipliée  par  une  puissance  donnée  du  déterminant  de 
cette  substitution.  S'il  s'agit  d'une  forme  quadratique  à  n  indéter- 
minées f(x0, x i,...,#*_i),  nous  définirons  cet  invariant  comme  le 
déterminant  du  système  linéaire 

iJL,    1ÉL,    IÉL,     ...,     '     df 
2  dx0       2  dxi       2  dxt  2  dxn-i 

Pour  une  forme  décomposable  en  facteurs  linéaires 

F  =  u0ului...un-u 
où  l'on  suppose 

m  =  aix0  -+■  bix\  ■+■  CiXi  -+-. . .-+-  Â'jX„_i, 

nous  le  définirons  comme  le  carré  du  déterminant  relatif  aux  fonc- 
tions 

Uq,       Uly       fts,       ...,       U/,-1. 

Dans  ces  deux  cas  l'invariant,  que  nous  désignerons  par  A,  se 
reproduira  dans  toute  transformée,  multiplié  par  le  carré  du  dé- 
terminant de  la  substitution. 


IL 

On  peut  particulariser  la  nature  de  l'équivalence  algébrique  de 
deux  formes,  en  exigeant  que  les  coefficients  de  la  substitution 
soient  des  quantités  réelles.  Sous  ce  point  de  vue,  les  formes  dont 
nous  nous  occupons  n'offrent  plus  une  seule  espèce  chacune,  et, 
en  supposant  leurs  coefficients  des  quantités  réelles,  on  a  les  pro- 
positions suivantes  : 

i°  Les  formes  du  nième  degré,  décomposables  en  n  facteurs  li- 
néaires, sont  réductibles  par  des  substitutions  algébriques  réelles, 
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àJ(n+i)ou  j(/i  +  2)  types  distincts,  suivant  que  n  est  impair 
ou  pair.  L'un  de  ces  types  est  encore  le  produit  x0xt . . .  xn_K  des 
variables,  et  les  autres  s'obtiendront  en  groupant  deux  à  deux  les 
indéterminées,  et  remplaçant  successivement  le  produit  des  indé- 
terminées d'un  même  groupe  par  la  somme  de  leurs  carrés.  Nous 
les  nommerons  en  général  types  factoriels,  et  le  nombre  des  fac- 
teurs d'un  type,  qui  seront  formés  d'une  somme  de  deux  carrés, 
sera  V indice  de  ce  type. 

2°  Les  formes  quadratiques  à  n  indéterminées  sont  réductibles 
par  des  substitutions  réelles  à  n  h-  i  types  distincts,  dont  l'un  est 
la  somme  x%  -f-  x\  -h . . .  -f-  x\_K  des  carrés  des  indéterminées,  les 
autres  s'en  déduisant  en  faisant  précéder  du  signe  moins  le  carré 
de  l'une,  de  deux,  etc.  ou  de  toutes  les  indéterminées.  Nous  nom- 
merons indice  d'un  type  quadratique  le  nombre  des  carrés  qui 
sont  ainsi  précédés  du  signe  moins. 

La  proposition  relative  à  l'équivalence  réelle  des  formes  décom- 
posables  en  facteurs  revient  à  la  notion  élémentaire  des  racines 
réelles  ou  imaginaires  des  équations  algébriques;  celle  qui  con- 
cerne les  formes  quadratiques,  à  la  distinction  géométrique  des 
diverses  courbes  ou  surfaces  du  second  degré,  dans  les  cas  de  trois 
ou  quatre  indéterminées. 


III. 

Les  considérations  précédentes  impliquent  ce  théorème  :  que 
deux  types  différents  ne  peuvent  être  identifiés  par  aucune 
substitution  réelle  ;  elles  conduisent  aussi  à  la  recherche  des 
conditions  qui  doivent  être  remplies  par  une  forme  pour  qu'elle 
soit  réductible  à  un  type  donné.  Pour  les  formes  quadratiques, 
M.  Cauchy  a  donné  l'expression  suivante  de  ces  conditions.  Soient 
f(x0,  x,,  . . .,  #/,_i)  la  forme  proposée,  A;  l'invariant  de  la  forme 
à  i  indéterminées,  qu'on  obtient  en  faisant 

X{  =  o,        37-4-1  =  o,        xi+t  =  o,        . . . ,        xn-\  =  o  ; 
le  nombre  des  termes  négatifs  de  la  suite 

v       A,       A,  A„ 

Ai>      7~>      T'      '  '  ' 9      Â 
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donnera  immédiatement  l'indice  du  type  auquel  appartient  la  forme 
proposée.  Le  premier  terme  A,  est  le  coefficient  de  arj,  et  il  faut 
remarquer  que,  si  l'une  des  quantités  A,  A,,  par  exemple,  vient  à 
s'évanouir,  on  devra  considérer  les  deux  termes  -(—^  et  t^~  comme 
donnant,  l'un  un  signe  plus  et  l'autre  un  signe  moins.  Remarquons 
qu'en  appliquant  la  même  règle  à  une  transformée  de  /  les  quan- 
tités À,,  A2,  . . .  changent  toutes  en  général,  mais  de  manière  que 
le  nombre  des  termes  positifs  et  négatifs  de  la  nouvelle  suite  soit 
exactement  le  nombre  des  termes  positifs  et  négatifs  de  l'ancienne. 


IV. 

Un  premier  point  de  contact  entre  la  théorie  des  formes  décom- 
posables  en  facteurs  et  la  théorie  des  formes  quadratiques  con- 
s,ste  en  ce  que  la  connaissance  des  caractères  propres  aux  divers 
types  quadratiques,  que  fournit  si  simplement  la  méthode  de 
M-  Cauchy,  suffit  pour  arriver  à  la  distinction  des  types  factoriels. 
Soit,  en  effet, 

F  =    M0  «1  •  •  •  M;i-1 

'a   forme  proposée,  m  désignant  la  même  chose  qu'au  §  I;  il  est 
a|sé  de  voir  que  les  coefficients  de  la  forme  quadratique 

\a0/        \aj        \a^J  \«it-i/ 

s  exprimeront  rationnellement  par  ceux  de  F.  Or  le  type  facto- 
riel  de  F  et  le  type  quadratique  de  o  ont  précisément  même 
indice.  Alors,  si  l'un  des  deux  détermine  l'autre,  j'ajouterai  la  re- 
marque suivante  : 
Soit  (o  une  fonction  rationnelle  quelconque  des  quantités 
b       c  A 

et  faisons 


_ ,     _,     ...»     - , 
a       a  a 


\at    at  ail 

quelle  que  soit  l'indéterminée  z,  les  coefficients  de  la  forme 

*       z  —  u>0\a0/        *— o>i\ai/       z —  u>,  \at/  z  —  <i>n-i\an-i/ 
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s'exprimeront  encore  rationnellement  par  ceux  de  F,  où  l'indice 
du  type  quadratique  auquel  appartient  cette  nouvelle  forme  sera 
l'indice  du  type  factoriel  de  F,  augmenté  du  nombre  des  quan- 
tités o>  qui  sont  supérieures  à  z.  Ainsi  le  nombre  des  quantités  <i> 
qui  sont  comprises  entre  deux  limites  z0  et  zt  sera  déterminé  par 
la  différence  entre  l'indice  du  type  quadratique  f  pour  z  =  £d  et 
l'indice  du  type  quadratique  de  la  même  forme  pour  z  =  zt. 


V. 


Arrivons  maintenant  à  la  question  de  l'équivalence  arithmétique 
de  deux  formes  décomposables  en  facteurs,  et  des  transformations 
semblables  de  ces  formes.  Cette  recherche,  que  nous  allons  rap- 
procher de  celle  qui  est  relative  aux  formes  quadratiques  indé- 
finies, repose  sur  les  principes  suivants  : 

Désignons  par  mod2u  le  carré  du  module  d'un  facteur  linéaire 
quelconque  de  F,  c'est-à-dire  le  carré  de  ce  facteur,  s'il  est  réef, 
ou  le  produit  qu'on  obtient  en  le  multipliant  par  le  facteur  con- 
jugué s'il  est  imaginaire .  Nous  considérons  en  même  temps  avec  F 
la  forme  quadratique  définie 

cp  =  Xj  mod*//0  -f-  X}  mod*^  -+-  X|  mod'wj  -h. .  .-h  X*_,  mod*M„_,, 

où  les  quantités  )v  sont  des  indéterminées  réelles  quelconques  aux- 
quelles nous  donnerons  le  nom  d'arguments,  et  nous  aurons  les 
propositions  qui  suivent  : 

i°  Concevant  qu'on  calcule  toutes  les  substitutions  propres  à 
réduire  cp,  pour  toutes  les  valeurs  des  arguments,  et  qu'on  fasse 
chacune  de  ces  substitutions  dans  F,  on  obtiendra  ainsi  une  infi- 
nité de  transformées  dont  nous  désignerons  l'ensemble  par  le  sym- 
bole (F).  Cela  étant,  si  l'on  opère  de  même  sur  une  autre  forme  F', 
et  que  F  et  F;  soient  arithmétiquement  équivalentes,  (F)  et  (F') 
seront  identiques.  L'opération  de  réduction  est  faite  ici  dans  le 
sens  que  je  lui  ai  donné  dans  la  troisième  de  mes  Lettres  à  M.  Ja- 
cobi  sur  la  théorie  des  nombres. 

'.i°  En  supposant  entiers  les  coefficients  de  F,  ceux  des  formes 
contenues  dans  (F)  le  seront  pareillement,  et  auront  des  limites 
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déterminées  par  une  seule  fonction  des  coefficients  de  F,  à  savoir 
l'invariant  A. 

3°  Si  Ton  désigne  par  £  Tune  des  formes  de  (F),  il  n'y  aura  au- 
cune transformation  semblable  de  S  qui  ne  soit  donnée  par  le  calcul 
arithmétique  de  (F)  tel  que  nous  l'avons  défini. 

4°  Toutes  les  formes  F,  à  coefficients  entiers  et  de  même  inva- 
riant A,  sont  réductibles  à  un  nombre  fini  de  classes  distinctes.  Une 
application  de  cette  dernière  conséquence,  que  nous  allons  indi- 
quer en  peu  de  mots,  conduit  à  une  notion  importante  sur  les  ra- 
cines des  équations  à  coefficients  entiers. 

Soit 

%xn  -r-  $Tn-l-r-. .  .-h  8  a? -h  e  =  %(x  —  a0)(x —  a\)...(x  —  an—i)  =  o 

une  équation  à  coefficients  entiers  de  degré  n.  Représentons  par  A 
cette  fonction  entière  des  coefficients  a,  (3,  ...  à  laquelle  les  Géo- 
mètres anglais  ont  donné  le  nom  de  discriminant,  et  qu'on  peut 
définir  ainsi 

A  =  a«(«-U(a0-  a,)'(«i  -  a,)*. . .  (a«_t  -  «„-,)*, 

le  second  membre  renfermant  le  produit  des  carrés  des  différences 
des  racines  prises  deux  à  deux.  Si  Ton  pose 

m  =  x0  •+-  ai  xi  -h  aj  xt  -+- . . .  -+•  rtj* -1  a?„_i , 

et  qu'on  considère  la  forme 

F  =  a»-1  u0  Mi  ut . . .  un-x , 

les  coefficients  de  cette  forme  seront  tous  entiers;  et,  d'après  la 
définition  que  nous  avons  donnée,  son  invariant  reproduira  pré- 
cisément le  discriminant  A.  Observant  donc  que  deux  équations 
différentes,  donnant  lieu  à  des  formes  F  arithmétiquement  équi- 
valentes, sont  réductibles  l'une  à  l'autre  par  une  substitution  ra- 
tionnelle, on  arrivera  à  ce  théorème  : 

Les  équations  numériques,  en  nombre  infini ',  pour  lesquelles 
te  discriminant  a  une  même  valeur,  ne  contiennent  qu'un 
nombre  essentiellement  limité  d'irralionnalités  distinctes. 
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VI. 


Considérons  actuellement  une  forme  quadratique  quelconque 
indéfinie  et  à  n  indéterminées.  Cette  forme  appartiendra  à  un 
type  d'indice  i,  différent  de  zéro;  de  sorte  qu'on  pourra  trouver 
d'une  infinité  de  manières  n  fonctions  linéaires  réelles,  u0,  uiy  ..., 
W/i_i,  telles  qu'on  ait 


F  =  -i*;-i*î-...-i*7_i-î-uî- 


<ï+t    T-  ...-T-   <«„_,. 


Supposons  d'abord  connu  un  seul  système  de  pareilles  fonctions  : 
tous  les  autres  s'obtiendront  en  posant 

«-u;-u»-...-uk  +  u?  +  u?+l+.  .+  UJ., 

et  en  déterminant  l'expression  la  plus  générale  des  quantités  U  par 
les  quantités  u.  Cela  revient  à  la  recherche  algébrique  des  substi- 
tutions semblables  du  type  quadratique  d'indice  i.  Or  la  méthode 
donnée  dans  mon  premier  article  sur  les  formes  ternaires  s'ap- 
plique à  des  formes  d'un  nombre  quelconque  d'indéterminées,  et 
conduira  à  exprimer  rationnellement  cette  substitution  au  moyen 
de  ^n(n —  i)  quantités  arbitraires  (*).  Nous  leur  donnerons  le 
nom  d' 'arguments,  car  on  va  voir  qu'elles  jouent  le  même  rôle 
que  les  quantités  \  du  §  V. 

En  effet,  nous  considérons,  en  même  temps  que  la  forme  indé- 
finie proposée  F,  la  forme  définie 

et  nous  aurons  les  propositions  suivantes  : 

i°  Concevant  qu'on  calcule  toutes  les  substitutions  propres  à 
réduire  o,  pour  toutes  les  valeurs  des  arguments,  et  qu'on  fasse 
chacune  de  ces  substitutions  dans  F,  on  obtiendra  ainsi  une  infi- 


(')  On  pourrait,  sans  recourir  à  ma  théorie,  déduire  ces  expressions  de  celles 
qu'a  données  M.  Cayley,  pour  le  type  d'indice  zéro.  Voyez,  dans  le  Journal  de 
Crelle,  le  beau  Mémoire,  sur  les  déterminants  gauches,  du  savant  géomètre  an- 
glais. 
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ni  té  de  transformées  dont  nous  désignerons  l'ensemble  par  le  sym- 
bole (F).  Cela  fait,  si  deux  formes  F  et  F'  sont  arithmétiquement 
équivalentes,  (F)  et  (F;)  seront  identiques. 

2°  En  supposant  entiers  les  coefficients  de  F,  ceux  des  formes 
contenues  dans  (F)  le  seront  pareillement,  et  auront  des  limites 
déterminées  par  une  seule  fonction  des  coefficients  de  F,  l'inva- 
riant A.  Un  exemple  des  limitations  de  ces  coefficients  a  été  donné 
dans  mon  premier  article,  pour  le  cas  des  formes  ternaires. 

3°  Si  Ton  désigne  par  S  l'une  des  formes  de  (F),  il  n'y  aura  au- 
cune transformation  de  $  en  elle-même  qui  ne  soit  donnée  par  le 
calcul  arithmétique  de  (F),  tel  qu'il  a  été  défini. 

4"  Toutes  les  formes  quadratiques  à  coefficients  entiers,  qui  ap- 
partiennent au  même  type  et  ont  même  invariant  A,  sont  réduc- 
tibles à  un  nombre  fini  de  classes  distinctes. 

Depuis  l'année  1847,  ou  Je  rencontrais  les  principes  de  la  ré- 
duction des  formes  définies,  j'ai  cherché  à  plusieurs  reprises  la 
démonstration  rigoureuse  de  ce  dernier  théorème,  et  je  ne  suis 
parvenu  qu'après  bien  des  efforts  à  la  théorie  qu'on  vient  de  voir. 
Il  me  reste  à  montrer  comment,  pour  les  formes  binaires  de  déter- 
minant positif  qui  appartiennent  en  même  temps  aux  formes  qua- 
dratiques indéfinies  et  aux  formes  décomposables  en  facteurs  li- 
néaires, on  est  conduit  au  même  résultat  en  appliquant  les  principes 
relatifs  à  ces  deux  cas. 

Ayant  fait 

F  =  \x*  -*-  2 Bay  -h  Cp1  =  ( ax  -h  by  )  ( a'x -4-  b'y)  =  uu\ 

nous  aurons  d'abord  cette  expression  par  le   type  quadratique 

binaire  d'indice  un,  savoir  : 

F  =  v«  —  v'*, 

en  posant 

a-+-w'  =  2v,        u — u  =  2v'. 

Soient  ensuite 

U=av-+-aV,         U'=pvH-pV, 

et  déterminons  les  constantes  a,  a',  (3,  j3'  de  manière  à  obtenir 

identiquement 

U*  —  U'*  =  v*  —  v'«. 
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On  posera  pour  cela 

a«  — p*  =  i,         aa'— pp'  =  o,         a'*  —  p'«  =  —  i , 

d'où  il  sera  facile  de  conclure 

pî  =  a'*,         P'*  =  a*. 

Or  la  forme  définie  cp  étant 

<p  =  U*  -4-  U'«  =  (av  -+-  a' v')1  ■+■  (  pv  +-  P'v  )*, 

elle  deviendra  par  ces  relations 

<?  =  (a*H-P»)v*^-2(aa'4-PP>v'+(a'*-+-p'*)v' 
=  (a*  -h  a'*)  (v*  -h  v'*)  -+-  4aa'w'. 

Remettant  maintenant  au  lieu  de  v  et  v'  leurs  valeurs  en  u  et  u,  il 
viendra 

<p  =  ±(a» -h  a'») (a»  H-  a'*)  -+-  aa'(a*  —  m'1)  =  {(«+  a')1"1  ■+- 1 («  —  «?«*'»£ 

ce  qui  est  précisément  la  forme  quadratique  définie  à  laquelle  on 
serait  amené,  d'après  le  §  V,  en  considérant  F  comme  appartenant 
aux  formes  décomposables  en  facteurs  linéaires.  (Je  reprendrai, 
dans  un  Mémoire  spécial,  la  distribution  en  périodes  des  formes 
de  déterminant  positif,  pour  compléter  et  mettre  fin  en  quelques 
points  à  ce  que  j'en  ai  déjà  dit  dans  un  Mémoire  sur  l'introduction 
des  variables  continues  dans  la  théorie  des  nombres.  ) 


VIL 


Pour  compléter  ce  qui  nous  reste  à  dire  des  principes  communs 
à  ces  deux  grandes  théories  arithmétiques  des  formes  quadratiques 
à  un  nombre  quelconque  d'indéterminées,  et  des  formes  décompo- 
sables en  facteurs  linéaires,  nous  allons  exposer  comment  on  doit 
concevoir  l'opération  de  la  réduction  continuelle  de  l'une  en  l'autre 
des  formes  précédemment  désignés  par  <p.  Nommons  /,  S\  /*,... 
la  série  des  formes  contenues  dans  (F),  F  désignant  soit  une  forme 
quadratique,  soit  une  forme  à  facteurs  linéaires,  et  S,  S',  S*t  .. . 
les  substitutions  par  lesquelles  on  les  a  respectivement  tirées  de  F. 
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En  effectuant  chacune  de  ces  substitutions  dans  ©  on  aura  les 
transformées  correspondantes  <ï>,  <ï>;,  <&",  . ..,  qui  seront  réduites 
pour  certaines  valeurs  de  leurs  arguments.  Or,  il  est  très  facile  de 
voir,  pour  l'une  et  l'autre  des  formes  <p,  que  toute  transformée  telle 
que  4>  peut  s'obtenir  directement  par  / ,  d'après  le  mode  même  de 
formation  de  <p  au  moyen  de  F.  Maintenant,  pour  arriver  à  saisir 
l'enchaînement  de  ces  opérations  arithmétiques  de  réduction  con- 
tinuelle, lorsque  les  arguments  prennent  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles, nous  observerons  que,  au  lieu  d'opérer  toujours  sur  cette 
même  forme  <p,  pour  en  déduire  successivement  <ï>,  <ï>',  <ï>",  .. .,  on 
peut  concevoir  l'une  quelconque  de  ces  formes,  obtenue  au  moyen 
d'une  autre  précédemment  réduite,  en  y  introduisant  les  valeurs 
des  arguments  pour  lesquelles  elle  a  cessé  de  l'être,  et  lui  appli- 
quant alors  la  méthode  générale  de  réduction. 

Or  ici  est  l'origine  d'une  notion  importante,  que  nous  allons 
présenter  d'abord,  dans  le  cas  particulier  de  deux  arguments  va- 
riables. Imaginons  que  ces  deux  arguments  soient  les  coordon- 
nées d'un  point  rapporté  sur  un  plan  à  deux  axes  fixes,  de  sorte 
qu'à  tout  point  de  ce  plan  corresponde  une  forme  cp  entière- 
ment déterminée.  Indépendamment  de  toute  connaissance  sur  la 
nature  analytique  des  conditions  que  doivent  remplir  les  coeffi- 
cients d'une  forme  réduite,  on  peut  concevoir  l'existence  d'une 
courbe  séparant  les  points  du  plan  auxquels  correspond  une 
forme  <ï>,  toujours  réduite,  de  ceux  auxquels  correspond  une  forme 
qui  ne  l'est  plus.  Cela  posé,  soient,  à  une  distance  infiniment  voi- 
sine de  cette  courbe,  S',  2",  S"', ,  les  diverses  substitutions  qu'il 

faudra  successivement  employer  pour  réduire  de  nouveau  <ï>;  nous 
nommerons  réduites  adjacentes  à  <ï>  les  transformées  $',  <ï>",  $'", . . . 
qu'on  obtiendra  en  faisant  ces  substitutions  dans  <ï>.  Et,  si  l'on  ap- 
pelle S  la  forme  de  (F)  à  laquelle  <ï>  correspond,  nous  donnerons 
le  nom  de  /ormes  contiguës  à  £,  aux  transformées  /',  i",  £M,  . . ., 

qui  en  résultent  par  les  substitutions  2',  2",  2"', Dans  le  cas 

général,  considérons  l'ensemble  des  valeurs  des  arguments  pour 
lesquelles  une  forme  <ï>  est  réduite,  ces  valeurs  étant  telles  que 
cette  forme  cesse  de  l'être  lorsqu'elles  subissent  une  variation  in- 
finiment petite.  Nommons  encore  2',  2",  ...  la  totalité  des  substi- 
tutions propres  à  réduire  Ode  nouveau,  dans  cette  hypothèse  d'un 
changement  infiniment  petit  dans  les  arguments  :  les  réduites  ad- 
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jacentes  seront  les  transformées  <ï>',  <I>%  . . .  qui  résultent  de  $  par 
les  substitutions  2*,  2*,  ...  ;  et,  en  nommant  $  la  forme  correspon- 
dante de  <ï>  dans  (F),  ses  contiguës  seront  les  transformées  i', 
£",  ...  qui  s'en  déduisent  par  les  mêmes  substitutions. 

Cette  notion  des  réduites  adjacentes  conduit  à  imaginer  la  dis- 
position graphique  suivante  du  calcul  arithmétique  de  la  réduction 
continuelle  de  cp  : 

Ayant  représenté  par  les  désignations  abrégées  $,  <ï>',  <ï>ff,  ...  la 
série  indéfinie  des  réduites  quadratiques  qui  correspondent  cha- 
cune à  une  forme  de  (F),  nous  concevrons  qu'on  fasse  avec  toutes 
ces  formes  un  tableau  dans  lequel  chacune  d'elles  sera  immédia- 
tement environnée  de  toutes  celles  qui  lui  sont  adjacentes,  et  aux- 
quelles on  la  joindra  par  autant  de  traits.  De  la  sorte  toute  formel 
se  trouvera  réunie  par  deux  traits  à  une  autre  <ï>';  car  <ï>  ayant 
pour  adjacente  $',  réciproquement  &'  aura  pour  adjacente  4>.  Main- 
tenant, si  l'on  place  sur  chaque  double  trait  une  désignation  abrégée 
de  la  substitution  par  laquelle  l'une  des  deux  formes  dépend  de 
son  adjacente,  on  aura  la  réunion  de  tous  les  éléments  du  calcul 
arithmétique  dont  nous  avons  essayé  de  donner  une  image  claire 
et  sensible. 

On  pourra  encore,  dans  le  tableau  ainsi  obtenu,  remplacer  chaque 
réduite  quadratique  par  la  forme  £  qui  lui  correspond  dans  (F)  ;  en 
conservant  d'ailleurs  toutes  les  indications  de  substitutions.  De  là 
résultera  une  disposition  par  groupes  de  formes  contiguës,  dont  on 
va  voir  l'usage  dans  la  démonstration  du  théorème  suivant. 


VIII. 


Lorsque  les  coefficients  de  la  forme  F  sont  entiers,  que  cette 
forme  soit  quadratique  ou  décomposable  en  facteurs  linéaires, 
il  existe  un  nombre  fini  de  substitutions  semblables,  telles 
qu'on  peut  exprimer,  par  les  produits  des  puissances  de  ces 
substitutions,  toutes  les  transformations  de  cette  forme  en  elle- 
même. 

Je  dis  en  premier  lieu  qu'il  suffit  d'établir  ce  théorème  pour  une 
forme  déterminée  /,  de  l'ensemble  (F).  Supposons,  en  effet,  que  F 
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se  change  en  $  par  la  substitution  2,  en  désignant  indéfiniment 
par  S  les  substitutions  semblables  de  S  :  toutes  les  substitutions  de 
même  nature  relativement  à  F  seront  données,  comme  on  sait,  par 
la  formule  SSS~J.  Cela  posé,  admettons  que  S  s'exprime  parle 
produit  de  diverses  substitutions  S;,  S",  S",  . . .,  de  sorte  qu'on  ait 

par  exemple 

S  =  S' S'  S". 
En  posant 

T=2S2-»,         T'=2S'2-S         Tjr=2Sr2-»,         T"=2S*£-S 
on  vérifiera  de  suite  la  relation 

rn  rrtt  rr*n  lynf 

On  voit  par  là  comment  à  toute  expression  de  la  substitution  S, 
par  un  produit  d'autres  substitutions,  correspond  une  expression 
toute  semblable  pour  la  substitution  T. 

Cela  posé,  soit  $  la  forme  quadratique  qui  correspond  à  £.  Cette 
forme  sera  réduite  pour  certaines  valeurs  de  ses  arguments;  mais, 
en  les  faisant  varier  de  nouveau,  et  considérant  l'ensemble  des 
substitutions  qui  se  présentent  successivement  pour  la  réduire, 
nous  avons  fait  la  remarque  (§  V  et  VI,  3°)  qu'il  n'y  avait  aucune 
transformation  de  S  en  elle-même  qui  ne  soit  comprise  dans  cet 
ensemble  de  substitutions.  En  partant  de  cette  proposition,  qui  est 
fondamentale  pour  ce  que  nous  allons  avoir  à  dire,  nous  raison- 
nons comme  il  suit. 

Supposons  formé  le  tableau  complet  des  formes  de  (F),  disposé 
par  groupes  de  formes  contiguës,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  plus 
haut.  En  vertu  du  second  théorème  des  §  V  et  VI,  ce  tableau  ren- 
fermera, répétées  une  infinité  de  fois  chacune,  un  nombre  essen- 
tiellement limité  de  formes  différentes.  Ainsi  il  s'agit  de  saisir,  en 
général,  par  quel  enchaînement  de  substitutions  on  peut  toujours 
lier  deux  transformées  identiques  occupant  dans  le  tableau  deux 
places  distinctes. 

Pour  y  parvenir,  nous  concevrons  qu'on  groupe  les  formes  du 
tableau  de  la  manière  suivante  : 

Partant  d'abord  de  S,  nous  la  joindrons  à  toutes  ses  contiguës, 
pour  en  faire  un  premier  groupe  (A).  Ensuite  nous  regarderons  la 
totalité  des  formes  contiguës  à  (A)  comme  formant,  d'une  part, 
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(A)  lui-même,  et  de  l'autre  un  second  groupe  (B).  Nous  continue- 
rons de  même  en  regardant  les  formes  con ligues  à  (A)  et  (B) 
comme  formant,  d'une  part,  (A)  et  (B)  et,  de  l'autre,  un  troisième 
groupe  (C).  Enfin,  ayant  en  général  obtenu  les  groupes  (A),  (B), 
(C).  ....  (K),  le  suivant  (L)  sera  défini  comme  réunissant  les  formes 
qui,  sans  appartenir  aux  groupes  précédents,  leurs  sont  contiguës. 

Cela  posé,  j'observe  que  si  deux  formes  égales  à  S  se  présentent 
à  deux  places  différentes  dans  le  tableau  général,  et  qu'on  les  prenne 
l'une  et  l'autre  pour  points  de  départ  d'une  disposition  par  groupes, 
on  arrivera  identiquement  aux  mêmes  résultats.  On  se  rappelle,  en 
effet,  que  toute  forme  quadratique  <ï>  se  déduit  directement  de  sa 
correspondante  £,  dans  l'ensemble  (F);  de  sorte  que  deux  trans- 
formées égales  dans  (F)  ramènent  des  formes  quadratiques  offrant 
les  mêmes  fonctions  des  arguments  et,  par  suite,  les  mêmes  opé- 
rations de  réductions  successives. 

Cela  étant,  considérons  les  groupes  successifs  dans  lesquels  on 
retrouve  la  forme  S,  qui  a  été  prise  pour  point  de  départ.  Autant 
de  fois  cette  forme  se  trouvera  reproduite  dans  un  groupe,  autant 
on  aura  de  transformations  en  elle-même.  Nommons  S,  S',  S*,  ... 
ces  substitutions.  De  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  ré- 
sulte que  ce  sera  toujours  Tune  de  ces  substitutions  qu'il  faudra 
employer  pour  passer  de  £  (quelle  que  soit  sa  place  dans  le  tableau) 
à  la  même  forme  placée  dans  le  groupe  le  plus  voisin.  Donc,  de 
proche  en  proche,  on  voit  que  la  substitution  à  faire  pour  passer 
généralement  de  S  à  la  même  forme,  placée  en  tout  autre  point, 
résultera  nécessairement  de  la  combinaison  successive  des  substi- 
tutions fondamentales  S,  S',  S", 


IX. 


Il  est  possible  de  réduire  de  moitié  le  nombre  de  ces  substitu- 
tions fondamentales  ;  car  on  démontre  immédiatement,  comme  con- 
séquence de  la  manière  dont  elles  ont  été  obtenues,  qu'on  y  trouve 

simultanément  S  et  S~',  S'  et  S'-1, Mais  c'est  seulement  pour 

les  formes  décomposables  en  facteurs  linéaires  que  j'ai  pu  obtenir 
l'expression  du  nombre  des  substitutions  fondamentales,  entière- 
ment indépendantes.  Il  est  alors  le  même  que  celui  des  arguments 
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essentiellement  distincts  dans  la  forme  quadratique  cp,  c'est-à-dire, 
comme  nous  l'avons  annoncé  au  commencement  de  ce  Mémoire, 
la  somme  diminuée  d'une  unité  du  nombre  des  facteurs  linéaires 
réels  et  du  nombre  des  couples  de  facteurs  imaginaires  conju- 
gués. La  démonstration  de  ce  théorème  (')  sera  pour  nous  l'objet 
d'un  Mémoire  particulier,  dans  lequel  nous  montrerons  comment 
nos  principes  s'appliquent  à  l'étude  des  équations  algébriques  dont 
les  coefficients  sont  des  nombres  entiers.  Nous  terminerons  en  re- 
marquant que  la  présence  d'un  nombre  illimité  d'entiers  arbitraires 
dans  les  transformations  semblables  des  formes  ternaires  résulte 
des  considérations  précédentes.  Car  en  supposant,  pour  fixer  les 
idées,  deux  substitutions  fondamentales  S  et  S',  l'expression  gé- 
nérale des  transformations  semblables  serait  de  la  forme 

S"' S'"  S'' S'?..., 

/n,  n,  /?,  q  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs.  Or  aucune  réduc- 
tion ne  saurait  avoir  lieu  entre  les  nombres  m,  n,  .,.,  à  cause  de 
l'impossibilité  de  permuter  deux  substitutions  distinctes,  comme 
nous  l'avons  démontrée  (§  IX,  irc  partie). 

Paris,  juin  i853. 


(  '  )  Il  ne  semble  pas  que  M.  Hermite  soit  jamais  revenu  sur  ce  théorème,  qui 
présente  une  grande  analogie  avec  le  théorème  de  Dirichlet  sur  le  nombre  des 
unités  complexes  fondamentales  dans  un  corps  algébrique.  E.  P. 


SUR  LA 
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Journal  de  Crelle,  Tome  47. 


SECOND  MÉMOIRE. 

On  sait  avec  quelle  facilité  on  a  pu  étendre  aux  nombres  corn- 
plexes  de  la  forme  a-+-b\J — i  la  plupart  des  notions  arithmé- 
tiques fondamentales  relatives  aux  nombres  entiers  réels.  Ainsi, 
des  propositions  élémentaires  qui  se  rapportent  à  la  divisibilité,  on 
est  parvenu  rapidement  jusqu'à  ces  propriétés  plus  profondes  et 
plus  cachées  qui  reposent  sur  la  considération  des  formes  quadra- 
tiques, sans  rien  changer  d'essentiel  aux  principes  des  méthodes 
propres  aux  nombres  réels.  Il  est  cependant  certaines  circonstances 
où  cette  extension  parait  exiger  des  principes  nouveaux,  et  où  Ton 
se  trouve  amené  à  suivre,  dans  plusieurs  directions  différentes, 
l'analogie  entre  les  deux  ordres  de  considérations  arithmétiques. 
Nous  nous  proposons  d'en  offrir  ici  un  exemple,  auquel  nous  avons 
été  conduit  en  étudiant  la  représentation  d'un  nombre  par  une 
somme  de  quatre  carrés.  Voici  d'abord  la  métbode  nouvelle  que 
nous  avons  suivie  dans  cette  question. 

I. 

Désignons  par  A  un  nombre  entier  impair  ou  impairement 

pair;  nous  commencerons   par  établir  la  possibilité  de  la  con- 

gruence 

X*  -r- y1  -i-  1  —  o  (  mod  A  ). 

A  cet  effet,  soit  d'abord 

A  £=s  e  (mod  4), 
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£   représentant  -f-  i  ou  —  i .  La  progression  arithmétique  ayant 

pour  terme  général 

4  A*  -4-  as  A  —  i 

ne  contiendra  que  des  nombres  =  i  (mod  4),  puisque 

2êA-is261-isi  (mod  4)- 

J'observe  ensuite  que  le  premier  terme,  2eA  —  i,  et  la  raison  4 A 
sont  premiers  entre  eux,  car  on  a  identiquement 

4AA  —  (2sA  —  i)(2êA-*-i)=  i. 

Donc,  d'après  le  théorème  démontré  par  M.  Dirichlet,  cette  pro- 
gression contiendra  une  infinité  de  nombres  premiers  qui  seront 
=  i  (mod  4),  et,  par  suite,  décomposables  en  deux  carrés.  On 
pourra  faire  ainsi,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  z, 

4As-H2eA  —  i  =  a?1  -h^1, 
d'où  l'on  conclura 

x* -*- y%  -+-1=3  0  (mod  A). 

Soit,  en  second  lieu, 

A  =  i  (mod  4)« 

Tout  ce  qui  précède  subsistera  relativement  à  la  nouvelle  pro- 
gression ayant  pour  terme  général 

aA-s  +  A-i. 

Ainsi,  la  possibilité  de  la  congruence 

x1-\-yt  -+-  i  ==  o  (mod  A) 

se  trouve  établie,  pour  tout  module  impair  ou  double  d'un  nombre 
impair. 

IL 

Considérons  maintenant  la  forme  quadratique  définie  à  quatre 
indéterminées 

/=  (Xx  -haz  ■+-  pa)*  -h  (A/  -4-  zu  —  p z)*  -+-  z*  -+-  a1 , 
où  les  nombres  entiers  a  et  (3  satisfont  à  la  condition 

«*  +  P»  +  iso  (mod.  A). 


1Î6  OECVEES    DE    CH.lftLES    HEEMITE. 

L'invariant  A  de  cette  forme  sera,  en  valeur  absolue.  A*  ;  car  il 
^'obtiendra  en  multipliant  l'invariant  de 

X»  -+-  Y»  —  Z*  -*-  U», 

qui  est  V unité,  par  le  carré  du  déterminant  de  la  substitution  li- 
néaire 

A.T  —  "  —  ?*  =Y, 
*  =  Z. 
a  =  L: 

et  Ton  trouve  bien  facilement  que  ce  déterminant  est  A*.  Cela 

étant,  cherchons,  pour  des  valeurs  entières  des  indéterminées,  le 

minimum  de  cette  forme.  D'après  un  théorème  que  j'ai  donné  en 

général  (voir  mes  Lettres  à  M.  Jacobi).  il  sera  au-dessous  de  la 
i 

limite  (^)    {/T,  et,  par  suite,   d'après  la  valeur  de  A,   moindre 

que  a  A.  Mais  il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  nombres  représen- 
laliles  par  y  sont  nécessairement  =  o  (mod  A);  donc  ce  minimum 
ne  peut  qu'être  A  lui-même,  qui  se  trouvera  ainsi  décomposé  en 
une  somme  de  quatre  carrés. 

III. 

On  peut  rapprocher  la  démonstration  précédente  des  méthodes 
relatives  à  la  représentation  des  nombres  par  les  formes  quadra- 
tiques binaires,  en  la  présentant  sous  le  point  de  vue  suivant, 
tai  forme 

,  al  _u  ftl  -i-  i 

v/—  A(xl  -r-y1)  -+■  i%(zx  -~  yu)  -r-  i$(xu  —  zy)-\ ^ (**-<-  «/*> 

a  ses  coefficients  entiers,  et  pour  invariant  Y  unité.  Elle  est  donc 

équivalente  à 

X»-+-Y*+-Z*-hU*, 

réduite  unique  qu'on  obtient  pour  les  formes  quaternaires  définies 
dont  l'invariant  est  un.  Soit  donc 

X  =  mx  -+-  m'y  •+-  m"  z  -+-  mmu, 
Y  —  nx  h-  n'y  -+-  n"z  •+■  n~u, 
Z  =  px  -+-  p'y  -+-  p'z  -+-  /?""«, 
U  =  qx  -+-  ^'/  «h  q* z  -+-  qm  u 
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une  transformation  de  Tune  de  ces  formes  dans  l'autre  :  on  trou- 
vera, en  comparant  les  coefficients  de  x2  et  y2,  les  représentations 
suivantes  du  nombre  A,  par  une  somme  de  quatre  carrés  : 

A  =  m*  -+-  n1  -\-p*  •+-  gr1, 
A  =  m'*  -+-  n'*  -h  p'1  -+-  q9*. 

Pour  décomposer  en  deux  carrés  un  nombre  A,  relativement  au- 
quel —  i  est  résidu  quadratique,  il  faudrait  de  même  considérer  la 

forme 

a*  -+-  i 
kx*  -+-  ixxy  H —  y*9 

où  l'on  suppose 

a* -+-  i  s=3  0  (raod  A), 

et  la  substitution  qui  la  lie  à  sa  réduite  X2  4- Ya.  Mais  les  considé- 
rations suivantes  rattacheront  à  un  ordre  d'idées  plus  générales 
l'analogie  que  nous  indiquons  entre  ces  deux  questions. 


IV. 

Représentons  par  v  et  sv  les  variables  imaginaires 
x  +  y\/^l>      -5  +  «/-i, 
et  par  vQ  et  w0  leurs  conjuguées 

x  —  y  / —  !  y       z  —  u  yj —  I . 

Soit  de  même 

V  =X  +  Y^,        \V  =ZH-Uv/:rT, 
V0  =  X  —  Y  v/^Ti ,        W0  =  Z  -  U  \/~i, 

on  pourra  distinguer  dans  l'ensemble  des  substitutions  réelles 
entre  les  deux  groupes  de  variables  x,  y,  z,  u  d'une  part,  X,  Y, 
Z,  U  de  l'autre,  celles  qui  sont  exprimables  ainsi  : 

c=ûV+AW,  fv=cV-+-rfW, 

v0  =  a0V0  -+-60W0,        w0  =  c0V0  -+-  rf0W0, 

où  tf,  b,  c,  d  sont  encore  des  quantités  imaginaires  quelconques, 
et  a0,  b0}  c0,  d0  leurs  conjuguées  respectives.  On  obtient  de  la 
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sorte  une  classe  parfaitement  définie  de  substitutions  réelles,  par 
rapport  auxquelles  on  peut  se  poser  les  questions  fondamentales 
de  la  comparaison  des  formes  quaternaires  :  les  deux  problèmes 
de  l'équivalence  algébrique,  de  l'équivalence  arithmétique  et  de  la 
représentation  des  nombres  par  ces  formes.  Pour  l'objet  que  nous 
avons  en  vue  en  ce  moment,  nous  nous  bornerons  aux  formes  qua- 
dratiques suivantes  : 

f  =  A  Wq  -+■  B  vw0  -h  B0  wvq  -+-  C  wtv0, 

dans  lesquelles  les  coefficients  extrêmes  A  et  C  sont  supposés 
réels,  tandis  que  les  coefficients  moyens  B,  B0  sont  des  quantités 
imaginaires  conjuguées.  Considérées  par  rapport  aux  variables 
primitives  #,  y,  z,  w,  ces  formes  sont  entièrement  réelles,  mais 
leur  étude,  au  point  de  vue  des  substitutions  que  nous  avons 
précédemment  définies,  repose  essentiellement  sur  l'emploi  des 
nombres  complexes.  On  est  alors  conduit  à  leur  attribuer  un  mode 
d'existence  singulièrement  analogue  à  celui  des  formes  quadra- 
tiques binaires,  bien  qu'elles  contiennent  essentiellement  quatre 
indéterminées. 

Les  considérations  suivantes,  que  nous  présentons  comme  une 
première  esquisse  d'une  théorie  vaste  et  féconde  sur  laquelle  nous 
reviendrons  à  l'avenir,  offriront  plusieurs  exemples  de  cette  étroite 
analogie  avec  les  formes  binaires;  mais  on  y  verra  en  même  temps 
le  germe  de  notions  arithmétiques  toutes  nouvelles,  qui  méritent 
peut-être  de  fixer  un  instant  l'attention  des  Géomètres. 


Le  fait  algébrique,  sur  lequel  repose  en  entier  la  théorie  des 
formes 

/  =  A  vv0  ■+-  B  vu0  -h  B0  uv0  -+-  G  uu0, 

consiste  en  ce  que  la  substitution 

c=aV  +  6U,        v0  =  a0  V0  H-  ù0  U0, 


1  u=  cV-hrfU,        u0=  c0Vo-+-rf0Uo 
conduit  à  une  transformée  semblable 

F  =  51 VV0  4-  »  VU0  -4-  »0  UV0'  -h  C  UU0, 
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dans  laquelle  les  coefficients  extrêmes  51  el  €  sont  réels  comme  A 
et  C,  les  coefficients  moyens  $  et  $0  étant  des  quantités  imagi- 
naires conjuguées  comme  B  et  B0.  On  a,  en  effet, 

51  =  Aa  a0  -f-  B  a  c0  -f-  B0a0c  -t-  Ce  c0  =  /(a,  c;  a0,  c0), 

^^  /)/" 

>  =  Aa  60  ■+-  B  a  0*0-+-  B0cb0  H-  Ce  a*0=  a  ~  4-  c  -^-j» 

at>  aa 

50  =  Aa06  -+-  B0a0d  +Bc06  -h  CcoO*  =  a0  ~-  -+-  co  t4-  » 

do0  (/a0 

C  =  A  6  60+  B  *  rf0+B0iorf  +  Grfrf0  =  /(*,ûf;  *o»^o). 

et  ce  que  nous  disons  résulte  immédiatement  de  ces  formules.  On 
en  tire  ensuite  les  conséquences  suivantes  : 

1  °  On  a  le  théorème 

M0-5Ut=  (ao"  —  bc)(a0d0  —  60c0)(BB0  —  AC). 

Ainsi  l'expression  BB0  —  AC  jouera  dans  notre  théorie  le  rôled'm- 
variant.  Nous  la  désignerons  par  A. 

20  Nommant  m  et  n  deux  constantes  imaginaires  quelconques, 
/n 0  et  n0  leurs  conjuguées,  et  posant 

df         df      ..  df  df      „ 

dv  du  dv0         u  cfa0  "' 

nv —  mu   =  U,  n0p0  —    ^owo  =  U0, 

ce  qui  sera  une  substitution  comprise  dans  la  forme  analytique  gé- 
nérale des  substitutions  (1),  je  dis  qu'on  aura 

/(<%  w;  p0i  Mo)/("*>  "i  m0,  n0)  =  VV0  — AUU0. 

Effectivement,  cette  relation  n'est  autre  que  celle  du  théorème 
précédent,  dans  laquelle  on  a  mis  c  et  u  au  lieu  de  a  et  c,  m  et  n 
au  lieu  de  b  et  d.  Nous  allons  voir  qu'elle  donne  tout  ce  qui  con- 
cerne l'équivalence  algébrique  des  formes/. 

Supposons  d'abord  A  positif,  et  mettons  Vy/Â  au  lieu  de  V,  il 
faudra  au  lieu  de  V0  prendre  V0  /A,  et  alors  la  forme  /  deviendra 

A(VV0-UUo) 


f(m,n;  m0,  n0) 
Mais,  si  A   est  négatif,   en  remplaçant  V  par  Vy/A,  il  faudra 
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mettre  —  V0  y/ A  pour  la  quantité  conjuguée,  et  alors  /  deviendra 

-A(VV0-4-UU0) 
f(myn;  m0,  n0) 

Enfin,  par  une  nouvelle  substitution  qui  consistera  à  multiplier  \ 
et  U  d'une  part,  V0  et  U0  de  l'autre,  par  un  facteur  et  son  conjugué, 
on  obtiendra,  au  lieu  des  deux  formes  précédentes,  celles-ci  : 

±  (VV0  -  UU0),        dt  (  VV0  -+-  UU0). 

Nous  en  conclurons  ce  théorème  : 

Les  formes  f  peuvent  toujours  par  les  substitutions  (i)  être 
ramenées  à  l'un  des  trois  types  quadratiques  quaternaires, 
d'indice  zéro,  d'indice  deux  ou  d'indice  quatre. 

VI. 

Ce  qui  précède  montre  que  les  formes  f  sont  définies  ou  indé- 
finies, suivant  que  A  est  négatif  ou  positif.  Nous  pourrions  aussi 
en  conclure  que,  relativement  aux  substitutions  (i),  elles  ne  sau- 
raient avoir  d'autre  invariant  que  la  fonction  A  ou  ses  puissances. 
Mais,  pour  abréger,  nous  arrivons  immédiatement  aux  principes 
relatifs  à  la  représentation  des  nombres. 

Rappelons  d'abord  qu'en  désignant  par  m  et  n  deux  entiers 
complexes  sans  diviseurs  communs,  on  peut  toujours  trouver  deux 
autres  nombres  complexes  jjl  et  v,  tels  qu'on  ait 

mv  —  n\L  —  i. 

Car,  si  l'on  cherche  par  le  procédé  de  M.  Dirichlet  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  m  et  n,  il  est  aisé  de  voir  qu'un  reste  de 
rang  quelconque  dans  cette  opération  s'exprime  toujours  par  une 
somme  de  multiples  complexes  des  nombres  m  et  n.  Le  dernier 
de  ces  restes  ayant,  dans  le  cas  présent,  V unité  pour  norme,  pourra 
donc  s'obtenir  sous  la  même  forme;  d'où  se  conclut  de  suite  la 
possibilité  de  la  relation  proposée.  Cela  étant,  nous  aurons  les 
théorèmes  qui  suivent  : 

i°  Si  un  nombre  M  peut  être  représenté  par  la  forme  fi  de 
manière  que  les  valeurs  complexes  des  indéterminées  v  et  u, 
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r0  et  u0  soient  premières  entre  elles,  l'invariant  A  sera  congru 
suivant  le  module  M  à  la  somme  de  deux  carrés. 

Supposant  en  effet 

M  =/(m,  n;  m0,  n0), 

et  déterminant  jjl  et  v  par  la  relation 

mv  —  n\L  =  i, 
l'équation  déjà  considérée 
fim.n]  /?i0,  n0)/((x,  v;  |x0,v0) 

donnera 

A  B  ("l  ^  -  »  f  )  {m>  w« +  "°  s;)      (mod  M)- 

Or  le  second  membre,  étant  la  norme  de  l'expression  m-j-  -+-  ^-/> 
est  une  somme  de  deux  carrés. 

Nous  voyons  par  là  qu'à  toute  représentation  propre  de  M  par 
la  forme  /  est  attachée  une  solution  de  la  congruence 

a?*-+-7*F=  A  (mod  M) 

en  prenant 

—  df  df 

x  -+-  y  y—  i  =  m  -i — h  n  -z— 
J  v  dp  dt 

D'ailleurs,  quels  que  soient  \l  et  v  dans  la  relation  mv  —  /ijjl  =  i , 
les  diverses  valeurs  qui  en  résulteront  pour  x  et  y  seront  congrues 
suivant  le  module  M. 

2°  Si  le  nombre  M  peut  être  représenté  par  f,  en  donnant 
aux  indéterminées  v  et  u  les  valeurs  premières  entre  elles  m 
et  n,  et  à  leurs  conjuguées  les  valeurs  m0,  /i0,  et  que  le  nombre 
complexe 

x-*-y\/-~i 

soit  la  valeur  de  l'expression 


les  deux  formes 


df         df 
d\k  av 


M 
H.  —  I.  16 


/  et   F=MVV0  +  (^+7V/-i)VUo^(^-7V/-i)UV0n-^-^ UU0 
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seront  arithmétiquement  équivalentes  par  la  substitution 

t>  =  mV-r-  [jlU,         e0  =  m0V0-f-  [*oU0, 
m=/iV  +  vU,        u0  =  n0  V0  -h  v0  U0, 

où  /es  entiers  complexes  m,  rc,  u,  v  vérifieront  la  relation 

mv  —  71  fJL  =  i. 

3°  On  remarquera  la  complète  identité  des  théorèmes  qui  pré- 
cèdent avec  ceux  des  paragraphes  154,  155  et  168  de  l'Ouvrage  de 
M.  Gauss.  Il  en  résulte  qu'il  n'est  aucune  représentation  propre 
de  M  par  la  forme  /  qui  ne  puisse  s'obtenir  en  calculant  toutes 
les  expressions 

F  =  MVV0  +  (T+^v/^)VUo--(x~:Kv/^)VoU  +  ^±g— ^UU0 

composées  avec  le  nombre  M  et  les  entiers  complexes  x  -\-y^ —  i, 
solutions  de  la  congruence 

a-î-T-^î  =  A  (modM), 

et  cherchant  ensuite  les  transformations  de  f  en  chacune  de  ces 
formes.  Et  toutes  ces  représentations  seront  distinctes,  si  les  for- 
mules de  transformation  sont  comme  ci-dessus  : 

v  =  mV  -h  [iU,         i'0  =  m0  V0  -4-  HoU0, 

«=:ftV   +  vU,  «o   =    «0  V0  -f  V0  U0t 

les  entiers  m,  /i,  a,  v  vérifiant  toujours  la  condition 

m  v  —  n  \x  =  -f- 1 . 


VII. 

Après  avoir  fondé  sur  des  principes  identiques  à  ceux  de 
M.  Gauss,  pour  les  formes  binaires,  les  éléments  de  notre  théorie, 
nous  pourrons  cependant  voir  se  présenter  déjà  deux  notions 
arithmétiques  nouvelles  et  qui  lui  sont  entièrement  propres.  La 
première  consiste  dans  les  divers  ordres  d'équivalence  auxquels 
conduisent  les  substitutions 

v  —  m  V  -f-  iiU,         r0  =  mQ\0  -\-  fJL0U0,  • 

u  =  nV+  vU,         u0  =  n0  V0  H-  v0  U0, 
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d'après  les  conditions 

mv  —  njjL  =  — i—  i , 

m  v  —  n  jjl  =  —  i . 

mv  —  n|jt  =  -h  y/ —  i, 

mv  —  /i  (jl  =  —  >J —  i . 

Nous  réservons  pour  un  autre  Mémoire  l'étude  approfondie  des 
Yrois  ordres  d'équivalence  impropre.  La  seconde,  que  nous  vou- 
ions étudier  dès  à  présent,  consiste  dans  la  forme  nouvelle  que 
^vient  prendre  ici  le  caractère  quadratique  d'un  nombre  par  rap- 
port à  un  autre;  car,  au  lieu  de  la  congruence 

^.^A  (mod  M) 

*le  la  théorie  des  formes  binaires,  nous  avons  la  suivante  : 

xt-\-yt  s=  A  (mod  M). 

Tour  plus  de  généralité,  nous  considérerons  l'équation 

a?»  -+-  A  j*  =  A  (  mod  M  ), 

<|ui  se  présenterait  dans  la  théorie  des  formes  analogues  à/,  mais 
où  l'on  introduirait  des  nombres  complexes  x  +  y  y/" —  A  au  lieu 
des  nombres  x-\-y\J — i.  La  possibilité  de  la  résolution,  et,  ce 
qui  est  plus  difficile,  la  recherche  du  nombre  total  des  solutions, 
reposent  sur  les  lemmes  suivants  : 

i°  Une  congruence  à  un  nombre  quelconque  d'inconnues, 
et  dont  le  module  est  un  nombre  composé,  peut  toujours  être 
ramenée  au  cas  où  le  module  est  premier,  ou  une  puissance 
d'un  nombre  premier. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  <p(.r,  y)  une  fonction  entière  et  à 
coefficients  entiers  de  deux  inconnues  x  et  y,  et  considérons  le 
cas  de  la  congruence 

?(^,^)  =  0  (mod  M). 

Si  l'on  nomme  ses  diverses  solutions 

x  =  ari,        y=yt, 
»         » 

x  =  x^       y=  yp, 
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tous  les  systèmes  de  nombres  entiers  qui  rendent  la  fonction  cp  di- 
visible par  M  seront  renfermés  dans  les  formules 

Iar  =  x,H-MX,  y=yi-hMYy 
x  =  xt  -h  MX,  y  =  yt  -h  MY, 
x  =  ^4-  MX,        y  =y^.-3r  MY. 

On  aura  pareillement  tous  les  systèmes  qui  rendent  la  fonction  <p 
divisible  par  un  autre  entier  M',  au  moyen  des  solutions  de  la  con- 
gruence 

?(•*",  y)^o  (mod  M'), 


que  nous  représenterons  par 

(A') 


x  =  ^2»      y  —  y*i 


(  *  =  x„>, 


y  =  .>y  • 


Cela  posé,  s'il  est  possible  de  rendre  la  fonction  cp  divisible  à  la 
fois  par  M  et  M',  il  faudra  que  l'un  des  systèmes  (A),  par  exemple 

x  =  xk  -+-  MX,        y  =  yk  -h  M  Y, 

coïncide  avec  l'un  des  systèmes  semblables  déduit  des  formules  (.V), 
par  exemple 

*  =  *in-M'X',         jr  =/*.-*- M'Y'. 

D'ailleurs,  si  l'on  peut  obtenir  simultanément 

xk  ~-  MX  =  x'k>  4-  MX',        ja  +  MY  =  y'k.  -h  M'Y' 

pour  des  valeurs  entières  de  X,  X',  Y,  Y',  on  rendra  la  fonc- 
tion <p  divisible  à  la  fois  par  M  et  M',  et,  conséquemment,  s'ils 
sont  premiers  entre  eux,  par  leur  produit.  Or,  en  nous  plaçant 
dans  ce  cas,  on  pourra  déterminer  deux  nombres  entiers  M0,  Ml, 

de  manière  à  avoir 

MMo— M'M'0^  i, 

et,  si  Ton  fait 

X  ^  Kx'k>-xk)  M0  +  *M',         Y  =  (y'k—yk)  M0  -+-  t^M', 
X'=:(.rV-xA.)M0-f-JM,  YW^-j^Mi-t-^M. 


( 
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on  trouvera,  quels  que  soient  les  entiers  arbitraires  Ç  et  */;, 

j*+MX  =  ^  +  MT     et     yk  +  MY  =yk>  +  M'V. 

Ce  qui  précède  subsistant  évidemment,  quel  que  soit  le  nombre 
des  inconnues  de  la  congruence,  montre,  comme  nous  Pavons 
annoncé,  qu'il  suffit  de  savoir  la  résoudre  lorsque  le  module  est 
premier,  ou  une  puissance  d'un  nombre  premier. 

2°  Si  Von  désigne  par.  [x  et  jjl'  les  nombres  de  solutions  de  la 
congruence 

?(*,.r)  =  ° 

pour  les  modules  M  et  M',  qu'on  suppose  essentiellement  pre- 
miers entre  eux,  jjljjl'  sera  le  nombre  des  solutions  de  la  con- 

o(x,  y)  =  o  (mod  MM'). 

Il  résulte  en  effet  des  valeurs  qu'on  vient  d'obtenir  pour  X,  X', 
Y,  Y'  les  relations 

^-f-MX  =  ^,-+-M'X'^^MM0-^M'Mi     )   , 

}   (mod  MM), 
jK*  +  MY=r^+M'Y'^/^MM0-.r*M'M;     j   V  ;' 

de  sorte  qu'en  combinant  les  a  formules  (A)  avec  les  ji/  for- 
mules (A'),  on  aura  les  jjl  jjl'  systèmes  de  nombres 

*  =  a4.MM.--a*M'Mf0f        y  =  j4-MM0-.r*M'M'0, 

qui  offriront  des  solutions  de  la  congruence  proposée  suivant  le 
module  MM'.  Or  je  dis  qu'on  n'aura  jamais  à  la  fois 

^mMo-^m'm'0^^mm0-^m'm;   j    ,     dmn. 

^MMo-jKA-M'Mi^^MMo-j/M'Mi     ( 

car,  suivant  le  module  M  d'abord,  en  observant  que  M'M'0  =  — i, 

on  en  conclurait 

x/c  =  a?/, 

yu=yh 
et  ensuite,  suivant  le  module  M',  les  mêmes  relations  donneraient 

y'k'=yï- 
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On  voit  qu'on  n'aurait  pas  opéré,  comme  il  faut  le  supposer,  sur 
deux  systèmes  (xh  y*)}  (xk.,yk),  et  (xh  y,),  (a!t,y't)  distincts 
l'un  de  l'autre. 

3°  En  supposant  la  congruence  <p(x,  y)  =  o  so lubie  pour 
un  module  premier,  p,  elle  le  sera  également  pour  le  mo- 
dule pn,  si  la  fonction  <p  est  telle  qu'on  ne  puisse  avoir  à  la 
fois 

?^0'         £so'         $^°  (mod/i). 

Dans  ce  cas,  en  désignant  par  tz  le  nombre  des  solutions  pour 
le  module  p ,  le  nombre  des  solutions  pour  le  module  pn  sera 
p*-*ic. 

Représentons  indéfiniment  par#=  £,  y  =  7)  les  solutions  de  la 
congruence 

©to.T)53©  (mod/>«), 

tous  les  systèmes  de  nombres  entiers,  rendant  la  fonction  çp  divi- 
sible par  pny  seront  compris  dans  les  formules 

Cela  étant,  je  dis  que  sous  les  conditions  énoncées  il  est  possible 
de  résoudre  la  même  congruence  suivant  le  module  pn+% .  Effecti- 
vement, on  pourra  déterminer  pour  X  et  Y  des  valeurs  telles  que 

<p(£-f-/>«X,  t)+./>«Y) 

soit  divisible  par  pn+ï  ;  car,  en  développant,  on  voit  qu'il  suffira 
de  rendre  divisible  par/?  l'ensemble  des  termes 

p*  ?  ^     d\  <V 

et  cela  sera  toujours  possible,  si  Ton  n'a  jamais  simultanément 

5  e30'    %=°         (modp): 


car  l'équation  indéterminée 

i 
p"  T  d\  drt 


I  rfcp  d<ç 

»  T  dï  dr.        r 
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sera  alors  résoluble  en  nombres  entiers.  Soit  X  =  X0,  Y  =  Y0, 
un  système  quelconque  de  valeurs  pour  les  inconnues  X  et  Y,  il 
est  aisé  de  voir  que  toutes  les  solutions  possibles  seront  données 
par  les  formules 

X-X.  +  .J) 

/  (mod/>), 

et  que  les  valeurs  de  l'indéterminée  l,  non  congrues  suivant  le 
module  p,  donneront  autant  de  solutions  distinctes.  De  là  résulte 
cette  expression  des  solutions  de  la  congruence 


<%(x,y)~o  (mod/)n-»-1  ): 

X-^X.-^)) 

Y -.„+,.  (Y.-,  J)    j 


(modpn+i), 


et  comme  on  peut  donner  à  t  les  valeurs  o,  1,2,  .-.,/?  —  1 ,  on 
voit  qu'en  désignant  par  tc^  le  nombre  des  solutions  pour  le  mo- 
dule pn,  le  nombre  des  solutions  pour  le  module  pn+ï  sera 
*rc(/î+0  =  pTz(n)  ;  d'où  l'on  conclut,  comme  nous  l'avons  annoncé, 


tfn>  =  p* 


VIII. 


Les  théorèmes  précédents  conduisent  à  une  expression  générale 
du  nombre  des  solutions  de  la  congruence  <p(x,y)  =  0  suivant 
un  module  composé  quelconque,  lorsqu'on  connaît  les  nombres 
de  solutions  pour  des  modules  premiers.  Soit,  en  effet, 

l'expression  du  module  décomposé  en  ses  facteurs  premiers,  et  t, 
tt,,  . .  .,  icw  les  nombres  de  solutions  de  la  congruence  proposée 
suivant  les  modules/?,  pt,  . .  . ,  p^  on  trouvera  pour  le  nombre  |jl 
des  solutions  suivant  le  module  M  la  valeur  suivante  : 
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On  aura 

Minti . . .  Km 
. 

PPfPtù 

Pour  des  congruences  à  un  nombre  À"  d'inconnues,  on  aurait  la 
formule  analogue 

TZTZi  .  .  .  IT^j 


H=M*-i 


(/>/>!..•  Pu>)k~l 


Nous  allons  en  faire  l'application  à  la  congruence  particulière 
que  nous  avions  principalement  en  vue,  savoir 

a^-J-À^*  =  A  (modM). 

Alors  la  détermination  des  nombres  tz,  t,,  ...  exige  qu'on  dis- 
tingue deux  cas,  suivant  que  —  A  est  non  résidu  ou  résidu  de  p. 
Nous  allons  les  traiter  successivement. 

i°  —  A  non  résidu  de  p.  —  Dans  ce  cas,  A  lui-même  peut  être 
résidu  ou  non  résidu  de  /?,  de  sorte  qu'on  peut  supposer 

A=;a*         ou         b~  —  Aa*  (modp): 

d'où  ces  deux  formes  de  congruences 

a?*-hA^2-=a*    et    x*  -h  ky*  =■  —  A  a%  (modp). 

Or,  en  faisant  dans  la  première, 

x  -^  a £,         y  ,~  ai\  ( modp), 

et,  dans  la  seconde, 

x^=\arn        y==a\  {modp). 

elles  deviendront  respectivement 

^-f-Ar^-i         et         £*  -+-  At)*  —  —  i. 

Cela  posé,  —  A  étant  non  résidu  de/>,  on  aura 

(t  +  r*  V/:=^A)',  «  Ê  -  *)  Z11^  ( mod/) ), 

d'où 

Toutes  les  solutions  des  congruences  proposées   seront  donc 
données  par  les/?  -f-  i  nombres  complexes  £  -f-rà  y/7 —  A,  qui  salis- 
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font  à  Tune  ou  à  l'autre  des  congruences  binômes 

zp+i  ==  i         et        zP+l=  —  \  (mod/>). 

Dans  les  deux  cas  le  nombre  7c  des  solutions  de  la  proposée, 

suivant  le  module  premier  /?,  suivant  lequel  —  A  est  non  résidu, 

sera  donc 

ir  —  p  -+- 1. 

20  —  À  résidu  de  p.  —  Nous  pouvons  ici  donner  une  méthode 
plus  générale,  n'exigeant  pas  comme  tout  à  l'heure  que  le  module 
soit  un  nombre  premier.  Supposant,  en  effet,  — A  résidu  d'un 
nombre  entier  quelconque  M,  on  pourra  trouver  une  représentation 
propre  de  ce  nombre,  ou  d'un  de  ses  multiples,  par  la  forme  prin- 
cipale, x2  •+-  Aj'2.  Soient  KM  ce  multiple,  N  une  valeur  de  l'ex- 
pression 

v/^Â  (modKM) 


et 


KM 


les  deux  formes 

x*  +  ky*    et    KMX*-h2NXY-+-M'Y* 

seront  équivalentes.  Or,  soit 

^  =  YX-+-8Y 

une  transformation  de  l'une  dans  l'autre.  En  effectuant  cette  sub- 
stitution dans  la  congruence  proposée,  elle  deviendra 

2NXY-t-M'Y*==A  (modM). 

Cela  étant,  on  voit  qu'on  peut  attribuer  à  Y  une  valeur  entière 
quelconque,  mais  sans  diviseur  commun  avec  le  module  M,  et 
qu'on  trouvera  une  valeur  entière  correspondante  pour  X,  par  la 
congruence  du  premier  degré 

aNXY-A  — M'Y*  (modM). 

Cette  congruence  sera  effectivement  soluble,  si  2N  est  aussi  pre- 
mier avec  M;  ce  qui  revient  à  supposer  le  module  impair  et  le 
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nombre  A  sans  facteurs  communs  avec  ce  module,  comme  on  le 

voit  par  la  condition 

N*-+-A==o  (modM). 

La  congruence  proposée  admettra  donc  autant  de  solutions  qu'il 

y  a  de  nombres  moindres  que  M,  et  premiers  avec  M,  car  on  ne 

pourra  jamais  avoir 

aX~BYr-ctX'-r-3Y'  J 

.x-Jy^x-Jy'!  (modM> 

qu'en  supposant  à  la  fois 

X  ^=  X\ 

Y==Y', 

c'est-à-dire  qu'aux  solutions  distinctes  de  la  transformée  en  X  et  Y 
correspondent  nécessairement  des  solutions  distinctes  de  la  con- 
gruence proposée. 

Ce  qui  précède  conduit  à  la  valeur  suivante  du  nombre  |x  des 
solutions  pour  un  module  M,  par  rapport  auquel  — A  est  résidu. 
Supposant 

M  =  />"/>?•  .../>*-, 
on  aura 

H=P"-1  (/>  — 0  xpî>-Hpi  —  i)...  x/j^-Vco-i). 

En  combinant  ensuite  ce  résultat  avec  celui  qui  a  été  obtenu 
précédemment  pour  les  modules  relativement  auxquels  — A  es! 
non  résidu,  on  arrive  à  l'expression  générale  du  nombre  des  solu- 
tions que  nous  voulions  obtenir.  Si  Ton  suppose  toujours 

M  =pnp'[>p'ï...pnt«, 

on  trouvera  sans  peine  pour  cette  expression  générale  la  forme 
suivante  : 

^^^[^-(>\)]h-(^)]'--h-(>f)]' 

dans  laquelle  ( — —  j  est  -h  1  ou  —  i ,  suivant  que  —  A  est  résidu 
ou  non  résidu  du  nombre  premier/?. 
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IX. 


Les  principes  relatifs  à  la  représentation  des  nombres  par  les 
"ormes  quaternaires,  que  nous  étudions  dans  ce  Mémoire,  nous, 
conduisent  à  la  question  de  l'équivalence  arithmétique  de  ces 
'ormes.  Dans  cette  nouvelle  recherche,  nous  pourrons  suivre 
encore  longtemps  l'analogie  qui  nous  a  déjà  servi  de  guide,  et  l'on 
ira  voir  s'établir  par  là  de  nouveaux  rapports  entre  la  théorie  des 
lombres  réels  et  celle  des  nombres  complexes. 

Nous  obtiendrons,  en  effet,  pour  la  réduction  des  formes  /, 
lorsqu'elles  sont  définies,  des  résultats  entièrement  semblables  à 
:eux  qui  concernent  les  formes  binaires  de  déterminant  négatif. 
Puis,  en  faisant  de  ces  résultats  les  éléments  de  principes  nou- 
veaux pour  l'étude  des  fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées 
st  à  coefficients  complexes,  nous  donnerons  un  nouvel  exemple  de 
l'identité  des  méthodes  relatives  aux  nombres  réels  et  aux  nombres 
complexes.  Dans  ce  champ  si  vaste  de  recherches,  nous  nous  pro- 
poserons surtout  de  revenir  sur  l'étude  des  formes  du  second 
degré,  qui  ont  été  déjà  l'objet  d'un  Mémoire  important  de 
M.  Dirichlet.  Le  travail  du  savant  géomètre  laissant  de  côté  la 
question  difficile  de  la  distribution  en  périodes  de  ces  formes  de 
même  déterminant,  j'essaierai  dans  un  Mémoire  spécial  de  combler 
cette  lacune.  On  aura  d'ailleurs,  par  ce  que  nous  dirons  plus  bas 
des  fractions  continues  complexes,  une  idée  des  fractions  que  nous 
emploierons. 

i°  A  toute  forme  définie  à  coefficients  quelconques 

f  —  A  vv o  ■+•  B  vu0  -h  B0  v0  u  ■+■  G  uu0 

correspond  toujours  une  transformée  arithmétiquement  équi- 
valente 

f  =  avvo  -+-  avUo-4-  J&0v0u  -+-  «uu0, 

telle  que  51  soit  non  plus  grand  que  <E,  et  qu'en  faisant 

fc  =  m  -4-  n  \J —  1 ,         $0  =  m  —  n  /—  i , 
on  ait,  abstraction  faite  des  signes, 

2  771^51,  2/1^51. 
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Concevons  qu'on  effectue  dans/  toutes  les  substitutions 

m  =  cY-f  </U,  tt*  =  ca V0-f-  </«Ut, 

où  //,  //,  t\  d  désignent  indéfiniment  des  entiers  complexes  ai 
déterminant  ad  —  bc  =  i,  et  a0?  6a,  c0,  rf0  leurs  conjugués  res- 
pectifs. Cela  étant,  formons  un  premier  groupe  dans  l'ensemble 
de*  I  m  n. h  formées  ainsi  obtenues,  de  celles  où  le  coefficient  de  YV§ 
est  lr  plu*  petit  possible;  puis,  dans  ce  groupe,  considérons tootes 
celle*  où  le  coefficient  de  l  L0  est  lui-même  un  minimum.  Je  dis 
que  la  forme  unique,  ou  les  diverses  formes  auxquelles  on  par- 
\iciidra  «le  la  Mtiic.  \éri lieront  les  conditions  énoncées. 
Suppo*oii>,  en  eflet,  que  Tune  d'elles  soit 

K  =  avv«-»vu0-*-*oUVo-»-cuu0 

et  qu'un  ait 

fc-  m   >- n  \ — 1,  ï0  =  m  —  n/— i. 

l)é&if;rioii^  par  u  et  v  deux  quantités  dont  la  valeur  absolue  soit 
l'unité,  et  qui  aient  respectivement  le  même  signe  que  m  et  n:  si 
Ton  fait  dan*  K  la  substitution  au  déterminant  un 

l1  -  V\  lo=U'o> 

on  troti\era  une  transformée 

l'r    *  V ■Y'0»8'n>y0Y'uU'-tU'U'0, 
dans  laquelle 

*    -    *,  €'=  *—  2U/71-T-C. 

Or  il  suit,  de  la  manière  même  dont  F  a  été  définie  et  obtenue, 
qu'on  aura  nécessairement 

€   :a.         €'  =  €; 

et  cette  dernière  inégalité  revient  à 

3  ii  m  ^  ^. 
(Considérons  en  second  lieu  la  substitution 

V  -  Y        v  \       i  l\        V0  —  Y',,  —  v  y7— i  LTi, 

r  -  t.  t*o-i;. 
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qui  est  encore  au  déterminant  un,  on  arrivera  tout  à  fait  de  même 
à  la  condition 

Ainsi  notre  théorème  est  démontré. 

Nous  donnerons  le  nom  de  réduites  aux  formes  F,  qui  vérifient 
les  conditions  précédentes,  et  nous  réservons  pour  la  suite  de  ces 
recherches  la  discussion  complète  des  divers  cas  dans  lesquels 
deux  formes  réduites  sont  équivalentes  sans  être  identiques,  cette 
discussion  étant  intimement  liée  à  celle  des  divers  ordres  d'équiva- 
lence impropre  dont  nous  avons  parlé  plus  haut. 

2°  Les  conditions  qui  viennent  d'être  établies  conduisent  im- 
médiatement à  la  suivante  : 

Mo  <  {  **, 


et  a  fortiori 

On  en  conclut 
ou  encore 


»0  <  \  *€. 

SU£<-2(3lC-Mo), 
SIC<-jî(AC  — BB0). 


puisque  F  et/  ont  même  invariant.  Cette  notion  d'invariant,  si 
facile  à  obtenir,  est  au  reste  la  seule  que  supposent  les  théorèmes 
que  nous  venons  d'établir,  et  qui  donnent  lieu  à  une  longue  suite 
de  conséquences,  comme  nous  pensons  l'avoir  déjà  montré  à 
propos  des  formes  binaires  dans  notre  Mémoire  sur  l'introduction 
des  variables  continues  dans  la  théorie  des  nombres.  Suivant  ici 
une  marche  analogue,  nous  allons  traiter  en  premier  lieu  les  ques- 
tions relatives  à  l'approximation  des  quantités  imaginaires  quel- 
conques, par  des  fractions  rationnelles  complexes. 
Considérons,  pour  cela,  la  forme  suivante  : 

f=  {v  —  au)(v0—  a0u0)-i ^  , 

dans  laquelle  a  est  une  quantité  imaginaire,  aa  sa  conjuguée,  et  o 
une  quantité  réelle  quelconque.  Soit 

F  =  avVo-t-  »VU0-i-  *o  V0U  -+-  CUU0 
*a  réduite,  et 

v  —  m\  —  |xU,         s>o  —  m0V0-f-  fJt0U0, 

u  =  «V-rvU,         M0  =  'H  V0  -+-  v0  U0 
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la  substitution  propre  à  l'obtenir.  La  condition  3l€  <  —  2  A  donne 
pour  le  coefficient  minimum  SV  la  limite  y/ —  2A.  On  a,  d'ailleurs, 

A  =—  ^,  J3l  =  (/n—  an)(m0- a0/i0)-+-  -p-; 

ainsi,  pour  une  valeur  quelconque  donnée  à  3,  on  peut  toujours 
déterminer  deux  entiers  complexes,  m  et  /i,  tels  qu'on  ail 

(m-an)(m0-a0no)  +  -sr-  <  -V- 

On  tire  de  là  les  conséquences  suivantes. 

Premièrement y  les  expressions 

(m  —  an)(rn0—a0n0)     et     -r^-> 

0* 

étant  essentiellement  positives,  on  a  a  fortiori 

(A)  ( //i  — «/i)(/?i0  — «ottoX  — >     -*r  < -T-    ou      /i/t0<oi/a. 

0         oz         0 

Secondement,  le  produit  des  mêmes  expressions  étant  moindre 
que  le  carré  de  leur  demi-somme,  on  aura  encore  a  fortiori 

(m—  an)(m0—a0n0)  x  -^--  <  -^r» 
ou  bien 

(m  —  an)(m0  —  a0n0)  < , 

1/1  n0 

et 

(B)  ( a)  l  —  -a0)  <  — — . 

Or  la  première  relation  (A)  montre  qu'étant  donnée  une  quan- 
tité imaginaire  quelconque  a,  on  peut  toujours  en  approcher  par 

une  fraction  rationnelle  complexe  —  >  de  telle  manière  que  la  noritte 

de  m  —  an  soit  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

La  seconde  relation  (A)  donne  l'ordre  de  grandeur  du  dénomi' 
nateur  de  la  fraction  lorsqu'on  fixe  au-dessous  de  quelle  limita 
doit  se  trouver  la  norme  de  m  —  an. 

La  relation  (B)  donne  d'une  manière  précise  la  limite  de  Fer- 
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reur a,  à  quelque  valeur  de  8  que  corresponde  l'approxima- 
tion obtenue. 

D'un  autre  côté,  si  nous  observons  que,  quel  que  soit  8,  les  en- 
tiers complexes  m  et  n  donnent  le  minimum  de/,  nous  serons 
amenés  à  cette  nouvelle  conséquence  : 

//  n'existe  aucun  système  de  deux  autres  nombres  complexes, 
m'  et  n',  tels  que,  la  norme  de  nr  étant  moindre  que  la  norme 
de  n,  la  norme  de  m' — an'  soit  aussi  moindre  que  celle  de 
m  —  an. 

Ainsi  l'expression  (m  —  an)  (mQ  —  a0nQ)  représente  un  mini- 
mum de  l'expression  (o —  au)  (vQ  —  a0w0)  relativement  à  toute 
valeur  complexe  entière  n  dont  la  norme  ne  dépasse  pas  une  limite 
donnée.  On  peut  encore  dire  que  —  approche  plus  de  a  que  toute 
fraction  dont  le  dénominateur  aurait  une  norme  moindre  ;  car,  l'hy- 
pothèse 

n'n'0  <  nn0l 
entraînant 

(m'—  an')(m'0  —  a0n'Q)  >  (/n-an)(m0-a/i0), 

on  en  déduit,  en  divisant  membre  à  membre  les  inégalités  qui 
sont  de  sens  contraire, 


(£-«)>  norme  (£-«). 


Nous  pouvons  enfin  établir  d'une  manière  complète  et  rigou- 
reuse un  théorème  sur  les  fractions  —  »  que  j'ai  déjà  donné  dans 
mes  Lettres  à  M.  Jacobi  sur  la  théorie  des  nombres. 

Considérons  deux  minima  consécutifs  de  la  forme  /,  auxquels 
correspondent  les  deux  systèmes  d'entiers  complexes 

v  =  m,         u  =  n;         v  =  m',         u  =  n'\ 

on  pourra  concevoir  deux  valeurs  infiniment  voisines  de  8,  aux- 
quelles appartiennent  successivement  les  deux  systèmes,  de  telle 
sorte  qu'en  désignant  par  e  une  quantité  infiniment  petite,  on  ait 

(m  —an)  {  m0  —  a0n0)-+-  -^-  <  -^- , 

(m'—an')(m'0  —  a0n'{))-T-    ^      °      <  ^— - - 


(û-i-Ê)*  ^  û-rt 
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Mettons  cette  seconde  inégalité  sous  la  forme 

(m'-fl/i')(m'0-aan;)+  -<£*  <  V  -+-  ij, 

o*  o 

y\  étant  encore  infiniment  petit,  et  multiplions-la  membre  à  membre 
avec  la  première.  En  faisant  dans  l'équation  identique  suivante  : 

(MM.+  NN0)(M'M'0  -+-  N'N'0) 

=  (MM'o  -h  NNJ  )  (M0M'-+-  NoN';  -+-  (M'N  -  MN')(  M'0  N0—  M0N'0 ) 

(qu'on  trouve  en  cherchant  le  produit  des  déterminants 


N      M    I 

et 
N'     M' 


No     M0 
N'0     M'0 


qui  figure  dans  le  second  membre)  : 

M  =  m  —  an,         M0  =  m0  —  a0n0, 
M'  =  m'  —  an',         M0  —  m'0  —  a0  n'Q  ; 


N 

= 

n 

8' 

N' 

= 

n' 

N    -  n° 

l>o  —  -5-  > 


N'  -  n° 


le  produit  des  premiers  membres  prendra  la  forme 

norme  \(m  —  an)(nï0 —  a0n'0)  H ~-    -f-  ^-  norme  (mn'—  m' n) 

\_  o*  J        o* 

le  produit  des  seconds  membres  étant 


3«  "^  "3     ' 


Or,  en  négligeant^  vis-à-vis  des  quantités  finies,  on  en  conclura  « 
après  avoir  multiplié  par  o2, 

norme  (m/i' —  tri  n)  <  -2, 
et,  puisque  //?,  /i,  m',  rt'  sont  des  entiers  complexes  (  '  ), 
norme  (mn' —  m' n  )  =  i. 


(')  On  peut  se  demander  pourquoi  M.  Hcrmite  ne  considère  pas  comme  pos- 
sible l'égalité  normc(mn'-m'n)  =  2.  En  réalité,  cette  égalité  pourrait  avoir 
lieu,  mais  alors  il  serait  possible  d'introduire  une  approximation  intermédiaire 
satisfaisant  à  la  coudition  cherchée.  E.  P. 
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Celte  relation  entre  les  fractions  qui  correspondent  à  deux  ap- 
proximations consécutives  rattache  complètement  la  théorie  pré- 
ente à  la  théorie  élémentaire  des  fractions  continues.  Les  principes 
ur  lesquels  nous  nous  sommes  fondés  ont  donné  bien  rapidement, 
:omme  on  voit,  l'extension  de  cette  théorie  aux  nombres  com- 
plexes. La  marche  plus  naturelle  qui  consisterait  à  prendre  le 
joint  de  départ  dans  le  procédé  donné  par  M.  Dirichlet  pour  ob- 
enir  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  quantités  com- 
plexes serait  au  contraire  sujette  à  de  nombreuses  difficultés.  Il 
ious  semble  particulièrement  impossible  d'établir  simplement,  en 
>e  plaçant  à  ce  point  de  vue,  les  propriétés  de  minimum  des  ex- 
pressions m  —  an, a  :   propriétés  caractéristiques  du  mode 

J'approximation  des  quantités  réelles  par  les  fractions  continues, 
et  que  donne  tout  d'abord  notre  méthode.  Quant  au  théorème 
exprimé  par  la  relation 

(  m  —  a  n  )  (  m0  —  a0  n0  )  ■ 


in/i0 


M.  Dirichlet  l'a  donné  avec  une  limite  numérique  moins  précise 
dans  son  admirable  Mémoire  sur  la  théorie  des  formes  quadra- 
tiques à  coefficients  et  indéterminées  complexes.  Le  procédé,  si 
ingénieux  et  si  simple,  employé  dans  cette  occasion  par  l'illustre 
analyste,  tout  en  conduisant  par  la  voie  la  plus  rapide  à  un  résultat 
important,  ne  me  semble  pas  pouvoir  donner  les  rapports  qui 
existent  entre  deux  approximations  consécutives,  et  qu'il  faut  ce- 
pendant obtenir  pour  mettre  dans  toute  son  évidence  l'analogie 
entre  les  nombres  réels  et  les  nombres  complexes. 

3"  Les  formes  f,  à  coefficients  entiers  et  de  même  invariant, 
peinent  être  distribuées  en  un  nombre  fini  de  classes. 

Les  limitations  données  précédemment  pour  les  coefficients  des 
formes  réduites  font  voir,  en  effet,  que  le  nombre  de  ces  réduites 
est  essentiellement  fini  pour  un  invariant  donné.  On  les  trouvera 
toutes  d'ailleurs  par  la  méthode  suivante  : 

Soit  A  l'invariant  proposé,  et  considérons,  pour  fixer  les  idées, 

seulement  les  forme  s  positives.  On  prendra  pour  51  tous  les  nombres 

entiers  réels  qui  ne  surpassent  pas  J —  2  A,  et  à  chaque  valeur  de  31 

on  fera  correspondre  une  valeur  de  fc,  représentée  par  le  nombre 

H.  —  I.  17 
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complexe  x-\-y  ^ —  i  ;  x,  ym  constituant  une  solution  de  la  con- 

gruence 

#S-+-^*==A  (modSV) 

et  tel  qu'on  ait  en  valeur  absolue 

Quant  à  C,  on  le  déterminera  par  la  relation 
BBo-2lC  =  A, 

qui  fournira  toujours  une  valeur  entière.  Mais  s'il  arrive  qu'on  ob- 
tienne par  là  quelques  formes  dans  lesquelles  <£  soit  <  51,  elles  se- 
ront à  rejeter,  et  les  autres  seront  évidemment  des  formes  réduites. 
Considérons  par  exemple  le  cas  de  A  =  —  i ,  on  aura  la  seule  va- 
leur 51  =  i,  d'où  !5==o  et,  par  suite,  <E=i;  ainsi,  toutes  les 
formes  f  d'invariant  —  i  sont  réductibles  par  le  genre  spécial  de 
substitutions  que  nous  considérons  ici  à  la  seule  forme 

VVo  +  UUo. 

Ce  résultat  va  nous  conduire  très  simplement  au  théorème  de 
Jacobi  sur  le  nombre  des  représentations  d'un  nombre  entier  im- 
pair quelconque  par  une  somme  de  quatre  carrés. 

XII. 

i"  Dans  la  théorie  des  formes  f  un  nombre  impair  quel- 
conque M  est  représentable  par  la  forme  ri>0  -f-  uu0. 

Nous  avons  établi  en  effet  que  la  congruenec 

^+/  =  -  i  (mod  M) 

est  toujours  résoluble  pour  tout   module  impair.   Or   toutes  ler^ 
formes 

F=  MVV0-t-(>+.>V-ï)  \U0~-(jr-rv'~~\)Y{)V  ~-  —  ~^— -  W**~ 

avant  pour  invariant  —  i,  seront  équivalentes  à  la  réduite  unique 
iVo  -H  uuq,  que  nous  avons  trouvée  dans  ce  cas.  Cela  étant,  soit 

c  —  a  V  -f-  bV,         r„  =  «7  j  V0  —  b ,  U0, 
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une  quelconque  des  substitutions  au  déterminant  ad — bc=i, 
qui  donnent 

iT0  -h  uu0  =  MVVoH- (.r  4-jv/^T)  VUo-f- (* -y  y/—\)  V0  U  -4-  "^m  "*"  '  UU0, 

on  trouvera 

M  =  acr0  -h  cc0  ; 

ce  qui  constitue  une  représentation  de  M  par  la  forme  w0-f-  uu0j 
qui  est  une  somme  de  quatre  carrés  quand  on  la  considère  par  rap- 
port aux  variables  réelles. 

Mais,  comme  conséquence  de  la  théorie  des  formes/,  cette  re- 
présentation possède  ce  caractère  tout  particulier  que  les  deux 
entiers  complexes  a  et  c  sont  premiers  entre  eux.  Nous  sommes 
amenés  par  là  à  cette  conclusion  (*)  : 

Tout  nombre  Impair  est  décomposable  en  quatre  carrés  et, 
parmi  ces  décompositions,  il  en  existe  toujours  de  telles  que 
la  somme  de  deux  carrés  soit  sans  diviseurs  communs  avec  la 
somme  de  deux  autres. 

2°  Nous  allons  actuellement  nous  servir  des  propositions  établies 
dans  ce  Mémoire,  pour  obtenir  l'expression  générale  du  nombre 
de  toutes  les  représentations  de  cette  espèce. 

Représentons  cette  expression  par  <p(M).  Des  théorèmes  éta- 
blis (§  VI)  résulte  qu'en  désignant  par  jjl  le  nombre  des  solutions 
de  la  congruence 

-T~  -+-  y*  ^  —  i  (  mod  M), 

et  par  o  le  nombre  des  transformations  en  elle-même  de  la  forme 

vs<\  -f-  uuq,  on  aura 

?(M)  =  |x8. 

Or  nous  établirons  dans  la  suite  de  ces  recherches  que  8  =  8,  de 
sorte  que  si  Ton  fait 

on  trouvera 

»'»>->£UH?)][-(7r)]-[*--fë)]- 

Ainsi,  dans  le  cas  où  M  ne  renferme  qu'à  la  première  puissance  des 

(  '  )  En  réalité  M.  Hermile  n'établit  pas  la  proposition  énoncée,  car  a  et  c  étant 
premiers  entre  eux,  il  n'en  est  pas  nécessairement  de  même  pour  aa0  et  cc0.  Le 
théorème  est  cependant  probablement  exact.  £.  F. 
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nombres  premiers  =  —  i  (mod  4)>  on  aura 

(r)— •    fë)— •    -• 

el  la  formule  devenant 

©(M)  =  8(/>  -f- 1) (/>i-f-  i). .  .(p*> -+- 1), 

on  voit  apparaître  la  fonction  remarquable  qui  donne  la  somme  de 
tous  les  diviseurs  de  M.  Mais  alors  on  reconnaît  de  suite  qu'il  ne 
peut  y  avoir  d'autres  décompositions  de  M  en  quatre  carrés,  que 
celles  qui  résultent  des  représentations  propres  de  M  dans  la  théorie 
ders  formes  /  par  vv0  4-  uu0.  Donc,  en  désignant  par  <I>(M)  Fei- 
pression  générale  de  toutes  les  représentations  de  M  par  une  somme 
de  quatre  carrés,  on  aura  dans  ce  cas  : 

*(M)  =  ç(M)  =  8(/ï  +  ij(/ï,+  i)...(^  +  i), 

comme  Jacobi  l'a  trouvé  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

3*  Pour  arriver  en  général  à  la  détermination  de  <&(M),  il  nous 
faut  recourir  aux  représentations  impropres  de  M,  par  la  forme 
vv0  4-  uu0.  Ces  représentations  ont  lieu  en  faisant 

v  —  kg,        ç0  =  k0g0i 
u  =  fch,        u0  =  k0h0l 

k  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  complexes  u 

et  i».  De  là  résulte 

M  =  M»(figQ  +  hh0); 

par  conséquent,  M  est  divisible  par  kk0,  et  la  substitution 

11  =  h,         Mrt  =  /<0, 

fournit  une  représentation  propre  du  nombre  7^  par  la  forme 
Wq  -h  uu0.  Ayant  ainsi  trouvé  les  valeurs 

*>  =  #>        <'o  =  £-<>, 

ou  en  déduira  celles  où  k  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  r 

et  Us  en  prenant 

v  =  kg,         vo  =  ko&0, 
u  =  kh,         u0  =  k0h0. 
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De  là  nous  pouvons  facilement  conclure  toutes  les  décompositions 

possibles  d'un  nombre  en  quatre  carrés. 

Soit,  en  effet, 

M  =  m*  -+-  m'*  -+-  m'«4-  m"5. 

Si,  par  exemple,  les  deux  sommes  m2-f-m'a  et  m"2  -f-  m"2  ont  un 
diviseur  commun,  on  sait  par  la  théorie  des  formes  binaires  qu'il 
sera  nécessairement  une  somme  de  deux  carrés;  donc,  le  plus  grand 
commun  diviseur  m  sera  lui-même  de  la  forme  m  =  a2  -h  P2,  et  la 
décomposition  considérée  résultera  d'une  représentation  propre 

de  —  >  par  la  forme  vv0  -+-  uu0. 

4°  Ces  considérations  bien  simples  nous  conduisent  à  exprimer 
la  fonction  4>(M)  qui  désigne  le  nombre  de  toutes  les  représenta- 
tions de  M  par  une  somme  de  quatre  carrés  au  moyen  de  la  fonc- 
tion <p(M).  Soient,  en  effet,  mt,  /w2,  . . .,  /w,-  les  différents  diviseurs 
de  M  qui  sont  décomposables  en  deux  carrés;  u^,  u2,  ...,  [A/  les 
nombres  de  représentations  de  chacun  de  ces  diviseurs  par  une 
pareille  somme;  on  aura 

*(m  > = »*•*  O + m  (£t) +-+ *•?  (S)  • 

Cette  relation  va  nous  donner  le  théorème  de  Jacobi,  que  nous 
allons  établir  dans  le  cas  où  les  nombres  premiers  qui  divisent  M 
n'y  entrent  qu'à  la  première  puissance. 

Décomposons  à  cet  effet  M  en  deux  facteurs,  P  et  Q,  le  premier 
formé  du-  produit  ppK . . .  pw  des  nombres  premiers 

s  -+-  1  (mod  4) 

le  second  du  produit  qq\--  -Cm  des  nombres  premiers 

=  —  1  (mod  4)^ 

Les  diviseurs  décomposables  en  deux  carrés,  et  désignés  dans  la 
relation  précédente  par  la  lettre  m,  seront,  comme  on  sait,  les  di- 
vers termes  du  développement 

Or  il  résulte  de  la  théorie  des  formes  binaires  que,  pour  un  divi- 
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seùr  m,  composé  de  X  facteurs  premiers,  le  nombre  jx  correspon- 
dant sera  2*. 

L'expression  de  <p(M)  peut  donc  s'écrire  ainsi 

♦  «■)-,(«,*,[,.     (S)      +,     (ï)    *...H-,(i)] 

L4      \PP\J  \PP*/  \Pto-lPv>/} 

+  2    [?WJ+?W3/        ""        ^\Puy-lPto-\pJÏ 

Gela  pose,  d'après  ce  que  nous  avons  obtenu  précédemment  en 
général, 

<p(M)  =  8(/>  —  l)(/>i  -  I). .  .(/>u>  —  I)  (q  4-  I)  (?t  -M). .  .(g*,  -h  1); 

d'où  l'on  conclut  les  relations 

.     /MX     :ssi(M)9 
4      \/>/         />  — * 


/  M  \     _  o(M) 

?  \ppi)   ~  (p  —  n  (/>>  —  ' 


) 

/     M     \  =  y(M)  f 

?  \PP\Pt)       (p  —  i)(Pt  —  i)(p*  —  t)' 
•  •••••• , 

de  sorte  que  l'expression  de  4>(M)  prend  cette  nouvelle  forme 

*(M)=(p(M)fi-ha  V— ï — h  2*  y  , — -i — 

T       yL  Jidp  —  i  Ad(p  —  \)(p{  —  \) 

** 2à{p-i){Pi  —  i)(pt  —  1)  "^   ••]' 


les  signes  ^  désignant  successivementla  somme  des  quantités  — ! — » 
la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.  Or  il  est 
évident  qu'on  a  ainsi  le  développement  du  produit 

(l  +  _L.)f1  +  _l_)...(l4._2_) 
\       p—i/  \       Pi—  w       \       P<ù  —  i/ 

qu'on  peut  ramener  à 

P  -*-»    Pi-+-  1         />to+t 
p  —  1  Pi  —  1        />cd—  1 
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Nous    obtenons    donc ,     en    supprimant    le    facteur    commun 

(p  —  l)(pt  —  0- ••(/><■>  —  0' 

ce  qui  est  précisément  le  théorème  de  Jacobi. 

Pour  le  cas  plus  compliqué  où  le  nombre  M  contient  des  divi- 
seurs premiers  à  des  puissances  quelconques,  nous  remettons  à  le 
traiter  lorsque  nous  publierons  la  suite  de  ces  recherches,  dans 
l'espérance  de  la  présenter  d'une  manière  plus  concise  et  plus  élé- 
gante que  nous  ne  pourrions  le  faire  maintenant. 

Paris,  août  i853. 


NOTE 

SUR  UN 

THÉORÈME  RELATIF  AUX  NOMBRES  ENTIERS. 


Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XIII,  i*"*  sér.  ;  1848. 


Depuis  longtemps  j'avais  trouvé  de  mon  côté  une  démonstration 
élémentaire  suivante  du  théorème  relatif  aux  nombres   premiers 

Supposant 

a~  -h  1  =  o  (mod  p)^ 

convertissons  -  en  fraction  continue  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne 

deux  réduites  consécutives  —  >  —>  telles  que  n  soit  <  \/p  et  n  >  \  p  ; 

on  aura,  comme  on  sait, 

a  —  m         £ 
j>         n         nn' 

où  £  est  <^  1 .  De  là  on  tire 

P  . 
na  —  mp  =  z  --,; 

donc 

(na  —  mp)*  </>. 

Ajoutant  membre  à  membre  avec  /i-<C/>>  il  vient 

(  na  —  nipY  -+-  n1  <  -?.p. 

Or  le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  un  multiple  entier 

de  p  d'après  la  condition 

a!  +  1  =  o  (mod  p): 

il  faut  donc  qu'on  ait  précisément 

(  na  —  mp  )2  h-  n-  =  p. 


SUR  UNE  QUESTION  RELATIVE 


THÉORIE  DES  NOMBRES, 


Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XIV,  ire  sér.  ;  1849. 


Soient  n  -f- 1  nombres  entiers 

a,     ?.     7,      x,     X, 

dont  le  plus  grand  commun  diviseur  est  l'unité;  on  propose  de 
trouver  tous  les  systèmes  de  n(n  -h  1)  autres  nombres,  savoir  : 

a',      a",     ...,     a<">, 

x',       x\        ...,      X<«>, 

X',     X',     ...,    Xc-)f 

qui  rendent  le  déterminant 

a,      a',     ...,      a^,      ..    ,      a<"\ 


p. 

P'.  • 

..,  p"\  .. 

.,     P(n', 

ï. 

i    * 

...    y«>,     .. 

•  '        1       ' 

*> 

x', 

...     x«\     .. 

X,    X',     .   .,    X"> )>', 

égal  à  plus  ou  moins  un. 
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Solution.  —  Nommons  respectivement 

t:!       le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et     J3, 

ttj  idem  tz\         et     7, 

7c3  idem  t.*         et     o, 

» 

7T.i_i  itfe/w  1t/t-t      et     X, 

tt/i  iTfem  7:.-,_t     et     X  ; 

dans  l'hypothèse  admise,  tzn  sera  l'unité.  Prenons  ensuite  les  nombres 

entiers 

<7,     6,     c,      </,      . ..,     À-,      /, 

c\    rf A',     /', 

d'après  les  conditions 

a3  — 62        =  -,. 
c'y  —  ct:,       =1:,, 


II  —  /-,_,  =  tt,  =  r. 


On  satisfera  à  la  question  proposée  par  les  valeurs  suivantes  : 


al"  =  ami  -4-  M/  —  > 


a('  -  <//>,  -h  p,  ~  , 


1 

X(*>  =  *,,.  -t.  S,—, 

X<»  =   ///   h-  T,  _X , 

es  quantités 

M/,     N/,     P„     ....     S/ 

dépendant  des  nombres  entiers 

"*/.     */,    />/î     •  •  •  *     *i»     '1 
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par  les  équations 

M/  —  c'rij  -4-  Ni  —  » 
^* 

• 1 

et  toutes  les  solutions  possibles  s'obtiendront  en  prenant  toutes  les 
valeurs  des  n2  quantités 

tf*/i    n/,    />,-,     . . . ,    5/,    */, 
pour  lesquelles  le  déterminant 

m,,     mtl     ...,     mn> 
/11,      Tlj,       ...,      /i„, 

S\,         5j,         .  .  .,        5,,, 
*I.  '* /«, 

égale  plus  ou  moins  un. 

Ainsi,  par  exemple,  lorsque  n  =  i,  s'il  s'agit  de  rendre  égal  à 
l'unité  le  déterminant 

(    *t      «'.      *"  1 
(  T.      Y',     Y'  ! 


on  aura 


avec 

ce  qui  donne 


r  m      a 

a  =  a//?t  -h  Mt  —  > 

3' =6771,4-  M,   A, 
7'  =    C/l!    -r-   N17, 

M,  =  c'/ii-+-  Ni— 1, 


a  =  amx  H «1  ■+-  Nt  *, 

p'  =  6m«+^'/i,-hNi?, 
17 1 

7'  =  m,  +Niif; 
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on  trouvera  ensuite  semblablément 


#  *C  AT 

7t! 


et  l'on  devra  prendre  pour  m,,  /i|,  m2,  n2  indéfiniment  tous  les 
nombres  entiers  pour  lesquels 

Si  /i  =  3,  la  solution  générale  de  l'équation 

a,      a',      a',     aw 

P,     ?',     P",     Pw 

Y,     Y',     ï%     Y~ 
8,     3',     8',     8* 

sera  de  même  comprise  dans  les  formules 

ac'          *d' 
ol    =  a/wj  H Aii  H Pi  •+■  Pi  *i 

7^  71, 

j3'  ==  6/nj  -+-  —  nt  -+-  - —  y?i  -h  Pi  3, 

Y    =  cmx  -+-  •  —  /?!  -+-  P!  y, 

o'  =  dpx  -+-  P,o; 

OL  C  OL  d' 

cl"  =  anii  h rit  H pi  -+-  P,  a, 

~i  77* 

Y*  =  c/it  +r-/>î+  PîY» 

O*  =  dpt  H-  P,o, 

a  c'             ac/'  _ 

a    •=  am3  H /i3  h pz  -+-  P3  a, 

77i  77j 

rt  77i 

Yw  =  c/i3  -  -  ^—  y?:|  -h  PjY, 

zm=dpz  -i-p3a. 


QUESTION  RELATIVE   A   LA  THÉORIE   DES  NOMBRES.  269 

Voici  maintenant  l'analyse  qui  nous  a  conduit  à  ces  résultats  : 
Soient,  pour  abréger,  A  le  déterminant  des  quantités 

(A)  «w,     p<*>,    Tu>,     ...,    8«>, 

B  celui  du  système 


(B) 


oe«>, 

pw>. 

»    T    » 

• 

tème 

1  l 

?. 

0, 

0, 

r, 

3t, 

Ti 

0, 

1  *  » 

<>î 

■P. 

8, 

ir' 

O, 

0,     - 

-Y. 

f  j(«-i) 

1        O» 

0, 

0, 

1 1(«) 

O, 

0, 

o, 

o 
o 
o 
o 

X 

—  X 


dont  la  loi  est  facile  à  saisir,  et  où  les  quantités  Ç  sont  définies  par 
les  équations 

«S      -+-PÈ'      -+-YÈ'      -4-...-4-XÊ<*>       =  1, 

a'£     _4_p*£'     ^yT     _+_...  ^X*^      =0, 


a' 


f «)  C  .+-  peu)  £'  +.  T(n)  S*  -+-...  H-  X<»>  £<">  =  O. 


De  la  composition  des  systèmes  (A)  et  (B)  résultera  le  nouveau 
système 

1,  o,  o,  ...,  o,  ...,  o, 

o,     a'p-P'a,     a'p-P'a,      ...,     a«'p-p«>a,      ...,     a<»>  p  _  pu>  a, 

o,     P'y~Y'P>     P*T  — "fP.       ••>     P(/)Y-f'}3.     ••••     P^Y-Y^P. 
o.    T'2— 8'T,     y'S-S'y,     •••<    y(',s  — 8(/)Y»     •••»     Y(n,$-8(/,)Y» 

0j     /À  — X'x,    x'X-X'x,     ...,    x<«X  — X^x,     ...,    x<«>X-X<«>x. 

En  appelant  G  son  déterminant,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celui 
des  n2  quantités 

(G)  tt(/,p_  p(/)a,       p(/)T-Yl/,P»       •••»      *U)X-X<»x, 

on  aura,  par  un  théorème  connu, 

G  =  AB. 
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Or  on  trouve  facilement,  au  signe  près, 

B=fr8...x; 

donc  on  peut  remplacer  la  condition  proposée,  savoir 

A  =  zhi, 
par  la  suivante 

C  =  :±pï3...xï  . 

dont  nous  allons  nous  occuper. 

Exposons  d'abord  une  transformation  des  termes  du  système  (C); 
j'observe,  à  cet  effet,  que  t:,  désignant  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  a  et  |3,  on  aura  nécessairement 

d'où  l'on  tire 

al/)  —  ami  -+-  M/  —  » 

B(/)^  £„,._*_  M,-  -2-, 

les  nombres  entiers  m/  et  M/  restant  entièrement  arbitraires,  et  a 
et  b  étant  déterminés  par  l'équation 

ap  —  boi  =  7T|. 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  J3(I'J,  on  trouve 

pu)  Y  _  T(fl  p  =  6  T  m,  -r-  -**  (  M/ y  ~  YUJ  *i  ). 

Or,  îc2  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  7t,  et  y,  on  aura 
nécessairement 

M*  Y  —  T(l,^i  =  ^/tt,, 
d'où 

M/  =  c'n,  -h  N/  —, 

Y(/)  =  eni  +N/1, 

les  nombres  entiers  /i,  et  N;  étant  quelconques,  c  et  c'  dépendant 

de  l'équation 

c'y  — cr.,  =  *t. 


QUESTION   RELATIVE  A  LA   THÉORIE    DES    NOMBRES.  27I 

La  répétition  du  même  calcul  nous  conduira  de  l'expression  pré- 
cédente de  Y']  à  celle  de  Sl,)  ;  il  vient,  en  effet, 

et  posant  encore 

~:{  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tc2  et  3,  on  en  conclura 
N,  =  dPi  h-  P,  5î, 

^3 

> 

^3 

r/  et  rf'  étant  donnés  par  l'équation 

Ci  0  (l-*  =  7T3 . 

La  loi  que  suivent  ces  opérations  est  maintenant  évidente,  et  Ton 
en  conclura,  d'une  part, 

a(/)p_  p(««  =  m,7r,, 

y</>8—  *<>Y=rr3/If    -r-^/>l» 


y.«*X--X<'<x=  A'AS/    -T-    **"-  //, 


où  il  est  essentiel  d'observer  que  m/,  /t/,  . . .,  $,-,  /,  restent  jusqu'à 
présent  des  entiers  entièrement  arbitraires. 
D'un  autre  côté,  nous  obtenons  d'ailleurs 


».     a 
a  "  =  rï/;i|  -h  M,  —  » 

£W  =  /,//*,  -*-  M/  £  , 

Ti«  =  c/ll.  h-  N,  -T- , 

r>   =  ^.    +    p/  !L  , 


x(/;  =  />*,   -h  S,---, 
!■■'■  =  /i,   -r  T,  A  , 
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et  les  entiers  M/,  N/,  P<,  . . .  s'expriment  de  proche  en  proche, 
uniquement  par  m/,  /i<,  />,-,  ...  au  moyen  de  ces  autres  équations 


M/  =  c'ai/  -h  N,  —  % 

7T3 


S,     =  /'*,    +T, 


^«-1 


lesquelles  ne  laissent  d'indéterminé  que  T,. 

Ces  résultats  obtenus,  reportons-nous  maintenant  au  système  (C)? 
qui  a  été  transformé  dans  le  suivant,  savoir  : 


Sir*  ,  ?it| 

co/ii    -+-  J — pu     co/l*  -+-  tr  Pu 

~i  «j 


b*f/nt-\ —  n,-, 


COft/   -h   -* —   »/f 


AX5,    H -tu     k\st  h l-tif     ...,     tU*,   h ^*„ 


i\  Y*Tj 

CO/l,,    -+-   ±- 


XX*,,      -h  — 


On  reconnaît  bien  facilement  qu'un  pareil  système  provient  de  la 
composition  des  deux  autres,  que  voici  : 


(U 


et 


(*) 


m,. 

nii, 

. .., 

771,, 

nu 

rit, 

n,-, 

Pu 

Pu 

.  .  .  , 

/>/i 

S\, 

Si, 

.  .  .  , 

^., 

tu 

>2, 

..., 

'/, 

~1? 

*T. 

<N 

o, 

o, 

co, 

o, 

o, 
o, 

—  » 
o, 

du 

■s 
07TV 

o, 


o,         o, 


771  „ 
"/# 
Pn 


O     /; 


o,         o,         o,         o,  ...,      XX 

X7T/f 


<lonc  son  déterminant,  et  par  suite  celui  du  système  (C),  sont  le 
produit  des  déterminants  de  ces  deux  systèmes. 

Or  le  déterminant  du  système  (2)  se  réduit  à  son  terme  principal 

ou  simplement 

puisque  t.„  est  l'unité;  la  condition  proposée 

G  =  ±  Pv . . .  x 

sera  donc  remplie  en  prenant  égal  à  l'unité  en  valeur  absolue  le 
déterminant  des  n1  nombres  entiers  du  système  (1),  ce  qui  est  la 
conclusion  que  nous  avions  annoncée,  et  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 


■  Ml» 


II.    -    I.  1* 


DÉMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE 

d'une 

PROPOSITION  RELATIVE  AUX  DIVISEURS 

DE  .r,  +  Avî. 


Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XIV,  ire  sér.:  1849. 


Je  dis  que,  p  désignant  un  diviseur  de  la  forme  x2~+-  Ay2,  une 

puissance  convenablement  déterminée  de  p  pourra  toujours  être 

représentée  par  cette  forme,  c'est-à-dire  qu'on  pourra  toujours 

faire 

pP  =  X«  -+-  AY*. 

Soit,  pour  une  valeur  entière  quelconque  de  ja,  a^,  une  valeur 
de  \f —  A  (mod  p^)  :  l'expression 

représentera  toujours  des  nombres  entiers  divisibles  par  />**,  et  je 
dis  en  premier  lieu  qu'on  pourra  toujours  déterminer  x  et  y  de 
telle  manière  qu'on  ait 

^-/y^,,-<a/iS 

En  effet,  il  suffira  de  développer  en  fraction  continue  — |X»  jusqu'à 
ce  qu'on  arrive  à  une  réduite  telle  que,  son  dénominateur  étant 

moindre  que  ^j=>  celte  limite  soit  atteinte  ou  surpassée  parle  dé- 
nominateur de  la  réduite  suivante.  Les  valeurs  de  x  et  y  seront 
respectivement  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  réduite. 
Cela  posé,  on  voit  que,  par  une  infinité  de  valeurs  de  jjl,  on  aura  la 
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représentation  d'un  même  multiple  de  pV-  par  la  forme  x2  -+-  Ay2. 
Ainsi,  en  nommant  k  le  multiplicateur,  on  trouvera  nécessairement 

deux  équations 

kpP  =  x*  -+-  Xyl, 

kpV-'  =  X'*  4-  A/*, 

dans  lesquelles  x  — x'  et  y  — y'  seront  à  la  fois  divisibles  par  k. 
Sous  cette  condition  il  vient,  en  multipliant  membre  à  membre  les 
deux  équations  précédentes, 

fcpy-K*'  =  (xx'-h  A//')2  -f-  ACr/'  —  yx' )*. 

Or  xyf — yx'  est  divisible  par  Ar,  puisqu'on  a 

xskx'y        y=y'  (modX:); 

donc  il  en  est  de  même  de  xx'-{-  Ay,/,  et,  finalement,  la  puissance 
a  -h  jx;  de  p  se  trouve  bien  représentée  par  la  forme  x2  -h  Ay2. 

Il  est  facile  de  voir  qu'une  démonstration  toute  semblable  s'ap- 
plique au  cas  de  A  négatif;  on  a,  au  reste,  un  théorème  plus  gé- 
néral et  dont  voici  l'énoncé  : 

p  étant  un  diviseur  de  la  norme  d'un  nombre  complexe  quel- 
conque, formé  avec  les  racines  mièmes  de  l'unité,  on  pourra 
toujours  déterminer  une  puissance  entière  de  p  qui  soit  re- 
présentée précisément  par  cette  norme. 


SUR 

LES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
tome  XXXII,  i85i. 


1.  Les  propositions  données  par  M.  Puiseux,  sur  les  racines  des 
équations  algébriques  considérées  comme  fonctions  d'une  va- 
riable 5,  qui  entre  rationnellement  dans  leur  premier  membre, 
me  semblent  ouvrir  un  vaste  champ  de  recherches  destinées  à  jeter 
un  grand  jour  sur  la  nature  analytique  de  ce  genre  de  quantités. 
Je  me  propose  de  donner  ici  le  principe  de  ces  recherches,  et  de 
faire  voir  comment  elles  conduisent  à  reconnaître  si  une  équation 

quelconque 

F(w,  z)  ^o 

est  résoluble  algébriquement,  c'est-à-dire  si  l'inconnue  u  peut  être 
exprimée  par  une  fonction  de  la  variable  z,  ne  contenant  cette  va- 
riable que  sous  les  signes  d'extraction  de  racines  de  degré  entier. 
Les  théorèmes  auxquels  nous  serons  ainsi  amenés  donneront,  et 
sous  un  point  de  vue  entièrement  nouveau,  le  beau  résultat  obtenu 
par  Abel  sur  la  possibilité  d'exprimer  algébriquement  sin  a  m  ( -) 
par  sinam(.r).  Je  me  borne  ici  à  la  question  de  la  résolution  par 
radicaux;   plus  tard  je  ferai,  au  même  point  de  vue,  l'étude  de» 
équations  modulaires,  et  je  montrerai  comment  les  théorèmes  d** 
M.  Puiseux  conduisent  à  effectuer  l'abaissement  de  ces  équation^ 
dans  les  cas  annoncés  par  Galnis,  dont  les  principes  serviront  d'ail — 
leurs  de  base  à  tout  ce  que  nous  allons  dire. 

2.  Soit 

l'équation  doat  les  racines,  mises  pour  3  dans  l'équation  proposé*^ 

Fi  M.  ;i=.  o, 


FONCTIONS    ALGEBRIQUES.  277 

lui  font  acquérir  des  racines  multiples;  désignons  ces  diverses  va- 
leurs de  z  par 

et,  après  avoir  tracé  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires,  repré- 
sentons-les par  autant  de  points  que  nous  nommerons  respecti- 
vement 

Z0,     Z|,     . . .,     Zjx-p 

Soient  enfin,  pour  un  point  quelconque  P  du  plan, 

toutes  les  racines  de  l'équation  proposée;  M.  Puiseux,  et  c'est  là 
une  partie  essentielle  de  ses  recherches,  a  donné  le  moyen  de 
trouver  la  substitution  qui  s'opère  entre  les  valeurs  initiales  u0} 
*/,,  . . .,  //,w_i  des  racines  de  la  proposée,  quand  la  variable  z  décrit 
un  contour  fermé  partant  du  point  P,  et  embrassant  l'un  des  points 
Z0,  Z,,  ...,  Z^i,  pour  revenir  au  même  point  P.  Représentons 
symboliquement  par  S<  la  substitution  relative  à  un  contour  élé- 
mentaire comprenant  le  seul  point  Z/;  on  aura  les  théorèmes  sui- 
vants : 

Théorème  I.  —  Toute  fonction  des  racines  u,  invariable  par 

les  substitutions 

S0,     S|,     . . . ,     S-jL-i, 

pourra  être  exprimée  rationnellement  par  la  variable  z;  et 
aussi  la  proposition  réciproque. 

Théorème  II.  —  Toute  fonction  des  racines  w,  déterminable 
rationnellement  en  z,  est  invariable  par  les  mêmes  substitu- 
tions 

S0,     Si,     . .  .,     S^-i. 

Le  groupe  des  substitutions  en  question  jouera  donc  précisé- 
ment le  même  rôle  que  le  groupe  de  l'équation  irréductible  en  V 
de  Galois. 

Démonstration  du  théorème  I.  —  Soit  U  la  fonction  des  racines 
//„.  //,,  ...,  K/W_i,  qui  vérifie  les  conditions  du  théorème  I;  il  est 
évident  qu'on  pourra  toujours  établir  entre  cette  fonction  et  la  va- 
riables une  équation  rationnelle.  En  second  lieu,  si  l'on  fait  décrire 
au  point  P  un  contour  fermé  quelconque,  la  fonction  reprendra 
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toujours  la  même  valeur  initiale;  donc,  d'après  une  remarque  qui 
appartient  encore  à  M.  Puiseux,  U  est  une  fonction  entièrement 
rationnelle  de  z. 

Démonstration  du  théorème  II.  —  Toutes  les  valeurs  que  pour- 
rait acquérir  la  fonction  U,  en  appliquant  aux  racines  w0,  uiy  ..., 
Um-ij  les  substitutions  S0,  Si,  . . .,  S^,  sont  autant  de  valeurs  ini- 
tiales qu'on  obtiendrait  lorsque  le  point  P,  ayant  décrit  un  contour 
quelconque,  serait  revenu  à  sa  position  primitive;  si  donc  la  fonc- 
tion U  remplit  les  conditions  du  théorème  II,  c'est-à-dire  si  elle  est 
rationnelle,  ces  valeurs  seront  toutes  les  mêmes;  donc, 'etc. 

3.  Je  vais  maintenant  faire  voir,  par  un  exemple  très  simple, 
une  première  application  de  ce  qui  précède. 

Le  degré  de  l'équation  proposée  F  (m,  5)  =  o  étant  un  nombre 
quelconque  m,  supposons  que  les  divers  systèmes  circulaires  de 
M.  Puiseux  soient  tous  identiques  en  embrassant  toutes  les  racines, 
ou  bien  qu'ils  soient  réductibles  tous  aux  puissances  d'une  même 
substitution  circulaire  d'ordre  m,  suivant  l'expression  employée 
par  M.  Cauchy,  l'équation  proposée  sera  résoluble  par  radicaux 
relativement  à  s. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  a  une  racine  quelconque  de  l'équa- 
tion binôme  am  =  1 ,  la  fonction  suivante 

(ttJ+ittj-i-a!Mî-+-...-i-  a7"-'  u,„-i)m 

reprendra  toujours  la  même  valeur  initiale,  quel  que  soit  le  contour 
fermé  qu'ait  décrit  le  point  mobile  P  en  revenant  à  sa  première 
position;  donc  cette  fonction  sera  déterminable  rationnellement 
en  z;  donc,  etc. 

4.  Actuellement  supposons  que  le  degré  m  soit  un  nombre  pre- 
mier; la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  solubilité  par  radi- 
caux consiste  en  ce  que  toute  fonction  des  racines  invariable  par 
les  substitutions  de  cette  forme  spéciale,  savoir  : 


a  et  b  étant  tous  les  entiers  pris  suivant  le  module  m,  ainsi  que 
l'indice  variable  A\  soit  rationnellement  connue. 
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Donc,  d'après  le  théorème  II,  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante de  solubilité  revient  à  ce  que  : 

Les  substitutions  S|,  Sa,  . . .,  S^.,,  données  parles  principes  de 
M.  Puiseux,  soient  toutes  de  la  forme  ci-dessous  : 

("  )• 

\Uak+b/ 

Pour  établir  de  la  manière  la  plus  simple  la  possibilité  de  la 
résolution  par  radicaux,  je  raisonnerai  ainsi  : 

Posons 

o(a)  =  (w0-+-aw,-f-  a*a,-+-. . .-+-  am~l  um-i)m  ; 

et  désignons  par  p  une  racine  primitive  pour  le  nombre  premier  m; 
en  employant  une  racine  {3  de  l'équation  Pm_l  =  i,  nous  considé- 
rerons la  nouvelle  fonction  résolvante 

T  =  [o(a)  -h  P©(*P)  -h  ?J'f  (apl)  -+-. .  .-4-  P*-î?(ap*~')]/,~l, 

et  je  dis  que  celte  fonction  est  invariable  pour  toutes  les  substitu- 
tions 


c  ). 


Pour  cela,  il  suffit  de  prouver  qu'elle  ne  varie  point  pour  les  deux 
substitutions 

("*  ) 

car  la  précédente  résulte  des  produits  des  puissances  de  celles-ci. 
Or  la  première 


et 


c  ) 


laisse  invariables  toutes  les  quantités 

o(a),        o(»P),        <?(»?').         ....        <?(«r"')- 
Quant  à  la  seconde 
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elle  n'a  d'autre  effet  que  de  remplacer  chaque  terme  de  la  suite 
ci-dessus  par  le  précédent,  le  premier  devenant  le  dernier;  or  une 
telle  substitution  n'altère  pas  la  valeur  de  T,  donc  ï  est  bien  inva- 
riable par  toutes  les  substitutions 


\  Uak+b  ) 


Donc  enfin  T  est  une  fonction  rationnelle  de  z,  facilement  déter- 
îninablc  par  la  théorie  de  M.  Puiseux,  si  les  divers  systèmes  circu- 
laires pour  les  points  Z0,  Z,,  . ..,  Z^.i  sont  de  la  forme  que  nous 
leur  avons  assignée. 


SUR  L'EXTENSION  DU  THÉORÈME  DE  M.  STURM 

A    UN 

SYSTÈME  D'ÉQUATIONS  SIMULTANÉES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
tome  XXXV,  i852. 


Le  théorème  de  M.  Sturm  a  pour  objet  de  déterminer  le  nombre 
des  racines  réelles  d'une  équation  à  une  inconnue,  qui  sont  com- 
prises entre  deux  limites  données.  Je  me  suis  proposé,  dans  le  Mé- 
moire que  j'ai  l'honneur  de  soumettre  à  l'Académie,  une  question 
analogue  pour  deux  équations  simultanées,  et  qu'on  peut  énoncer 
ainsi  :  Considérant  l'une  des  inconnues  comme  l'abscisse,  et  l'autre 
comme  l'ordonnée  d'un  point  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires, 
déterminer  le  nombre  des  points  auxquels  correspondent  des  solu- 
tions des  équations  proposées,  et  qui  sont  compris  dans  l'intérieur 
d'un  rectangle  donné.  Cette  question  se  trouve  résolue  de  la  m- 
nière  suivante.  Désignons  les  sommets  du  rectangle  parles  lettres  <v, 

b,  c,  </,  et  supposons  les  côtés  ab  et  ad  respectivement  parallèles 
aux  directions  positives  des  axes  des  abscisses  et  des  ordonnées. 
On  substituera  successivement  les  valeurs  numériques  des  coor- 
données de  ces  quatre  points  à  la  place  des  lettres  x  et  y,  dans  une 
certaine  suite  de  fonctions  de  ces  deux  variables;  et  en  désignant 
par  A,  B,  C,  D  les  nombres  de  variations  que  présente  cette  suite, 
lorsqu'on  prend  pour  les  variables  les  coordonnées  des  points  a,  6, 

c,  d,  on  aura,  pour  le  nombre  cherché,  la  valeur 

A  —  B  h-  G  —  D 

n  = • 

2 

Ce  résultat  est,  comme  on  voit,  entièrement  analogue  à  celui  du 
théorème  de  M.  Sturm;  cette  analogie  se  maintient  encore  lorsque 
Ton  considère  trois  équations  simultanées  au  lieu  de  deux.  Dési- 
gnant alors  les  inconnues  par  x,  y,  z,  on  les  regardera  comme  les 
coordonnées  d'un  point  de  l'espace  rapporté  à  trois  axes  rectangu- 
laires,  de   sorte   qu'à   chaque   solution  des  équations  proposées 
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réponde  un  point  détermine.  Cela  posé,  considérons  un  parallélé- 
pipède droit,  dont  les  bases  parallèles  au  plan  des  xy  soient  les 
rectangles  abcd,  db'c'd'.  Nous  supposerons  les  côtés  ab,  ad  pa- 
rallèles aux  directions  positives  des  x  et  des  y,  et  les  droites  ad, 
bb\  cc\  dd!  parallèles  à  la  direction  positive  de  Taxe  des  z.  Cela 
étant,  le  nombre  des  points  représentant  des  solutions  et  compris 
dans  rinlérieur  de  ce  parallélépipède  sera  déterminé  de  la  manière 
suivante  : 

Désignons  respectivement  par  A,  B,  C,  D,  A',  B',  C;,  D'  les 
nombres  des  variations  que  présente  une  certaine  suite  de  fonctions 
de  trois  variables,  lorsqu'on  substitue  à  ces  variables  les  valeurs 
numériques  des  coordonnées  des  points  a,  6,  c,  rf,  a',  b\  e,  rf',  le 
nombre  cherché  sera  donné  par  la  formule 

n  =  J  [(A  _  A')  -  (B  -  B')  -4-  (C  -  C')  —  <  D  -  D')]. 

11  est  remarquable  qu'il  existe  un  grand  nombre  de  suites  jouis- 
sant ainsi  de  propriétés  semblables  à  celles  des  fonctions  de 
M.  Slurm,  dans  la  théorie  des  équations  simultanées.  Voici  la  plus 
simple  pour  le  cas  de  deux  équations  prises,  si  l'on  veut,  sous  la 

forme 

F(jf-)  =  o.        ^  =  *(*), 

F(x)  étant  un  polynôme  entier,  et  <b(x)  une  fonction  rationnelle 
de  x. 

Nommons  xx,  x2,  ...,  xm  les  racines  de  l'équation  F(x)=:o, 
y\,  y*,  ...,  y  m  'es  valeurs  correspondantes  de  y,  S,  la  somme 

symétrique 

x[-h.rit-h.    .H-a4, 

et  T|  la  suivante 

le  premier  terme  de  la  suite  sera  l'unité,  et  les  autres  les  détermi- 
nants des  systèmes 


\ 

i 

xz 

T.- 

S<,7 

T,- 

-s,,l, 

T0-Sor     T,  — S,^     Ts-S,v  : 
1  T1-S,7     Tt-St^     T,-S,k 

i 

X 

x-                     x* 

T„- 

S»7 

T, -S, 

y 

T2  — Sj7     T3  —  S3y 

T,- 

*xy 

T,  -  S, 

y 

T3  —  $*y    T4  — S4jr 

,     etc.; 

T.  - 

s*y 

T3-S 

*y 

t*-s^    T.-S.r 
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le  dernier  terme  est  le  déterminant  à  m  +  i  colonnes  obtenu  en 
continuant  la  même  loi.  En  général,  c'est  au  moyen  de  fonctions 
symétriques  des  racines  des  équations  proposées  que  se  trouvent 
immédiatement  exprimées  les  fonctions  analogues  h  celles  de 
M.  Sturm,  et  les  propriétés  de  ces  fonctions  sont  déduites  de  leur 
loi  même  de  formation.  L'idée  d'introduire  ainsi  explicitement  les 
racines  est  due  à  M.  Sjlvester,  qui,  le  premier,  a  montré  comment 
elles  entraient  dans  la  composition  des  fonctions  de  M.  Sturm  ; 
M.  Cajley  a  fait  voir  ensuite  avec  élégance  comment  les  propriétés 
élémentaires  des  déterminants  permettaient  de  transformer  les  pre- 
miers termes  des  formules  de  M.  Sjlvester  en  d'autres  qui  con- 
tiennent seulement  les  sommes  des  puissances  semblables  des  ra- 
cines (').  Ce  sont  aussi  des  expressions  analogues  à  ces  sommes, 
pour  le  cas  de  deux  équations  simultanées,  qui  figurent  dans  nos 
formules  et  qui  les  rapprochent  de  celles  du  savant  géomètre.  Mais 
le  fait  le  plus  important  qui  ressort  de  mes  recherches  consiste 
dans  l'existence  d'une  infinité  de  fonctions  possédant  les  propriétés 
de  celles  de  M.  Sturm,  pour  une  ou  plusieurs  équations.  Cela 
ouvre  la  voie  à  des  recherches  importantes,  sur  lesquelles  je  pourrai 
peut-être  revenir  dans  une  autre  occasion;  je  me  bornerai  pour  le 
moment  à  cette  remarque,  que  les  conditions  de  réalité  des  racines 
d'une  équation  à  une  inconnue  peuvent  s'exprimer  uniquement  à 
l'aide  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients  qu'on  nomme 
hypzr  déterminants  ou  invariants. 

(  ')  Tomes  IX  et  XIII  du  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouville. 


REMARQUES 

SUR 

LE  THÉORÈME  DE  M.  STURM, 
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En  représentant  par  V  =  o  une  équation  quelconque  de  degré  m, 
dont  les  racines  soient  «,  6,  . . . ,  k,  /,  et  par  Vf ,  V2,  . . . ,  Vm  la  suite 
des  fonctions  de  M.  Sturm,  on  a,  d'après  le  beau  théorème  de  M.Syl- 
vester,  les  expressions 

Vj  _  \i  _J 

V  ^i-fl' 

V  ~~  ^  ( x  —  a){x  —  b)9 

V3  _  Vi  (a  —  by(a  —  cy(b  -  c)*- 

V  ~"  £i    (X  —  a)(x~b)(x  —  c  ) 


V,„        (a  —  bV-(ti  —  c  )2. .  .  U  —  /)* 


V  (  .r  —  a)  {.r  —  />  )    .  Ax  —  /  ) 

J'ai  remarqué  qu'en  désignant  par  A,  B,  ...,  K,  L  des  fonctions 
rationnelles  semblables  de  a,  6,  ... ,  A,  /,  de  telle  sorte  que 


A 

=  ç( 

rt). 

B 

=  z(b 

», 

L  = 

1rs 

nouvelles 

fonctions 

V, 
V 

=  2: 

i 
x  - 

—  > 

-  a 

\,}î 

V 

-2 

U 

(A- 
—  a)( 

B)' 

X  — 

*)• 

=2 

(A 
(■ 

-ny 

x  —  a 

(\- 

Hx 

-cy 

—  b)i 

(B- 

ix  - 

-cy 

-  c) 

V',,,        (_A  —  B_)4  (  A  —  C  )*...(K  —  I^> 
\'     ""       (  .r  —  a  ;  (  x  --/>,)...(  x  —  /  ) 
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ml  les  mêmes  propriétés  que  celles  de  M.  Sturm.  Ainsi  Ton  a  cette 
proposition  :  Pour  une  valeur  réelle  de  #,  le  nombre  des  termes 
positifs  de  la  suite 

Y'     v,'     \V      ""     Vm-t 

représente  le  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires  de  l'é- 
quation 

V  =  o, 

augmenté  du  nombre  des  racines  réelles  moindres  que  x.  Le 
nombre  des  termes  négatifs  serait  le  nombre  de  couples  des  racines 
imaginaires,  plus  le  nombre  des  racines  réelles  supérieures  à  x.  De 
là  se  tire  immédiatement  le  théorème  de  M.  Sturm,  sous  la  forme 
que  lui  a  donnée  l'illustre  géomètre;  mais  les  énoncés  précédents 
sont  ceux  que  fournit  d'abord  la  méthode  que  j'ai  suivie. 

En  considérant  deux  équations  à  deux  inconnues  dont  les  solu- 
tions simultanées,  en  nombre  m,  soient 

r  —  a.     v  =  a\     x  =  b,    y  —  //,     . .  . ,  x  =  /-,    y  =  k\     x  —  /,    y  =  /', 

je  désigne  d'une  manière  analogue  par  A,  B,  . . .,  K,  L,  des  fonc- 
tions rationnelles  semblables  de  ces  solutions,  de  sorte  que 

A  —  3  (a,  a'),         \\  =  oib,b'),         ...,         L  =  *(/,/'). 

Gela  étant,  les  expressions  suivantes,  fonctions  rationnelles  sjmé- 
triques  de  ces  solutions,  savoir  : 


Uj_  _  Vi i 

L  ~~  JLà  (a?  —  (i)(y  —  n  )' 

U>  ^  y (  A  - 

L"  ~  Jmd  (x  —  ci  ){  y  —  <ï  )(  x  -  b )  (y  —  b'  )  ' 


Ui 
L 

U>       y (  A  —  B  )« 

L"  ~  Jmà  ( x  —  ci  )  {  y  —  a  )  (  x  - 

If,  \^                    fA  — Bi*  (A  — C  )»...(  B  —  C)« 


51»  ^  y 

L         Jmd  (x  —  a)(y  —  a  ){x —  b)  {y  —  b'  )  (x  —  c  )  {y  —  c'  )  ' 

et,  en  dernier  lieu, 

U,„  ^ (,.\-  H)2,  A-C)»...(K— M« 

L)    ""  (  ./•  —  a)  (y  —  a'  )  (  x  - •  b  )  ( y  —  b'  ) . . .  <  x  —  / ;  ( y  —  /' ) 

donnent  lieu  à  cette  proposition  : 
Pour  un  système  donné  de  valeurs  réelles  de  x  et  r,  le  nombre 
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des  termes  positifs  de  la  suite 

Uj      £»       U,  _U^ 

u*    u,'    uV    '"'    U,„-, 

représente  le  nombre  des  couples  de  solutions  imaginaires,  aug- 
menté du  nombre  des  solutions  simultanées  réelles  x  =  a,  y  =  a\ 
pour  lesquelles  (x  —  a)  ( y  —  a')  est  positif.  Le  nombre  des 
termes  négatifs  serait  le  nombre  des  couples  de  solutions  imagi- 
naires augmenté  du  nombre  des  solutions  réelles,  pour  lesquelles 
(x  —  a)  (y  —  a!)  est  négatif. 

D'après  cela,  si  Ton  représente  par  (.r,  y)  le  nombre  des  termes 
positifs  de  notre  suite,  on  trouvera  très  aisément  que  le  nombre 
des  solutions  simultanées  réelles,  pour  lesquelles  on  a  à  la  fois 

x>x0,         x<xu 

y>yo,      r<yu 

est  donné  par  la  formule 

-  [^h/il  +  l^/oJ-^jJal-^oO'i)]- 

Ces  nouvelles  fonctions  auxiliaires  sont  plus  simples  que  celles  aux- 
quelles j'étais  arrivé  dans  un  précédent  Mémoire  ;  elles  n'exigent 
point  que  l'on  connaisse  d'avance  si,  à  une  valeur  de  l'une  des  in- 
connues, correspond  une  seule  ou  plusieurs  valeurs  de  l'autre  in- 
connue. Dans  le  cas  des  solutions  égales,  elles  se  comportent  comme 
celles  de  M.  Sturm;  la  dernière  fonction  Um  s'évanouissanl,  toutes 
les  autres  U,  U1?  U2,  . . .  acquièrent  un  facteur  commun,  tel  que 
(.r —  u)(y  —  "')?  el>  aPres  la  suppression  de  ce  facteur,  la  nou- 
velle suite  présente,  avec  un  terme  de  moins,  exactement  la  même 
composition  analytique  et  les  mêmes  propriétés  que  l'ancienne. On 
peut  aussi  démontrer  que  trois  fonctions  consécutives  sont  liées 
par  une  relation  de  la  forme 

PU,  *-QU/mh-RU/+1  =  o, 

où  les  coefficients  extrêmes  sont  des  carrés,  de  sorte  qu'en  général, 
si  une  fonction  s'évanouit,  la  précédente  et  la  suivante  sont  de 
signes  contraires.  Mais  c'est  là  une  conséquence  et  non  le  principe 
de  ma  méthode,  qui  repose  sur  quelques  propriétés  élémentaires 
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des  formes  quadratiques.  On  s'en  rendra  compte  aisément  en  re- 
marquant que  les  fonctions 

V  '      V  '     "'     "V 
sont  respectivement  les  invariants  des  formes  quadratiques 

2^X°+AX'>'' 


2— l—  (  X0  -+-  AX ,  -t- . . .  +  A''-'  X„,_,  )t. 
a:  —  a 

J'ai  ainsi  retrouvé,  dans  une  recherche  purement  algébrique,  ce 
genre  spécial  de  formes  quadratiques,  que  j'ai  considérées  tant 
de  fois  dans  mes  recherches  de  théorie  des  nombres  (Journal  de 
Crelle,  t.  40  et  4i).  Pour  les  équations  à  deux  inconnues,  les 
formes  analogues  sont 

et,  en  dernier  lieu, 

2(J-rt;a_f0(^^AX,  +  A»XI+..-.A».-X„,-,).. 


SUR  LA  DÉCOMPOSITION 


NOMBRE  EN  QUATRE   CARRÉS 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 
tome  XXXVII:  i853. 


Des  recherches  sur  les  nombres  complexes  m'ont  conduit  à  la 
démonstration  suivante  du  théorème  de  Fermât  sur  la  décomposi- 
tion d'un  nombre  en  quatre  carrés,  que  je  vais  exposer  en  peu  de 
mots. 

Désignant  par  A  un  nombre  entier  impair  ou  impairement  pair, 
nous  commencerons  par  établir  la  possibilité  de  la  congruence 

or-  -t-.r2  -+-  i    =  o  (  mod  A ). 

A  cet  effet,  soit  d'abord 

A  ^  £  ('  mod  4  ), 

s  représentant  +  i  ou  —  i  ;  la  progression  arithmétique  ayant  pour 
ternie  général 

4A3--V2SA-!, 

ne  contiendra  que  des  nombres  ---.=  i  (mod  4)>  puisque 

'i  s  A  —  i  .  -  -X  -J  —  i  --■  i  (  mod  4  ). 

J'observe  ensuite  que  le  premier  terme  >,sA — î  et  la  raison  \\ 
sont  premiers  entre  eux,  car.  de  ces  deux  nombres,  l'un  est  pair, 
l'autre  impair,  et  la  relation 


:\  —  ï(-m\-  -■!): 


montre  qu'ils  ne  pourraient  avoir  d'autre  diviseur  commun  que  ?.. 
Doue,  d'après  le  théorème  démontré  par  M.  Dirichlel,  celte  pro- 
gression contiendra  une  infinité  de  nombres  premiers  cpii  seront 
:—  i  (mod \)  et,  par  suite,  décomposables  en  deux  carrés.  On  pourra 
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faire  ainsi,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  s, 

4  A  z  -+-  i  s  A  —  1  =  x1  -ï-y1  ; 
d'où  Ton  conclura 

i!+/*  +  i=o  (mod  A). 

Soil,  en  second  lieu,  A=  2  (mod  4);  tout  ce  qui  précède  subsis- 
tera relativement  à  la  nouvelle  progression  arithmétique,  ayant 

pour  terme  général 

■aAs  +  A-i. 

Ainsi  la  possibilité  de  la  congruence 

x1  -Jryt  -+-  1  s=  o  (mod  A) 

se  trouve  établie  pour  tout  module  impair,  ou  double  d'un  nombre 
impair. 

Considérons  maintenant  la  forme  quadratique  définie  à  quatre 
indéterminées 

f=(\x-+-  %&-\-  pa)»-4-(A7—  |J5  +  jm)î+>3î  +  m», 

où  les  nombres  entiers  a  et  {3  satisfont  à  la  condition 

a«-hP*H-i-=o  (mod  A). 

L'invariant  A  de  cette  forme  sera  en  valeur  absolue  A4;  donc,  si 
l'on  cherche  son  minimum  pour  des  valeurs  entières  des  indéter- 
minées, on  trouvera,  d'après  un  théorème  que  j'ai  donné  en  gé- 
néral, un  nombre  au-dessous  de  la  limite  (r Y \/à,  et,   par  suite, 

inoindre  que  2  A.  Mais  il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  nombres 
représentables  par/sont  nécessairement  des  multiples  de  A;  donc 
ce  minimum  ne  peut  qu'être  A  lui-même,  qui  se  trouvera  ainsi 
décomposé  en  une  somme  de  quatre  carrés. 

Dans  un  de  mes  Mémoires  (*)  sur  la  théorie  des  formes  quadra- 
tiques, publié  dans  le  Journal  de  Crelle,  on  pourra  voir  comment 
l'analyse  précédente  conduit  à  l'expression  du  nombre  de  toutes 
les  décompositions  possibles,  que  M.  Jacobi  a  obtenu  le  premier 
par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

(  '  )  Voir  p.  259  et  suivantes  de  ce  Volume.  E   P. 


II. -I.  *9 


REMARQUES 

SUR  UN 

MÉMOIRE  DE  M.  CAYLEY 

RELATIF  AUX  DÉTERMINANTS  GAUCHES. 


(Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal,  IX,  i854.) 


M.  Cayley  a  nommé  système  gauche  symétrique  un  système 
de  n2  quantités,  représentées  par  Xr>,  en  attribuant  aux  indices 
toutes  les  valeurs  entières  depuis  i  jusqu'à  n,  lorsqu'on  a  la  con- 
dition générale 

d'où  résulte 

Xr,r  =  O. 

De  pareils  systèmes  jouissent  de  propriétés  importantes  qui 
jouent  un  grand  rôle  dans  les  diverses  circonstances  analytiques 
où  ils  se  présentent,  et  M.  Cayley  en  a  fait  lui-même  un  nouvel 
usage  pour  la  solution  de  cette  question  : 

Obtenir  toutes  les  transformations  d'une  forme  quadra- 
tique en  elle-même  lorsque  cette  forme  est  une  somme  de 
carrés. 

Je  me  propose  de  donner  ici  des  formules  analogues  à  celles  de 
M.  Cayley,  pour  la  transformation  en  elle-même  d'une  forme  qua- 
dratique quelconque. 

Le  problème  peut  être  posé  :/(#f,  j?2>  ...,  #/*)  désignant  la  forme 
quadratique  proposée,  trouver  l'expression  la  plus  générale  des 
quantités  Xf ,  X2,  . . .,  X„,  qui  donnent 

/(X,,XÎ?  ...,  Xn)  =/(*!,  :rj,  ...,*„). 
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Pour  cela,  j'imagine  que  les  quantités  X  et  a?  soient  exprimées  par 
des  indéterminées  auxiliaires  £,  de  sorte  qu'on  ait  en  général 

Xr-4-a?,.  =  2£r, 

et,  sous  cette  condition,  on  va  voir  qu'il  est  très  facile  d'obtenir 
l'expression  générale  de  X  et  x  en  £.  On  a,  en  effet, 

Xr  =  1  \r  —  *r  î 

donc 

(i)  /(X„Xtl...)=/(aÇt-*i,  »{,-*„  ...), 

ou,  en  développant  le  second  membre, 

(*)  /<x„x„...)  =  4/«i.èî,..  -)-2(^^  ^Xit£;  "*■•••)  +/<*"  *«'-)• 

Donc,  par  la  condition  supposée, 

cette  équation  se  réduit  à 

(3)  XiM.  +  Xt^+...  =  ,f. 

Or,  la  manière  la  plus  générale  de  la  vérifier  en  exprimant  les 
quantités  x  en  Ç,  sera  de  faire 


n 


(4)  *'  =  «'--;2>''aiÊ' 

i 
les  indéterminées  X  étant  assujetties  à  la  condition 

On  en  conclut 

n 
X,.  =  l\r  —  &r  =  \r  —  -  ^   ^r,*  jf> 

1 

et  il  est  facile  de  reconnaître  a  posteriori  que  ces  expressions 
de  X  et  x  en  \  donnent  bien 

(5)  /(X„Xlf... )=/(*!,*!,  ...)• 

Reprenant  en  effet  l'équation  (i)  et  l'équation  (a),  on  verra  par 
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l'équation  «'  5  .  équation  satisfaite  d'elle-même,  qu'on  retombe  pré- 
cisément sur  l'équation  i  5  •  qui  était  à  vérifier.  Donc  enfin,  ks 
expressions  cherchées  de  X  en  x.  qui  donnent  la  transformttioa 
en  elle-même  d'uoe  forme  quelconque,  s'obtiendront  en  résolnil 
par  rapport  aux  quantités  ;  les  équations  (4).  et  substituant  les 
\aleurs  en  x.  qu'on  aura  trouvées  de  la  sorte,  dans  les  formules 

Xr  =  a;r  — -rr. 

Considérons  pour  l'application  les  formes  binaires 

/  =  fur-  —  2  brv  —  rr*. 

où  nous  mettons  xet/au  lieu  de  j,  et  xt;  nous  aurons  successi- 
vement 

X-T=ll 
Y  —  Y  =   ÏTt% 

et 

X  =  ;  -).«'6;-t- CT,)  =  $ i  I  -^  A 6  I  -t-  ACT#> 


d'où,  en  résolvant, 

Soit,  pour  abréger, 
on  trouvera 


Y=  ir -y  = 


(i  —  }.b)  t —  X  cy 
__  Xajr-i-  d~  X&)^ 

6*  —  ac  =  D  ; 

(  l  —  7.  A  />  -H  À*  D  )  JT  —  •>.  X  C^ 

2  X  ix  -+-  (  i  -h  2  X  6  -4-  À*  D  )y 


i  — X*D 

Or  ces  formules,  en  posant 

i~À*D 


i-X*D 

2X 


ce  qui  donne 
deviendront 


"  =  7=-XÏD' 

f*  — Dm»  =  i, 

X  =  x(t  —  6a)  —  cm^, 
Y  =  xau  -+-  (  t  -+-  6m)^. 
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C'est  la  forme  analytique  obtenue  par  M.  Gauss  pour  la  question 
arithmétique  où  Ton  veut  que  les  coefficients  de  la  substitution 
soient  des  nombres  entiers. 

Enfin,  si  Ton  fait  l'application  de  la  même  méthode  à  une  forme 
quadratique  d'un  nombre  quelconque  d'indéterminées  dans  le  cas 
où  elle  est  une  somme  de  carrés,  on  trouvera  immédiatement  les 
résultats  que  M.  Cayley  a  obtenus  dans  son  beau  Mémoire,  et  je 
m'empresse  de  dire  que  je  dois  à  l'élude  de  ce  Mémoire  l'analyse 
que  je  viens  d'indiquer  en  peu  de  mots.  J'ajouterai  cependant  en- 
core les  théorèmes  suivants,  qui  servent  de  lemmes  à  une  recherche 
arithmétique  importante. 

I.  Ayant  ramené  à  une  somme  de  carrés  de  fonctions  li- 
néaires une  forme  quadratique  quelconque,  de  sorte  qu'on 

ait,  par  exemple, 

/=  A»h-B*-+-C»-4-..., 

si  Von  désigne  par  31,  9,  C,  ...  ce  que  deviennent  respective» 
ment  A,  B,  C,  ...  lorsqu'on  fait  dans  f  une  substitution  quel- 
conque qui  la  change  en  elle-même^  on  aura  évidemment 

%  =  a  À-Hp  B-f-f  C-4-..., 
B  =  a'A-i-?'B^ï'C-t-..., 
C  =  a*  A  -h  ?"B  -+-  y'C  -h . . . , 

les  quantités  a,  (3,  y,  . . .  étant  des  constantes  convenablement 
choisies.  Cela  posé,  à  une  substitution  qui  change  f  en  elle- 
même  on  pourra  toujours  faire  correspondre  une  telle  repré- 
sentation de  f  par  la  forme 

A»  h- B*  h- CJ -+-..., 

que  V expression 

A3l-hB»-*-CCH-... 

ne  contienne  aucun  des  rectangles  AB,  AC, 

Pour  donner  une  application  de  ce  théorème,  nous  allons  consi- 
dérer le  cas  des  formules  quadratiques  ternaires 

/=  A*-+-B*-+-C*. 


JZZ    =r        r  —  : 


/  ■     —   _•    '1.  —  . 


...,-.■•     ■  «-  ••    •.  .»• '•  n^vii'j**    ul  rvài*ant  lit    iancuox^  iinar^A- 
#;    '.  *■!     '-•    ie   j'»^;»'-!*-^  ui'  ^l  devenant  rî*5i«*-:"t7v^iDa£  JL 


b< 


,*    -.i*    ..< 


«     »;•   */» 


S    —   -    =-  i  Z   —  -=l. 

A-  -  A'-. 


:*        ■  a  . 


Il     ,Yw 


\       /,/-  -  py—p's. 
/        /  /        /y  —  r'j 


/////•  .w///.>// /////////  y//£  change  en  elle-même  une  forme  terna 
ijiirh  nm/ui'  ;  l'a  ne  fies  racines  "a  r/c?  l'équation 


I       /■  /•'  r*-X 


*#•/■#/  é finir  à    '    1 ,  r'/  //'.v  rff //.#.•  autres  seront  réciproques. 
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[.  //  existe  une  infinité  de  formes  ternaires  différentes 
que  la  substitution  ci-dessus  change  en  elles-mêmes,  ces 
les  seront  toutes  données  par  ly expression 

F  =  ÂA*-t-/(B»H-C*), 

/  étant  des  constantes  arbitraires.  Cependant  le  cas  des 
nés  égales  dans  l'équation  A  =  o  doit  être  traité  à  part  et 
re  une  discussion  spéciale  que  nous  laisserons  faire  au 
mr. 


SUR   LA  THEORIE 


DES 


FONCTIONS  HOMOGÈNES  A  DEUX  INDÉTERMINÉES. 


(Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal,  mai  1854.) 


PREMIERE   PARTIE. 

Mes  premières  recherches  sur  la  théorie  des  formes  à  deux  indé- 
terminées ont  eu  pour  objet  la  démonstration  de  cette  proposition 
arithmétique  élémentaire,  que  les  formes  à  coefficients  entiers  et 
en  nombre  infini,  qui  ont  les  mêmes  invariants,  ne  donnent 
qu'un  nombre  essentiellement  limité  de  classes  distinctes. 

Une  notion  générale  sur  les  invariants  s'est  offerte  dans  ces  re- 
cherches, amenée  par  une  considération  purement  arithmétique, 
la  réduction  des  simples  formes  quadratiques  définies,  et  l'appli- 
cation très  facile  que  j'ai  pu  faire  pour  les  formes  cubiques  el 
hiquadratiques,  m'a  donné  leurs  invariants  obtenus  déjà  par 
M.  Cayley,  en  suivant  une  tout  autre  voie.  Mais,  à  partir  du  cin- 
quième degré,  l'application  de  cette  méthode  devenait  si  pénible 
que  j'ai  du  renoncer  à  l'espoir  d'en  tirer  explicitement  les  expres- 
sions de  leurs  invariants,  et,  à  plus  forte  raison,  celle  des  invariants 
des  formes  des  degrés  plus  élevés.  Ramené  dernièrement  à  ces 
questions,  j'ai  été  conduit  à  les  envisager  sous  un  point  de  vue 
nouveau,  et  j'ai  pu  enfin  aborder  les  formes  du  cinquième  degré, 
qui  n'avaient  pu  être  traitées  par  ma  première  méthode.  Les  cir- 
constances singulières  que  j'ai  rencontrées  dans  cette  recherche 
me  semblent  ajouter  encore  à  l'intérêt  de  la  grande  théorie  que 
MM.  Cayley  et  Sjlvester  ont  déjà  enrichie  de  tant  de  découvertes. 
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Mais  j'ai  eu  surtout  en  vue  la  théorie  arithmétique,  dont  j'ai  ainsi 
trouvé  les  véritables  éléments,  comme  l'on  verra  par  la  suite  de 
mes  recherches  :  dès  à  présent,  néanmoins,  on  pourra  reconnaître 
que  la  théorie  des  formes  binaires,  dans  toute  sa  généralité,  est 
étroitement  liée  à  la  composition  des  classes  quadratiques,  ré- 
sultat singulier  et  qui  ouvrira  de  nouvelles  perspectives  dans  l'é- 
tude des  propriétés  les  plus  cachées  des  nombres.  La  loi  de  réci- 
procité dont  M.  Sylvester  a  bien  voulu  déjà  annoncer  la  découverte 
étant  le  point  de  départ  de  mon  analyse,  je  dirai  d'abord  en  peu  de 
mots  en  quoi  elle  consiste. 


SECTION  I. 
Loi  de  réciprocité. 

Elle  est  contenue  dans  le  théorème  : 

A  tout  covariant  d'une  forme  de  degré  m,  et  qui  par  rap- 
port aux  coefficients  de  cette  forme  est  du  degré  p,  correspond 
un  covariant  du  degré  m  par  rapport  aux  coefficients  d'une 
forme  du  degré  p. 

Soient 

f(xi?)  =  a(x  -+-  fcJ'K^-*-  *'?)-  •  •  (&  •+•  ^m~x)y)  =  a. norme  (x  -h  zy), 

une  forme  du  degré  m  décomposée  en  facteurs  linéaires,  et  v(x,  y) 
un  covariant  de  cette  forme  du  degré  p  quant  aux  coefficients,  et 
d'un  degré  quelconque  en  x  et  y. 
Si  nous  faisons 

F  =  a#».norme(X  +  aY  +  «*Z+. .  .4-  a/'T), 

les  coefficients  de  F  seront  des  fonctions  entières  de  degré  p  des 
coefficients  de/,  et  l'on  démontrera  facilement  ces  deux  lemmes  : 

i°  Toute  fonction  entière  et  du  degré  p  des  coefficients  de  f 
s'exprime  linéairement  par  ceux  de  la  forme  F. 

20  Les  coefficients  de  F  ne  sauraient  être  liés  par  aucune 
relation  du  premier  degré  dont  les  coefficients  seraient  numé- 
riques, c'est-à-dire  indépendants  des  coefficients  de  /.  D'où 
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résulte  qui!  une  jonction  du  degré  p  de  ces  coefficients  ri  est  ab- 
solument susceptible  que  d'une  seule  expression  linéaire  par 
ceux  de  F. 

Cela  étant,  voici  comment  du  covariant  ?(.r,  y)  qui  se  rapporte 
à  la  forme  /  du  degré  m,  se  déduit  un  covariant  se  rapportant  à 
une  forme  du  degré  p. 

Soit 

ni.  m  —  i  .    . 

f  (  xt  y  )  =  axm  -p-  nibxm"  ly  -\ cx'n-*y*  -+-..., 

de  sorte  que  les  constantes  a,  6,  c,  . . .  soient  ce  que  nous  avons 
appelé  les  coefficients  def;  nous  leur  donnerons  une  désignation 
plus  expressive,  en  les  représentant  de  cette  manière 

a  =  (x?)t        b  =  (xf-iy.),        c  =  (xf-*y\  ), 

ainsi  l'expression  de  f{x,y)  deviendra,  par  la  suppression  des 
parenthèses,  la  puissance 

(xx0-r-yy0yn. 
Faisons  de  même 

F  =  aP.  norme  (  X  -♦-  a  Y  -4-  a«  Z  -h. .  .h-  a#» T  ;  r=  (  XX0  -+.  Y  Y0  ■+-. . . -h  TTo)*", 

en  convenant,  après  le  développement  de  la  puissance,  d'écrire, 
par  exemple, 

(\J")V»,     fX?-iY.)X*-«Yf     ..., 

respectivement,  au  lieu  de 

V  m  X'H        V  m  - 1  \    Y m-\  V 

ce  qui  sera  une  désignation  commode  des  coefficients  de  F.  Cela 
posé,  d'après  le  premier  des  leinmes  ci-dessus,  on  pourra,  et  d'une 
manière  seulement,  exprimer  linéairement  les  coefficients  du  co- 
variant o (x,  y)  par  les  quantités 

or  il  se  présente  cette  conséquence  remarquable  * 
Ayant  exprimé  v{x,  y)  par  If  s  quant  tirs 

XJ«),     <Xi«    i\wi,     ... 
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concevons  que  Von  supprime  les  parenthèses,  on  arrivera  par 
là  à  une  fonction  du  mième  degré  par  rapport  aux  quantités 

X0,     Y0,     Z0j     ...,     T0. 

Or  cette  fonction  sera  un  covariant  de  la  forme  suivante,  de 
degré  p, 

X0xi>  -t-pY0xr-iy-ir  p'p~l  Z0:r/>-*j*-f-. .  .+  T0yP. 

Rien  d'ailleurs  ne  vient  ici  changer  le  degré  des  indéterminées 
x  ely  dans  cette  métamorphose  que  subit  la  fonction  <p(#,  y)  ;  ainsi 
ce  sont  des  covariants  de  même  degré  par  rapport  aux  indéter- 
minées qui  se  trouvent  liés  l'un  à  l'autre  par  la  loi  de  réciprocité. 
Mais  il  y  a  une  seconde  manière  de  passer  ainsi  d'un  covariant  se 
rapportant  à  une  forme  d'un  certain  degré,  à  un  covariant  se  rap- 
portant à  une  forme  d'un  autre  degré.  L'analyse  précédente  con- 
duit en  effet,  et  très  aisément,  à  ce  second  théorème  : 

Étant  donné  un  covariant  quelconque  du  mième  degré  par 
rapport  aux  coefficients  de  la  forme 

XoW  +  p  Yo^-'j  +  PP  ~~ l  Z0xP-*y*-i-...-4-  T0j/', 

si  l'on  transforme  en  symboles,  dans  l'expression  de  ce  cova- 
riant, les  quantités 

\m        \m—i  Y 

J*0  »      Ao         l  ûj       •  •  •» 

en  les  remplaçant  respectivement  par 

(XJ»),     (XJ-iY.),     ... 

coefficients  de  fa  forme  F,  ce  covariant  se  transformera  en  un 
autre  se  rapportant  à  laformef{x,y),  et  du  degré  p  relative- 
ment aux  coefficients  de  cette  forme. 

SECTION  II. 
Conséquences  de  la  loi  de  réciprocité. 

Nous  considérons  en  premier  lieu  les  invariants,  qui  sont  un  cas 
particulier  des  covariants,  lorsqu'on  suppose  leur  degré  nul  par 
rapport  aux  indéterminées  x  et  y.  La  connaissance  complète  que 
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nous  avons  des  invariants  des  formes  du  second,  troisième  et  qua- 
trième degré,  nous  donnera  alors  immédiatement,  pour  des  formes 
de  degré  quelconque,  les  invariants  qui  sont  du  second,  troisième 
et  quatrième  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  ces  formes. 
Ainsi,  les  formes  quadratiques 

f  =  ax*  ■+- 1 bxy  ■+-  cy*  =  a(x  -f-  <xy)(x  -f-  a' y  ) 

ont  pour  expression  générale  de  leurs  invariants  la  fonction  do 
degré  2u, 

A  =  (6«-«c)l*=  —  (a-a')ns 

donc,  toutes  les  formes  de  degré  2  jjl  possèdent  un  invariant  qua- 
dratique, que  nous  allons  calculer.  Soit  pour  cela 

x(X  +  a'X'+a'«X'+...+  a'W¥); 

en  représentant  symboliquement  cette  forme,  suivant  notre  con- 
vention, par 

f  =  (xx0  h-  x'x;  -+-. . .+-  x^xyi")», 

on  trouvera  bien  aisément 

(X</>*)  =  a*V-*'%'i,         *(X<j>X\/>)  =  a^(fle<a7-+-  a/a''). 

Maintenant,  il  viendra  par  le  développement  de  la  puissance 

•>.ll*A  =  a*H(a  —  a')sP  =  ^[(a^  +  a'»!1)-  ^(a^-ia'n- a'*{*-»a) 

-+-  jjL2(a^-2a'*  -h  a'^-«a«)  -...], 

<mi  rapprochant  les  termes  équidistants  des  extrêmes,  et  nommant, 
pour  abréger,  {*,,  jju,  ...  les  coefficients  binomiaux.  Cela  fait,  on 
peut  immédiatement  introduire  les  coefficients  de  F,  et  il  viendra 

**i*A  =  '2(x0xyii>)-2MX^ 

le  dernier  terme  qui  seul  ne  contient  pas  en  évidence  le  facteur  •>. 
«'•tant 

(-i)li^(Xf  Xjp>). 

Or  tel  est  l'invariant  quadratique  de  la  forme 

Xo-rn*  —  fJi,  X'0  r*V<-iy  -+-  fijX;  r*V--*y*  -h  ...  -4-  X(*Wy*V, 
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dont  M.  Cayley  le  premier  a  fait  la  découverte.  Les  formes  cubiques 

/  =  ax*  ■+■  3  bx*y  -4-  3  cxy*  -+-  dy*, 

ont  pour  invariants  la  fonction  de  degré  4u? 

A  =  (a*rf*  — 36*c*  —  6abcd  +  $b*d  +  iac*)V-, 

donc,  toutes  les  fonctions  du  degré  4(*?  et  celles-là  seules,  pos- 
sèdent un  invariant  du  troisième  degré.  Le  théorème  conduirait, 
si  Ton  ne  le  connaissait  pas  déjà,  à  l'invariant  cubique  des  formes 
Inquadratiques 

f  =  axk  -+-  4  bx%y  -+-  Gcxty*  -+-  4  dxy%  ■+-  eyk. 

Nous  avons  d'ailleurs  l'invariant  quadratique 

A  =  ^-4^  +  30», 
«*t,  si  nous  posons 

A'  =  ace  -+- a  bcd  —  ad1  —  c3  —  b*  e, 

les  invariants  des  formes  biquadratiques  s'exprimeront  par  des 
sommes  de  termes  de  la  forme 

A"1  A'", 

où  2 m  -f-  3/i  a  la  même  valeur  qui  est  le  degré  de  l'invariant, 
comme  l'a  démontré  M.  Sylvesler.  Donc,  toutes  les  formes  de 
degré  |x  =  2W  +  3/i  possèdent  des  invariants  du  quatrième  degré 
distincts  en  nombre  égal  à  celui  des  solutions  entières  et  positives  de 
cette  équation  jjt=2/n  +  3/t.  C'est  là  encore  un  des  beaux  résultats 
obtenus  par  M.  Cayley  dans  son  Mémoire  sur  les  hyperdétermi- 
nants.  Mais  les  conséquences  de  la  loi  de  réciprocité,  dont  j'aurai 
besoin  principalement  dans  la  suite,  se  rapportant  aux  covariants, 
j'y  arrive  immédiatement  en  omettant  beaucoup  de  remarques 
auxquelles  les  résultats  précédents  donneraient  lieu. 
Considérant  d'abord  les  formes  quadratiques 

f  =  ax1  ■+-  9.  bxy  -+-  cy*, 

nous  avons  cette  expression  générale  de  leurs  covariants,  savoir  : 

<f>  =  2*^(6*  —  ac)V-(cLx*  -+-  abxy-+-  cy1)* 
=  a*P+"(<z  —  t!)*V-(x  -h  *yy*(x  -+-  «»\ 
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de  degré  2  jx  4-  v  par  rapport  aux  coefficients  de  /.  Donc,  faisant 

2fJl-h  V  =  TOt 

nous  aurons  autant  de  covariants  du  second  degré  par  rapport  aux 
formes  de  degré  m  qu'il  y  a  de  solutions  entières  et  positives  de 
cette  équation.  D'ailleurs,  le  nombre  2v  représente  le  degré  de 
chacun  de  ces  covariants  en  x  et  y.  Dans  le  cas  où  m  est  impair, 
et  dans  ce  cas  seulement,  on  peut  faire  v  =  1  ;  on  est  alors  conduit 
à  un  covariant  du  second  degré  en  x  et  y,  dont  nous  allons  donner 
l'expression  générale  à  cause  de  son  importance.  A  cet  effet,  posons 

m  =  2fji-hi,        *  —  Ai!+  Bxy  -+-  Cy1, 
de  sorte  que 

A  =  a*H+»(a  —  a')*?,         B  =  a*{*+»  (ce  —  a')*t*  (a  -h  a'), 
G  =  «*{*+»(  a  —  a')*tW; 

il  s'agira  d'exprimer  ces  diverses  quantités  au  moyen  des  coeffi- 
cients de  la  forme 

F  =  a«(X  -h  aX'4-  a*  X' -*-...+  a^X^'^X  -4-  a'X'-f-  a'«X"-*-...-+-  «,«X«-»î), 

coefficients  dont  nous  avons  précédemment  employé  les  valeurs, 
savoir  : 

a(X^X^)  =  a'«(a'V7  -+-  o^a'*). 

Or,  on  trouve  immédiatement  A  et  C  par  le  même  calcul  qui 
nous  a  donné  l'invariant  quadratique  des  formes  de  degré  pair, 
savoir 

A  =  a(X{-«-«iX.)-afiI(Xi'"-^X;)-»-afi,(Xi*-»)X;)-.... 
G  =  a(X8»»Xi)     -a!ii(X!*-»'X;)  +  aFit(X^-»»X;)-...; 

quant  à  B,  après  quelques  réductions  très  faciles,  on  obtiendra 

B  =  a(Xr,X0)-2(îi1-i)(Xl)--i)X;)  +  2(ixx-HLl)(X^^X;)-..., 
le  dernier  terme  étant 

ac-oKFLjt-.jxiL-iXxsr'^r). 

Pour  les  formes  cubiques 

/  =  ax*  ■+■  3  bx*y  -4-  3  cxy*  -+-  dy*,    - 
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nous  avons  le  covariant  quadratique 

(b*  —  ac)x*-\-(bc —  ad) xy  -4-  (c*  —  bd)y*, 

que  donneraient  les  formules  précédentes;  mais,  en  le  multipliant 
par  une  puissance  p.  de  l'invariant  du  quatrième  degré,  on  obtient 
un  covariant  du  degré  4  [*  4-  2  par  rapport  aux  coefficients  de  /; 
donc,  toutes  les  formes  de  degré  4 1*4- 2  ont  un  covariant  qua- 
dratique en  x  et  y,  et  du  troisième  degré  par  rapport  à  leurs  coef- 
ficients. Cette  conclusion,  à  laquelle  il  eût  peut-être  été  difficile 
de  parvenir  par  une  autre  voie,  nous  révèle  ainsi  l'existence  d'un 
covariant  quadratique  pour  toutes  les  formes  dont  le  degré  n'est 
pas  un  multiple  de  4*  Ces  dernières,  comme  nous  pourrons  l'éta- 
blir plus  tard,  possèdent  elles-mêmes  un  covariant  quadratique 
du  cinquième  degré  par  rapport  à  leurs  coefficients,  les  seules 
formes  biquadra tiques  exceptées.  Les  considérations  dans  les- 
quelles nous  allons  entrer  vont  montrer  la  grande  importance  de 
ces  co variants  quadratiques. 

SECTION  111. 
Des  formes  canoniques. 

Soitf(Xjy)  une  forme  pour  laquelle  on  ait  reconnu  l'existence 
d'un  covariant  du  second  degré  en  x  et  y, 

o(x,y)  =  Ax*-h  Bxy  -¥■  Cy*. 

Posons 

A  =  B«  —  4AC; 

i!  existera,  comme  on  sait,  une  infinité  de  substitutions,  au  déter- 
minant un,  propres  à  faire  disparaître  les  coefficients  des  carrés 
des  indéterminées  et  à  réduire  cp  à  l'expression  suivante 

drXY/Â. 
Soit 


Tune  quelconque  de  ces  substitutions;  toutes  les  autres  s'en  dé- 
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duiront,  comme  on  sait,  en  la  faisant  suivre  de  substitutions  de  la 
forme  suivante 

(2)  X-coïi,        Y  =  -i£, 

où  a)  est  une  quantité  arbitraire.  Cela  posé,  nous  définirons  comme 
forme  canonique  de  /(#,  y)  la  transformée  qui  en  résulte  par  la 
substitution  (i).  Cette  forme  canonique  contiendra  essentiellement 
dans  les  coefficients  une  quantité  arbitraire  (*  )  qu'on  mettra  en 
évidence,  si  l'on  veut,  en  y  faisant  la  substitution  (2). 
Mais  posons  d'abord 

/(«X  +  PY,YXh-8Y)  =  F(X,Y); 

nous  aurons  cette  proposition  fondamentale  : 

Toute  /onction  entière  des  coefficients  de  F ',  qui  se  reproduit 
identiquement  dans  la  transformée  obtenue  par  la  substitu- 
tion (2),  est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  la  pro- 
posée f{Xiy),  le  dénominateur  de  cette  fonction  étant  une 
puissance  de  A,  et  le  numérateur  un  Invariant  de  f.  En  second 
lieu,  toute  fonction  qui  se  reproduit  au  signe  près  redonne,  si 
on  la  multiplie  par  y/A,  la  même  expression  que  les  précé- 
dentes. 

Voici  donc  le  principe  d'une  nouvelle  méthode  pour  la  recherche 
des  invariants,  puisque  tout  invariant  de  la  forme  f(&,y)  s'exprime 
par  une  fonction  semblable  des  coefficients  de  la  transformée  F, 
qui  possédera  évidemment  la  propriété  mentionnée  dans  notre 
proposition.  Nous  allons  en  faire  l'application  aux  formes  du  cin- 
quième degré. 


(')  On  aurait  un  second  faisceau  pour  les  formes  canoniques  en  faisant  dans 
une  forme  canonique  particulière  la  substitution 

X  =  ug,         Y  =  -  t, 
a) 

E.  P. 
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SECTION  IV. 
Recherche  des  invariants  des  formes  dn  cinquième  degré. 

Nous  représenterons  la  forme  proposée  par 

f(x,  y)  =  axl-\-  5bxky  -+-  iocx*y*  -+-  \oc'x1y%-\-  5b'xyk  -+-  a'y*\ 

le  co variant  quadratique  par 

o  =  (a6'—46c'-+-3c»):r*H-(aa'—  3bb'-h  2cc')  xy-h  (a'  b  —  46'c -H  3c'*)xf, 

et  enfin  la  transformée  canonique  par 

F  =  AX*  +  5BX*Y-hioCX»Y»-hioC'X*Y»-h5B'XY*-+-A'Y*. 

Cela  posé,  puisque  le  covariant  quadratique  de  F  se  réduit  par 
hypothèse  à  l'expression  XY  y/Â,  nous  aurons,  entre  les  coeffi- 
cients de  F,  les  relations  suivantes  : 

\B'—  4BC'-h3C*  =  o,   AA'— 3BB'-t-2CG'=v/Â,   A'B  —  4  B'C  +  3C'«  =  o, 

et  c'est  sous  ces  conditions  qu'il  nous  faut  obtenir  l'expression  la 
plus  générale  d'une  fonction  entière  des  coefficients  de  F,  qui  ne 
change  pas  en  y  faisant  la  substitution 

X  =  o>rlf        Y---i£. 

Une  analyse  plus  longue  que  difficile,  et  que  je  n'ai  pas  encon? 
assez  simplifiée  pour  l'exposer  ici,  mTa  donné  les  propositions  sui- 
vantes : 

i°  Toute  fonction  entière  des  coefficients  A,  B,  C,  . . .,  qui  ne 
change  pas  quand  on  transforme  F  par  la  substitution 

est  nécessairement  de  degré  pair. 

20  Désignant  par  y.  ce  degré,  si  l'on  a 

\l  =  o  (mod  4)> 

H.  -  I.  ao 
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V  expression  la  plus  générale  d'une  telle  fonction  sera 

I  =  e(AA',  BB',  CC), 

8  étant  homogène  et  de  degré  ^ijl. 

3°  Si  l'on  a 

H  =  2  (mod4), 

V expression  la  plus  générale  sera 

I  =  (ACB'»-A'C'B*)e1(AA',  BB',  CC), 

©i  étant  une  jonction  homogène  de  degré  ±  p  —  2. 

De  cette  dernière  proposition  découle  immédiatement  l'existence 
d'invariants  de  degré  impairement  pair,  pour  les  formes  du  cin- 
quième degré;  en  effet,  si  nous  considérons  l'expression 

ACB's-A'C'B*, 

qui  change  de  signe  par  la  substitution 

X  =^=  cor,,         Y  = £, 

il  résulte  du  théorème  établi  dans  la  section  III  que,  en  la  mul- 
tipliant par  y/Â,  le  produit  sera  nécessairement  de  la  forme  -ki 
I  étant  un  invariant  def(Xjy)  ;  on  a  donc 

I  =  A*v/À(ACB'*  -  A'C'B')  =  (A A'-  3  BB'-+-  2CC')S*+I(ACB'«  —  A'C'B*), 

ce  qui  est  une  fonction  de  degré  impairement  pair,  quel  que  soit 
l'entier  k,  par  rapport  aux  coefficients  de  F,  et  par  suite  par  rap- 
port à  ceux  de  /*,  comme  on  la  reconnaît  avec  une  légère  attention. 
Mais  il  nous  faut  encore  approfondir  la  nature  de  ces  quatre  quan- 
tités 

AA',    BB',     CC,     ACB'»-A'C'B», 

qui  viennent  s'offrir  comme  éléments  simples  dans  l'expression 
générale  des  invariants  des  formes  du  cinquième  degré.  C'est  l'ob- 
jet des  considérations  qui  vont  suivre. 
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SECTION  V. 
Des  covariants  similaires. 

Revenant  au  cas  général  des  formes  de  degré  quelconque /(#, }  ) 
qui  ont  un  covariant  quadratique,  soit,  comme  plus  haut, 

F  =  AX'«  +  mBX"'-'Y+...+  mB'XY"«-»  -h  A'Y'«, 

la  transformée  à  laquelle  nous  avons  donné  le  nom  de  forme  ca- 
nonique. Par  définition  même,  le  covariant  quadratique  de  F  sera 
simplement  XY y/A;  cela  posé,  nous  réunirons  par  la  dénomina- 
tion commune  de  covariants  similaires  de  y  ceux  qui  jouissent  de 
cette  propriété,  qu'en  y  faisant  la  substitution  par  laquelle  /de- 
vient F,  leurs  coefficients  reproduisent  toujours,  à  un  facteur  nu- 
mérique près,  les  quantités  A,  B,  . . .,  B',  A',  multipliées  par  une 
puissance  de  y/A.  Cette  définition  dépend  essentiellement  du  co- 
variant quadratique  en  x  et  y,  qu'on  prend  pour  base  de  la  réduc- 
tion à  la  forme  canonique,  de  sorte  qu'on  parviendra  à  un  groupe 
différent  de  covariants  similaires  en  employant,  pour  la  réduction 
à  la  forme  canonique,  un  covariant  quadratique  en  x  et  y,  mais 
d'un  autre  degré  par  rapport  aux  coefficients.  Pour  fixer  les  idées, 
nous  ne  considérerons  que  les  groupes  se  rapportant  aux  covariants 
quadratiques  dont  nous  avons  en  commençant  établi  l'existence 
par  la  loi  de  réciprocité,  et  nous  en  donnerons  une  première  série, 
en  nous  fondant  sur  ce  théorème  : 

Soient  <p(x,y)  et  ty(x,y)  deux  covariants  quelconques  de /, 
le  degré  du  second  étant  supposé  non-inférieur  à  celui  du  pre- 
mier, en  faisant 

<p {y,  —  x)  =  QLXP+pfyxP-ty  -*-. .  .-+-p$'xyP~l  H-  a'7/', 

la  forme 

dPty  Q      dt'ty  Q,       dPty  ,  dPty 

sera  encore  un  covariant  def(i). 

(')  En  supposant  9  =  ^  =/»  X.  s'évanouit  identiquement  si  le  degré  de  /  est 
impair,  et  reproduit,  si  le  degré  est  pair,  l'invariant  quadratique  de  M.  Cayley, 
que  nous  trouvons  ainsi  par  une  voie  nouvelle  et  très  simple. 
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Pour  appliquer  ce  théorème,  nous  prendrons  tl  =/,  et  nous 
supposerons  <p  une  puissance  du  covariant  quadratique,  il  viendra 
alors  cette  série 


dx  dy  dx*  dy*  dx*  dy* 

qui  aboutit  à  un  invariant,  si  le  degré  de  F  est  pair,  et  à  un  cova- 
riant linéaire  si  ce  degré  est  impair.  Ce  covariant  linéaire  s'éva- 
nouit identiquement  dans   le  cas  des  formes  cubiques,  car  on  a 

alors 

F  =  AX'-+-  À' Y»; 

mais,  ce  cas  excepté,  il  existe  bien  effectivement.  Prenons  pour 
exemple  les  formes  du  cinquième  degré,  le  covariant  sera  alors 

A(CX-f-C'Y), 

et,  en  supposant  C  =  o,  G  =  o,  on  ne  satisfait  plus  aux  deux  re- 
lations 

AB'  —  4  BC'-h  3  C*  =  o,         A' B  —  <  B'C  -4-  3 C*  =  o, 

qui  seules  existent  entre  les  coefficients  de  F.  J'insiste  sur  ce  poinl 
en  raison  de  la  grande  importance  des  covariants  linéaires  pour  la 
théorie  arithmétique  des  formes  de  degrés  impairs,  dans  laquelle, 
comme  j'essayerai  de  le  faire  voir,  ils  jouent  un  rôle  capital.  Mais, 
jusqu'à  présent,  nous  n'avons  obtenu  qu'un  petit  nombre  de  cova- 
riants similaires;  parle  lemme  suivant  nous  verrons  qu'il  en  existe 
une  infinité. 

Nommons  comme  précédemment  o(x,y)  et  ty(x,y)  deux 
covariants  quelconques  de  la  forme  proposée  f;  les  coefficients 
du  polynôme  homogène  suivant  en  V  et  V 

/,-         Xr<to    î:         vdty\ 

seront  de  nouveau  des  covariants  de  f. 

Nous  ferons  usage  de  ce  lemme  en  supposant  cp  l'un  quelconque 
des  covariants  similaires  précédemment  obtenus,  et  prenant  pouri 
le  covariant  quadratique.  Désignant  alors  par  4>(X,\)  la  trans- 
formée de  <p  par  la  substitution  canonique,  celle  du  covariant  qu-a 
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dratique  ty  étant  dans  le  même  cas  XYy/A,  on  voit  que  les  coeffi- 
cients des  termes  en  U  et  V,  dans  la  forme 

*[X(U-Vv/Â),  Y(U-+-V/Â)], 

seront  effectivement,  d'après  notre  définition,  des  covariants  simi- 
laires. Maintenant  chacun  d'eux,  par  l'application  répétée  du  même 
principe  et  de  celui  qui  est  fondé  sur  la  différenliation,  donnera 
évidemment  naissance  à  une  infinité  d'autres,  tous  compris  dans  la 
même  forme  analytique  simple,  que  nous  allons  indiquer  d'une 
manière  plus  précise.  Soit,  pour  abréger  l'écriture,  d'après  la  no- 
tation ingénieuse  de  M.  Cayley, 

F  =  (A,  B,  C,...,C,  B',  A')(X,Y)«f 

de  sorte  que  la  première  parenthèse  renferme  dans  leur  ordre  les 
coefficients  de  la  forme  ;  donc  les  covariants  similaires  du  même 
degré  que  F,  et  qui  résultent  des  méthodes  précédentes,  seront  de 
la  forme 

*  =  v/I^(aA,  8B,  YG,...,  -TC\-PB\-«A')(X,Y)~, 

ou  de  la  suivante 

*,  =  A*.(«A,  PB,  YC,  ...,  YC,  PB',  aA')(X,  Y)-f 

les  quantités  a,  (3,  y,  . . .  étant  des  constantes  numériques.  Les 
autres  de  degrés  m  —  2,  m  —  4>  •  •  •  sont  de  la  forme 


d\id\i  XV      '    d\id\i 


Celte  remarquable  simplicité  d'expression  que  prennent  par  la 
substitution  canonique  une  multitude  de  covariants  de  la  forme/, 
qu'il  eût  été  impossible  d'obtenir  jamais  en  fonction  explicite  des 
coefficients  de  cette  forme,  justifie,  ce  me  semble,  l'idée  nouvelle 
des  formes  canoniques  que  j'introduis  ici. 
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SECTION  VI. 

Recherches  ultérieures  sur  les  invariants  des  formes 
du  cinquième  degré. 

Notre  point  de  départ  sera  ce  théorème  auquel  conduisent  im- 
médiatement les  considérations  précédentes  :  soient  o  et  cpf  les 
avariants  de/,  qui  deviennent  respectivement  par  la  substitution 
canonique  les  expressions  désignées  ci-dessus  par  ^  et  4>t  ;  ces  co- 
variants  étant  du  même  degré,  on  obtiendra  un  invariant  en  met- 
tant, dans  o (y, —  x),  .  ,/'„__,  au  lieu  de  x'ym~*,  d'après  un  théo- 
rème énoncé  plus  haut. 

De  là  se  tire  une  méthode  très  simple,  dont  nous  allons  faire 
l'application  aux  formes  du  cinquième  degré  pour  exprimer  les 
quantités  AA',  BB',  CC,  ...  au  moyen  des  coefficients  de  la  forme 
proposée.  Posons 

f=(a,  b,  c,  c\  b\  a'){x,y)*', 

le  covariant  quadratique,  dans  le  même  système  de  notation,  sera 

<p  =  (ab' —  \bc'-~-  3  c*,  aa' —  36&'-f-  zcc,  a'  b  —  4  b' c  -+-  3c'*)  (.r*.  xy\  y1). 

et,  en  faisant 

f(\ir-\  &,  U/  +  V  g)  =  (/,/„/■,,  f„  A,  f*)<V.  \>. 

les  diverses  formes  f,  f\,f*,  ...  seront  un  groupe  de  covariants 
similaires,  que  nous  allons  employer  à  la  composition  de  trois  in- 
variants In,  Ii,  I»<  à  savoir  : 

I(»  en  employant/ avec  /j. 
Il  i<L  /a. 

I*  "I.  /,. 

Ces  invariants  seront  respectivement  des  degrés  4*  8,  i  *>.,  car  il  est 
aisé  de  voir  que  les  covariantsy"i,/3,/5  sont  des  degrés  3,  7  et  1  1 . 
Cela  posé,  nommons  F,,  F3,  F5  leurs  transformées  respectives  par 
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la  substitution  canonique,  on  aura  très  facilement  ces  expressions 

F   =(A,B,C,C',B',A')(X,Y)», 
-F,  =  (A,  |B,  ,JC,  _iC'f  -fB',  -  A')(X,  Y)»/Â, 

-  F,  =  (A,  -  }B,  -  1G,  ±C,  £B',  -  A')(X,  ¥)•  ^ 

-  F,  =  (A,  -  B,  C,  -  C',  B',  -  A')(X,  Y)*  /Â* 

d'où  l'on  déduira 

(  I0  =  a  v'I  (AA'  —  3BB'h-  2CC)  =  2 A, 
(I)  •   Ii  =  «2V/Â»(AA'-hBB'~2GC')î 

(  I,  =  2  v/Â»  (AA'h-  5BB'-+-  10CC). 

Voici  donc  un  moyen  d'obtenir  explicitement,  par  les  coeffi- 
cients de  f,  les  trois  quantités  AA',  BB',  CC,  car  le  déterminant 
relatif  aux  équations  précédentes  est  différent  de  zéro  et  égal  à  2e. 
Mais  les  expressions  générales  données  (Section  IV)  contiennent 
en  outre  la  quantité  ACB'2  —  A'C'B2,  que  nous  obtiendrons  de  la 
manière  suivante  : 

Considérons  les  covariants  similaires  ayant  pour  transformées 
canoniques 


dXdY  d\*d\* 

en  formant  le  cube  du  dernier  on  parviendra  aux  deux  formes 

/I(B,  C,C',  B')(X,  Y)», 
cl 

A»(C*,  C*C\  CC'*,  C'»)(X,  Y)', 

d'où  l'on  tire  toujours,  par  le  même  principe,  l'invariant  du  dix- 
huitième  degré  que  nous  nommerons  1, 

I  ^3A»v/MBC'3—  B'C»). 

Mais,  par  les  relations  fondamentales 

AB'  —  4 BC-+-  3 C*  =  o,        A'B  —  4 B'C  -+-  3C*  =  o, 

on  obtient  facilement 

3  (  BC»  -  B'  G»  )  =  ACB'»  -  A'  C'  B», 
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d'où  enfin 

ACB'*—  A'C'B*  =      l 


A'v/Â 


Voici  donc,  d'après  les  formules  de  la  Section  IV,  la  conclusion 
de  notre  théorie  pour  les  formes  du  cinquième  degré  : 

i  °  L'expression  la  plus  générale  des  invariants  de  ces  formes 
dont  le  degré  jx  =  o  (mod  4)  est 


f/Vâ,  -11=,  -h-), 


F  étant  une  fonction  homogène  du  degré  £ja. 

2°  L'expression  la  plus  générale  des  invariants  dont  le  degré 
[ji  =  2  (mod  4)  est 

aV*      \     '  a/a'  a  Va/' 

F!  ^lanl  w/ie  fonction  homogène  de  degré  |  jx  —  2. 

Ainsi  un  invariant  quelconque,  ou  au  moins  son  produit  par 
une  puissance  de  A,  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  des 
invariants  fondamentaux  A,  Ij,  I2,  I  des  degrés  4y  8,  12  et  18.  Car 
les  fonctions  F  et  F,  étant  homogènes,  on  peut  écrire 

1  =  ~h  F( A8'  AI»>  ,J>    et    r  =    iL  a>  F*(AS>  M*> ,*>- 

Nous  voyons  par  là  se  révéler  un  caractère  essentiel  des  formes 
de  degré  supérieur  au  quatrième,  et  qui  consiste  en  ce  que  les  in- 
variants ne  peuvent  en  général  s'exprimer  en  fonction  rationnelle 
d'un  certain  nombre  d'entre  eux  supposés  algébriquement  indé- 
pendants. M.  Cayley,  M.  Sylvester  et  moi  avions  longtemps  pensé 
qu'en  général  les  invariants  des  formes  de  mièmc  degré  devaient 
s'exprimer  par  des  fonctions  entières  de  m  —  2  d'entre  eux,  et 
c'est  même  ce  qui  a  empêché  M.  Sylvester  de  chercher  à  démon- 
trer la  loi  de  réciprocité  dont  il  avait  aussi  présumé  l'existence, 
une  contradiction  nécessaire  s'étant  manifestée  entre  cette  loi  et 
celle  du  nombre  des  invariants  fondamentaux.  Peut-être  cepen- 
dant, s'il  m'est  permis  d'émettre  une  conjecture  sur  un  sujet  si 
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profond  et  si  difficile,  doit-on  penser  qu'il  sera  possible  d'obtenir, 
pour  les  formes  d'un  degré  donné,  un  petit  nombre  de  groupes 
d'invariants  fondamentaux,  types  d'autant  de  séries  générales  don l 
l'ensemble  comprendrait  tous  les  invariants  possibles.  C'est  ainsi, 
par  exemple,  que  l'invariant  du  dix-huitième  degré  que  nous  ve- 
nons d'obtenir  pour  les  formes  du  cinquième  degré  s'offre  comme 
le  type  de  tous  les  invariants  de  degré  impairement  pair  de  ces 
formes.  Sur  ce  sujet  nous  allons  encore  présenter  quelques  obser- 
vations. 

SECTION  VIL 
Recherche  particulière  sur  l'invariant  I  du  dix-huitième  degré. 

Je  me  propose  de  faire  voir  que  le  carré  de  I  est,  non  seulement 
une  fonction  rationnelle,  mais  même  une  /onction  entière  des 
trois  invariants  nommés  A,  I,  et  I2.  Soit,  à  cet  effet, 

K  —  2Î,A-h  2A»  =  3aJ3      et      I,  — '2A*  =  8Jj, 

j'adopterai  pour  invariants  fondamentaux  J2  et  Ja  au  lieu  de  1( 
et  Is,  pour  la  commodité  des  calculs;  et  les  équations  (I)  de  la  Sec- 
tion VI  donneront  ces  expressions  très  simples 

CC'=-j4.         BB'=J'-±i^,         AK'saiJ±liJ^±^. 

/a*  /a*  /â* 

Cela  posé,  nous  partirons  de  la  relation  suivante  : 

i6(ACB'«  —  A'C'BV  =  (AA'BB  —  iGBB'CC—  gC^C'*)»  —  a4*BB'C»C», 

qu'on  trouvera  identique,  en  vertu  des  équations  fondamentales 
qu'on  a  entre  les  coefficients  de  la  forme  canonique,  savoir  : 

AB'  —  4  BC'-h  3 G*  =  o,        A'B  —  4B'C  -+-  3C*  =  o. 

On  peut  effectivement  d'abord  l'écrire  ainsi 
24,BB/G»G'»  =  (AA'BB'-i6BB'CG'-9C*C'»)»-i6(ACB'«  —  A'C'B*)*, 

ou,  en  décomposant  en  produit  la  différence  des  carrés, 

24»BB'C*C'*=      [AA'BB'—  i6BB'CC- gC'C'-h  4(ACB'*  —  A'C'B»)] 
x[AA'BB'-i6BB'CC'-9C*C'*-4(ACB'*  —  A'C'B»)]. 
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Maintenant  les  équations 

3C*  =  4BC— AB\        3C'^  4BG  —  A'B, 

donneront,  si  on  les  multiplie  membre  à  membre, 

<)C*C'*  =  iGBB'CC'h-  AA'BB  —  4(ACB'«h-A'C'BV), 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  C2C'2  dans  chacun  des  facteurs, 
on  verra  le  premier  devenir 

8ACB'«  —  3-2  BB'CC'  =  8  B'C(  AB'—  4  BC)  =  —  *\  B'C», 

et  le  second  se  réduire  d?une  manière  semblable  à 

8A'C  B«  -  3aBB'CC'  =  8BC'(  A'B  —  4  B'C)  =  —  *4  BC'*, 

d'où  suit  l'identité  annoncée.  L'expression  du  carré  de 

ACB'2  —  A'C'B* 

étant  alors  ramenée  à  ne  plus  dépendre  que  des  quantités 

AA\     BB',     CC, 

on  trouvera,  par  la  substitution  des  valeurs  de  ces  quantités,  une 
fonction  des  invariants  A,  J2,  J3,  et,  en  chassant  le  dénominateur.     • 

i6A»o(ACB'*-A'C'B*)* 

=  (— 2.JJJ  — i2JjJ3A-*-3JîAî-+-J3Aa-+-J,A*)«-îij*JJ(J1-hJtA). 

Or  il  arrive  que  le  second  membre  contient  en  facteur  A3,  de  sorte 
qu'en  supprimant  ce  facteur  il  viendra 

iGA"(ACB'2  —  A'C'B*)*  =  16I» 

=■-  —  ^4 J 3 (  > J 5  -+-3J}  )-^3AJ4(JJi  —  >Ol)—  i8A'J|Js 

-+-  &(}\  -+-6J5)-h9.J2J3A^-+-J|A*ï 

ce  qui  esl  une  fonction  entière  des  trois  invariants  fondamentaux 
A,  J2  et  J3  (*'). 


('  )  Dans  ics  Sections  VI  et  VII  nous  avons  fait  quelques  changements  en  em- 
ployant de  suite  les  notations  dont  M.  Hermite  se  sert  dans  la  suite  du  Mémoire. 
Kn  outre,  la  revision  complète  des  calculs  faite  par  M.  Stouflf  nous  a  conduit  à 
modifier  certains  coefficients  numériques.  E.  P. 
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SECONDE  PARTIE. 


Depuis  que  la  première  Partie  de  ces  recherches  a  été  terminée, 
encouragé  par  la  manière  si  bienveillante  dont  elles  ont  été  ac- 
cueillies par  mon  ami  M.  Sylvester,  j'ai  repris  avec  une  nouvelle 
ardeur  l'étude  algébrique  des  formes  du  cinquième  degré,  et  je 
vais  y  consacrer  cette  seconde  Partie  de  mon  travail  en  réservant 
en  dernier  lieu  les  considérations  arithmétiques  que  j'ai  annoncées 
dans  Tlntroduction.  C'est  sur  une  notion  analytique  nouvelle,  celle 
des  formes-types,  qui  sera  tout  à  l'heure  exposée  en  détail,  que  se 
foudent  les  résultats  nouveaux  que  j'ai  obtenus.  Celte  notion  est 
essentiellement  propre  aux  formes  de  degrés  impairs,  avec  la  seule 
exception  des  formes  cubiques  qui  y  échappent  comme  un  cas  sin- 
gulier. Pour  les  formes  de  degrés  pairs  il  existe  quelque  chose 
d'analogue,  mais  qui,  jusqu'à  présent,  ne  s'est  présenté  à  moi  que 
d'une  manière  plus  compliquée.  Aussi  en  parlerai-je  seulement 
pour  remarquer  que  les  formes  biquadratiques  font  alors  excep- 
tion, de  sorte  que  les'  formes  des  premiers  quatre  degrés,  pour  des 
raisons  diverses,  doivent  être  considérées  comme  présentant  des 
cas  singuliers  dans  les  théories  générales  qui  ont  pour  objet  les 
fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées.  C'est  donc,  au  seul 
point  de  vue  algébrique,  un  champ  plus  vaste  et  plus  fécond  de 
recherches,  qui  s'ouvre  à  partir  des  formes  du  cinquième  degré, 
où  l'on  voit  apparaître  le  rôle  curieux  d'éléments  analytiques,  qui 
n'existent  pas  pour  les  formes  de  degrés  inférieurs.  D'ailleurs  c'est 
dans  les  méthodes  simples  et  faciles  qui  se  présentent  dans  cette 
étude  qu'est  l'avenir  de  la  science  algébrique,  car  elle  seule  peut 
donner  les  éléments  qui  distinguent  et  caractérisent  les  divers 
inodes  d'existence  des  racines  des  équations  générales  de  tous  les 
degrés.  J'espère  que  cette  dernière  considération  recevra  sa  sanc- 
tion de  ce  que  nous  allons  développer  en  particulier  sur  les  formes 
du  cinquième  degré. 
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SECTION  I. 
Des  formes-types. 

La  notion  des  formes-types  repose  sur  l'existence  des  covariant* 
linéaires,  dont  il  a  été  déjà  fait  mention  précédemment,  et  qu'on 
obtient  de  la  manière  suivante  : 

Soit,  en  employant  la  notation  de  M.  Cayley, 
/=(a,  b,  c,  ...,  c\  b\  a)(x,y)'»y 
une  forme  de  degré  impair, 

6  =  \ab'  —  (m  —  i)  bc'-h.. ., 

aa' — (/n  —  'i)bb' -h. . .,  ba'  —  (  m  —  i)  b' c  -h. . .  ]  (a:*,  xy,y*), 

le  covariant  quadratique  de/,  et  A  l'invariant  de  û.  Nommons  S  la 
substitution  au  déterminant  un  et  aux  variables  X,  Y,  qui  trans- 
forme ô  en  y/Â.XY;  cette  même  substitution,  faite  dans  la  pro- 
posée /,    donnera  ce  que    nous   avons  nommé  la  transformée 

canonique 

F=(A,B,C,  ...,C,  B',  A')(X,Y)'«. 

Ainsi  le  caractère  essentiel  de  la  forme  canonique  F  est  que  le 
covariant  0,  analogue  à  0,  se  réduise  à  y/AXY;  les  coefficients  A. 
B,  ...  sont  donc  liés  par  les  relations 

(x)       AB'-(m-i)BG'+...=  o;  V  B  —  (m  —  i)  B'G  H-. .  .=  o. 

Ceci  rappelé,  voici  comment  s'obtient  un  covariant  linéaire  a 
de  la  forme  y.  Elevons  6  à  la  puissance  de  \(/n  —  i),  ce  qui  don- 
nera un  covariant  du  degré  m — i  en  x  ely,  puis  mettons  y  el 
—  x  au  lieu  de  x  et  y\  cela  fait,  en  remplaçant  un  terme  quel- 
conque x*y§,  lydr  ZfTdS9  on  obtiendra,  comme  on  sait,  encorr 
un  covariant  de  /,  et  ce  covariant  sera  bien  du  premier  degn;. 
Mais  il  est  essentiel  d'établir  qu'il  ne  s'évanouit  pas  identique- 
ment. Soit,  à  cet  effet,  A  la  transformée  de  X,  par  la  substitution  S; 
on  aura 


a=y/(>-")— r-rf— 


dx*  dy* 
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supposant  donc 

r  =  GX-*-G'Y, 


A  ne  pourra  s'évanouir  identiquement  qu'autant  qu'on  aura 
G  =  o,  C  =  o,  mais  ces  relations  ne  vérifient  pas  les  équa- 
tions (i),  sauf  le  cas  des  formes  cubiques.  Dans  ce  cas,  en  effet, 

ayant 

F  =  (A,B,  B',  A')(X,Y)3, 
A  sera 

6/i(BX-+-B'Y), 
mais  les  relations  (  i  ) 

AB' -  B»  =  o,         A' B  —  B*  =  o 
exigeront  que  B=  o,  B'  =  o.  On  en  déduit  effectivement 

AA'BB'  =  B*B'«, 
d'où 

BB'(AA'—  BB')  =  o. 

Si  donc  le  produit  BB'  n'est  pas  supposé  nul,  il  faut  qu'on  ail 

AA' —  BB'=o,  ce  qui   conduit  à  la   conséquence  absurde   qui» 

l'invariant 

(A.V— BB')f  —  4(AB  —  B*)(A'B-B'*) 

de  la  forme  cubique  est  égal  à  zéro.  Les  covariants  linéaires  n'ont 

donc  d'existence  effective  qu'à  partir  des  formes  du  cinquième 

degré 

/=(a,  6,  c,  c',  U,  a!){x,yf, 

mais  pour  ces  formes  il  y  en  aura  un  nombre  infini,  dont  les  degrés, 
par  rapport  aux  coefficients  a,  6,  c,  . . .,  seront  la  série  des  nombres 
impairs,  5,  7,  9,  .... 

Le  covariant  du  cinquième  ordre  sera  celui  que  nous  venons 
d'obtenir  et  dont  le  transformé  par  la  substitution  S  est 

îaoA(CX-hC'Y); 

le  covariant  du  septième  ordre  résultera  du  précédent,  en  y  rem- 

1  dv  uQ        |«  ?    1         * 

plaçant  x  et  y  par  -7-  et  —  -7-;    d  autres  pourront  s  obtenir  en 

multipliant  les  précédents  par  des  invariants  dey*.  En  se  bornant 
à  prendre  pour  multiplicateur  une  puissance  de  A,  ou  obtiendra 
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ainsi  des  covariants  linéaires  dont  les  degrés  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  /  seront  les  nombres  ^n-\-  5  et  4^4-  7,  c'est-à-dire  la 
série  des  entiers  impairs  à  commencer  par  5.  Nous  en  conclurons 
par  la  loi  de  réciprocité  que  toutes  les  formes  dont  les  degrés  sont 
des  nombres  impairs  à  partir  de  5  possèdent  un  covariant  linéaire 
du  cinquième  degré  par  rapport  à  leurs  coefficients,  et  il  est  très 
facile  d'établir  qu'elles  n'en  possèdent  pas  dont  les  degrés  soient 
au-dessous  de  cette  limite.  Mais  pour  abréger  j'omettrai  ce  détail, 
et  j'arrive  immédiatement  à  la  définition  des  formes-tjpes.  Soient, 
à  cet  effet,  A  et  X,  deux  covariants  linéaires  distincts  pour  une 
même  forme  y";  désignons  par  S  la  substitution 

À  =  ?,        Xi  =  r„ 

et  par  <I>  la  transformée  de /en  ç  et  râ.  Je  dis  que  les  coefficients 
de  cette  forme  <&  seront  tous  des  invariants  de  /. 

Pour  le  démontrer,  voyons  ce  que  deviennent  les  opérations 
précédentes  en  prenant  pour  point  de  départ  une  forme  y7,  trans- 
formée de /par  une  substitution  quelconque  S.  Soit  8  le  détermi- 
nant relatif  à  cette  substitution  S,  X'  et  X't  les  covariants  analogues 
à  X  et  X,.  En  multipliant  par  des  puissances  convenables  de  i, 
par  exemple  oa  et  oP,  chacune  des  équations 

v  =  r, 

il  résulte  de  la  nature  même  des  covariants  que  les  premiers 
membres  pourront  alors  être  censés  provenir  du  résultat  de  la  sub- 
stitution S  dansX  et  X,.  Ainsi  par  rapport  aux  quantités  3*!;',  SPr/, 
la  substitution  S'  analogue  à  S,  c'est-à-dire  la  substitution  par 
laquelle  3a£'  et  oPr/  s'expriment  en  x1  et  y' ,  sera  If=  ES,  et  son 
inverse,  qu'il  faudra  effectuer  dans  /',  sera  2'""1  =  S""1  S~~!.  Or  on 
voit  qu'en  effectuant  en  premier  la  substitution  S"1,  /'  redevient/, 
et  qu'en  faisant  ensuite  la  substitution  S"1  on  est  ramené  précisé- 
ment à  la  forme  <É>,  par  rapport  aux  indéterminées  3a£',  5?t/.  De  là 
résulte  que  les  coefficients  des  formes  <É>,  relatives  à  /,  et  à  une 
transformée  de  /,  ne  diffèrent  que  par  des  facteurs  qui  seront  des 
puissances  du  déterminant  de  la  substitution;  ces  coefficients 
seront  des  invariants  de  /;  et  c'est  pour  cette  raison  que  nous 
donnons  à  <É>  la  dénomination  de  /orme-type. 
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SECTION  II. 
Calcul  de  la  forme-type  du  cinquième  degré. 

La  définition  que  nous  venons  de  donner  ne  spécifie  pas  les 
covariants  linéaires  qu'il  faut  employer  dans  la  substitution  qui 
conduit  aux  formes-types  ;  il  suffit  que  ces  covariants  soient  bien 
distincts,  c'est-à-dire  que  le  déterminant  relatif  à  la  substitution 
effectuée  soit  différent  de  zéro.  Mais  dans  le  cas  des  formes  du 
cinquième  degré,  que  nous  allons  étudier,  nous  ferons  choix  des 
deux  covariants  linéaires  les  plus  simples,  qui  sont  respectivement 
du  cinquième  et  du  septième  degré  par  rapport  aux  coefficients 
de  la  forme  proposée.  En  effectuant  dans  ces  covariants  la  sub- 
stitution S  qui  transforme  /  dans  la  forme  canonique  F,  ils 
deviendront 

X  =  12oA(CXh-C'Y),        X,  =  iaoA/ï(CX  — C'Y), 

expressions  très  simples,  qui  nous  conduisent  à  faire  le  calcul  de 
la  forme- type,  en  opérant  sur  la  transformée  canonique  F,  ce  qui 
est  permis,  puisqu'on  parviendra  identiquement  au  même  résultat 
en  prenant  pour  point  de  départ  toute  transformée  de  /,  par  une 
substitution  au  déterminant  un.  Cela  posé,  ayant 

F  =  (A,  B,C,C',B',A')(X,Y)*, 

nous  ferons,  en  supprimant  un  facteur  numérique, 

A(CX  -+-  C  Y)  =  Ç,         A  /À  (CX  -  C'Y)  =  r„ 

et  si  nous  représentons  la  transformée  en  £  et  t[  par 

♦  =  (31,  *,  «,€',»',  *')({,  7))», 

il  viendra  ces  expressions, 

%  =  — ^r—  (  AC -h  A' C* -f-  5 BCC*  +  5B'G'C*+  20 O C» ), 

\  1  L1L1  A  )* 

*  = ? (AC'5—  A'C3-t-3BCC'*—  3B'C'CM, 

(sCC'A)*/* 


C  = 


=  (2CC,A)»A(AC''+A,C<+BCCU+B,CC'"jCiC,3)> 


S>0  («LIVRES   DE  CHARLES   II  ERMITE, 

et 

C'=  - ~  (  AC'5  -  A'C*  —  BC<7*-+-  B'C'C*  ), 

(2GC'A)3/Â» 

B'  =  —--1— —  (  AC/*-H  A'C*---  :j1H:C'v-  3B,C'C*h-4C»C,»)i 
(•PtCG  A)-» A2 

*'=  ! (AG'*- A'C*— 5BGC'*-+-5B'G'C*). 

D'après  les  théorèmes  donnés  au  commencement  de  ces  re- 
cherches, on  reconnaît  tout  de  suite  qu'elles  sont  bien,  comme 
nous  l'avons  annoncé,  des  invariants  de  la  proposée  y,  et  qu'elles 
s'exprimeront  rationnellement  par  les  fonctions  que  nous  avons 
nommées  A,  J2,  J3,  et  par  l'invariant  du  dix-huitième  ordre  I. 
Mais  ici  se  présente  cette  circonstance  importante,  qu'elles 
contiendront  en  dénominateur  le  seul  invariant  J3,  sans  qu'on  y 
voie  figurer  A,  comme  on  pouvait  s'y  attendre  d'après  la  théorie 
générale.  Pour  le  faire  voir,  rappelons  d'abord  ces  relations  qui 
existent  entre  les  invariants  et  les  coefficients  de  la  forme  cano- 
nique, savoir  : 

AV  --=  J_(j3-h3AJi  '-A3>, 


BB'  =      ' 


— -(J3-AJ,), 

V'A* 


v'a- 

AGB'  —  A'CBt-  J L  |. 

/A' 

Nous  en  déduirons  les  valeurs  des  quantités  AC*  db  A'C5  et 
BC'3±B'C%  qui  figurent  dans  les  coefficients  A,  B,  ...,  par  les 
équations  suivantes  : 

36fAC'5H-A'G*) 

=  (AV-+-i6CC  )(AVBB  --16BBCG  —  9  G*  G'*)  —  64  AA'BB'GC, 
i2(BG'*-+-  B'C^rs  —  AA'BB'-H  16BBGC-+- gG'G'*, 
9(AG'5-  V(>)  =  (1OCC--  AA')(ACB'«  —  A'C'B*), 
3CBG'  —  B'Oh  =  AGB'i—  A'C'B». 

Ces  équations  deviennent  effectivement  identiques,  en  vertu  des 


I 
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relations  fondamentales  qui  lient  les  coefficients  de  la  forme  cano- 
nique, savoir  : 

AB'  —  4  BC  -h  3  G*  =  o,         A'  B  —  4  B'  C  -h  3  C*  =  o. 

Quant  à  la  méthode  très  facile  par  laquelle  on  les  obtient,  je 
pense  pouvoir  la  supprimer  pour  abréger,  car  elle  se  présentera 
d'elle-même  au  lecteur  qui  se  sera  bien  pénétré  des  principes  de 
ces  recherches.  On  en  déduit 

31'=  ! —  (CC'-AA'KACB'*-A'C'B«)=  —  I  AL±^il, 

(a CC A)* /A»  2'Jf 

C'=  ! —  (i3CC—  AA')(ACB'»-A'C'B«)  =  —  1  **-+-*  A  Ja- 12  J, 

(aCC'A)»|/A»  afJJ 

B  = l- =  (25 GC  —  AA')(ACB'*—  A'C'B*)  =  -  I  ^_±2^!i^z2i^il . 

(*CC'A)»/Â  a*JJ 

Le  calcul  des  trois  autres  coefficients  est  un  peu  plus  difficile 
et  donne  pour  résultats 

36B'=7-7^T-rTT[— 8iC»C'»-+-ii2BB,C«C'*  — 9AA'C«G'« 
(  2  CC  A)SA* 

—  23  AA'  BB'CC  -h  A*  A'»  BB'] 

=  ^ÏT[A5ji-+-AU3H-6A3j|-i5A*JîJ3-3A(ioJî-3Jî)-5iJ,Jn. 

2-'J3 

M\€=     )GC1A  .A  [-26iC*C'»-f-3oiBB'C*C'*-9AA'C*C* 

—  35AA'BB'CC'-h  A»A'*BB'] 

=  _LT[A«Jî4-A*Jï-+-6AUl-27AUîJ,-3A«(i4Jî-3J}) 
2  j3 

—  9oAJ,J|-+-i44  J,JJ], 

*f>*  =  '       5  f7nC3C'3-+-49<>BB'CïC'»  — 9AA'C»C'« 

—  47AA'BB'CC'-+-A*A'*BB'J 

=  ïi^7[^7Ji-+-A6J3-H6A»Jï-39A*JîJ1— 9A»(6J|-J») 

—  i26A«J,J|h-288AJ,JJ  h- 1  i5aJ}  |. 

Ainsi,  il  est  démontré  par  le  calcul  que  les  coefficients  de  la 
forme-type  deviennent  des  fonctions  entières  des  quatre  inva- 
riants fondamentaux  lorsqu'on  les  multiplie  par  JJ,  et  c'est  là  une 
remarque  qui  nous  conduira  plus  loin  à  des  conséquences  impor- 
tantes. 

H.  -  I.  21 
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SECTION  III. 

L'équation  générale  du  cinquième  degré  est  ramenée  à  ne  dépendre 
que  de  deux  paramètres. 

Ce  résultai  suit  immédiatement  de  l'expression  de  la  forme-type 
que  nous  venons  d'obtenir.  Qu'on  fasse,  en  effet, 

et  Ton  pourra  écrire 

5^o ?  fco>  •  •  •  j  désignant  respectivement  ce  que  deviennent  les  numé- 
rateurs dans  51,  ï,  ...,  quand  on  y  remplace  A,  J2,  J,  par  i ,  K,  K'. 
Nommons  de  même  I0  ce  que  devient  alors  l'invariant  I,  il  est 
clair  qu'il  suffit  de  mettre  r,l0y/A,  au  lieu  de  r\,  pour  ramener 
l'équation  0  =  o  à  contenir  seulement  les  deux  paramètres  K 
et  K'.  Et  s'il  arrive  que  A  soit  une  quantité  négative,  la  réduction 
sera  aussi  bien  obtenue  en  remplaçant  râ  par  râI0^/ —  A  ;  c'est  la 
seule  quantité  irrationnelle  qui  figure  dans  la  substitution,  et  il  est 
aisé  de  voir  que  l'irrationnelle  !<>V  A  disparaîtra  dans  l'équation 
transformée,  de  sorte  que  K  et  K/  entreront  rationnellement  dans 
le  résultat.  L'équation  à  laquelle  nous  mène  ainsi  la  notion  des 
formes-types  n'a  pas  la  simplicité  apparente  de  la  réduite  de 
l'équation  du  cinquième  degré  qu'a  obtenue  Jerrard,  mais  elle 
met  en  évidence  les  fonctions  des  coefficients  dont  dépend  essen- 
tiellement la  nature  des  racines,  et  tandis  que  l'ingénieuse  décou- 
verte du  géomètre  anglais  est  restée  jusqu'ici  stérile,  nous  allons 
pouvoir  immédiatement  tirer  d'importantes  conséquences  de  notre 
transformée. 
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SECTION  IV. 

Les  invariants  de  tous  les  degrés  des  formes  du  cinquième  degré 
80 nt  des  fonctions  entières  des  quatre  invariants  fondamentaux 
A,  Jî;  J3  et  I. 

Dans  la  première  Partie  de  ces  recherches,  j'ai  obtenu  pour 
les  invariants  dont  le  degré  est  =  o  ou  =  2  (mod  4)  les  expres- 
sions générales 

e0(J3,AJt,A>)  ie^Aj,,*») 

À> et    âé ' 

où  entre  en  dénominateur  une  puissance  de  A;  mais  on  peut  aller 
plus  loin  et  parvenir  à  des  expressions  entières  par  la  considéra- 
tion de  la  forme-type.  En  effet,  <ï>  étant  une  transformée  de/,  par 

une  substitution  linéaire  au  déterminant  — =-,  comme  il  est  aisé  de 

2J3 

le  voir,  tout  invariant  de  f  s'exprime  au  moyen  d'une  fonction 
semblable  des  coefficients  de  <É>,  multiplié  par  une  certaine  puis- 
sance de  J3.  Mais  ces  coefficients  de  la  forme-type  sont,  comme 
nous  l'avons  établi,  des  fonctions  entières  des  invariants  fonda- 
mentaux divisées  par  une  puissance  de  J3;  donc  déjà,  tout  inva- 
riant de  la  forme  proposée  est  une  fonction  entière  des  invariants 
fondamentaux,  ou  au  moins  une  pareille  fonction  divisée  par  une 
puissance  de  J3.  Distinguant  maintenant  les  deux  cas  où  le  degré 
des  invariants  est  =  o  ou  =2  (mod  4),  nous  reconnaîtrons  bien 
aisément  que  l'expression  générale 

F(A,  J,,  Ja,  I) 

Jî ' 

où  F  est  une  fonction  entière,  se  réduit  dans  le  premier  à  la  forme 

Ho(A,  Jt>  J,) 

et  dans  le  second  à  la  forme 

IHi(*,Jf>  Ji) 
n~  ' 

H0  et  Hi  étant  pareillement  des  fonctions  entières.  Cela  suit,  en 


3*4  «CV1ES  DE  CBAELE3  BE1MIT*. 

effet,  de  ce  que  le  carré  et  les  puissances  paires  de  l'invariant  I  du 
dix-huitième  degré  s'expriment  en  fonction  entière  de  A,  J3  et  Js. 
^  oici  donc,  par  exemple,  pour  les  invariants  dont  le  degré  est 
multiple  de  4,  deux  expressions  différentes  qui  doivent  être  égales  : 

etfJ».AJf.  A'i  H»«A.  J,.  J,», 

or  les  trois  quantités  A,  J3,  J3  qui  v  figurent  n'ont  entre  elles  au- 
cune relation  et  doivent  être  considérées  comme  absolument  indé- 
pendantes; l'égalité 

H0(A,  Jt.  }%)  =  e0fJ„  AJlt  A») 
i'%  & 

entraîne  donc  que  H0  est  divisible  par  J*  et  0  par  A*,  c?est-à-dire 
que  les  invariants  en  question  s'expriment  en  fonction  entière  de 
A,  J2  et  Jj.  Quant  au  second  cas  où  le  degré  est  =  2  (mod  4)>  il 
»e  traite  tout  à  fait  de  même,  car  il  conduit  à  l'égalité 

le^J,.  AJ,,  A»)  =  1H,(A,J,,  J,) 
A^  "  JJ 

qui,  après  la  suppression  du  facteur  I,  coïncide  avec  celle  qu'on 
vient  d'obtenir;  ainsi  donc,  en  général,  tout  invariant  d%une forme 
du  cinquième  degré,  dont  le  degré  par  rapport  aux  coefficients 
est  ™  o  (mod  4)?  est  une  fonction  entière  de  A,  J2,  J3,  et  tout  in- 
variant dont  le  degré  est  i=  x  est  le  produit  d'une  pareille  fonc- 
tion multipliée  par  l'invariant  1  du  dix-huitième  degré.  Les  expres- 
sions suivantes  : 

Sa.A/JÏJ^,  IVa.A'J^, 

où  les  quantités  a  sont  numériques,  représentent  donc  tous  les  in- 
variants des  formes  du  cinquième  degré,  d'où  Ton  voit  qu'il  existe 
autant  d'invariants  linéairement  indépendants,  d'un  degré  donné  m, 
qu'il  v  a  de  solutions  entières  et  positives  de  Tune  ou  l'autre  de 

ces  équations 

\  i  -4-  8  ï  -T-  i  ■>.  i  =  m , 

iS  -t-  U~-  Xi'-hiti"  =  m. 

On  en  conclut,  par  la  loi  de  réciprocité,  que  les  formes  d'un 
degré  quelconque  m  ont  autant  d'invariants  du  cinquième  degré 
par  rapport  à  leurs  coefficients  qu'il  y  a  de  solutions  entières  cl 
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positives  des  mêmes  équations.  Ainsi,  parmi  les  formes  dont  le  de- 
gré est  impairement  pair,  il  faut  aller  jusqu'au  dix-huitième  degré 
pour  rencontrer  un  invariant  du  cinquième  ordre. 


SECTION  V. 

Recherche  particulière  sur  le  discriminant  des  formes 
du  cinquième  degré. 

MM.  Caylcy  et  Sylvester  nomment,  comme  on  sait,  discrimi- 
nant d'une  forme/  le  résultat  de  l'élimination  de  — ,  entre  les  deux 
équations  homogènes 

iL  =  0        &  = 

dx         '  dy 

On  obtient  ainsi  pour  une  forme  de  degré  m  un  invariant  de  degré 
2(m  —  1)  qui,  égalé  à  zéro,  exprime  que /a  un  facteur  linéaire 
élevé  au  carré.  Dans  le  cas  des  formes  du  cinquième  degré,  le  dis- 
criminant est  donc  un  invariant  du  huitième  ordre,  et  qui,  d'après 
la  théorie  précédente,  doit  être  de  cette  forme  aJ2-+-  a' A2,  a  çl  a' 
étant  numériques.  Mais  nous  allons  en  former  l'expression  par  une 
méthode  particulière  et  sans  supposer  les  résultats  généraux  éta- 
blis dans  la  précédente  Section,  dont  nous  voulons  offrir  ainsi  une 
confirmation  dans  un  cas  spécial  très  important  en  lui-même. 
A  cet  effet,  nous  nous  proposerons  généralement  d'obtenir  les  va- 
leurs des  invariants  fondamentaux,  lorsqu'il  existe  un  facteur  li- 
néaire élevé  au  carré  dans  la  forme  proposée,  c'est-à-dire  lorsqu'on 
peut  lui  donner  cette  expression 

/=(o,  o,  «,  b,  c,  d)(x,y)K 

En  observant  qu'on  peut  mettre  x  -f-  ky  au  lieu  de  x  sans  que 
les  deux  premiers  coefficients  cessent  d'être  nuls,  disposons  de 
cette  quantité  k  de  manière  à  faire  évanouir  le  coefficient  de  xy 
dans  le  covariant  quadratique  8.  Nous  aurons  ainsi  une  transformée 

/t  =  (o,  o,  au  btl  c,,  dl)(x,y)^ 

et  il  faudra  que  les  nouveaux  coefficients  vérifient  la  condition 
a s  bK  =  o.  Comme  nous  ne  voulons  point  admettre  de  facteurs  li- 
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néaires  à  la  troisième  puissance,  il  faudra  faire  bt  =  o,  et,  si  l'on 
écrit  ainsi  fK  sous  la  forme 

A  =  (°>  o,  —,  o,  ^  ,  e  j  (*,  y)*, 
le  covariant  8  sera 

°"  SiVSî- Ai";* 

ce  qui  nous  conduit  à  remplacer  encore  -  et  j-  par  X  et  Y.  Nous 
trouverons  de  la  sorte  cette  transformée  des  formes  à  facteur 
linéaire  double 

où  p  et  q  sont  des  constantes  quelconques,  et  qui  a  pour  cova- 
riant quadratique 

45i!(X._Y.). 

Cela  étant,  il  suffira  de  mettre  X  +  Y  et  X  —  Y  au  lieu  de  X  et  Y 
pour  obtenir  la  transformée  canonique,  qui  sera 

F  =  />(X-Y)*h-?(X  —  Y)«(X  +  Y)[3(X-Y)«  +  8(X  +  Y)«], 
=  p(  X  —  Y  )*  -+-  q  (  X  —  Y  )«  (  X  h-  Y  )  (  il  X*  h-  i  o  XY  -H  1 1  Y»  ), 
=  (/>-mi<7,  —  /?  —  \q,p-<l,  —  />  —  ?,/>  —  l<7>  —  /,  +  "y)(X,  Y)*. 

Voici  donc  en  fonction  des  deux  indéterminées  p  elq  les  valeurs 
suivantes,  propres  au  cas  d'un  facteur  linéaire  élevé  au  carré  dans 
la  forme  proposée,  savoir  : 

A  A'  =  —  />*  -f-  m  ?*,     BB'  =  —  />*  -+-  ^  ?*,     GC  =  -  p*  -+-  ?', 

ACB's-  A'C'B*  =  Y-^(V*-*-7f)- 
On  en  tire 

d\>ù  cette  conclusion  importante 

A5 -h  *jt7Js  =  o. 

Le  discriminant  des  formes  du  cinquième  degré  est  donc  obtenu, 
puisque  nous  avons  un  invariant  du  huitième  ordre  A2  -f-  aT  Ja  qui 
s'évanouit  lorsqu'on  suppose  deux  racines  égales  dans  ces  formes. 
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et  il  se  présente  bien  sous  la  forme  valide  d'après  notre  théorie 
générale.  Exprimé  par  les  coefficients  de  la  forme  canonique,  il  a 
cette  valeur 

discriminant  =  A*  -+-  27J2  =  |/Â»(AA'-+-  I25BB'  —  126CC), 

de  sorte  qu'on  a  un  procédé  arithmétique  facile  pour  calculer  dans 
un  cas  donné  cette  fonction  si  importante.  Remarquons  encore, 
avant  d'aller  plus  loin,  la  quantité 

25AS-u»iJ3, 

qui  s'évanouit  si  la  forme  proposée  contient  deux  facteurs  linéaires 
différents  élevés  chacun  au  carré.  Si  l'on  cherche,  en  effet,  le  dis- 
criminant de  la  forme  cubique 

=  />(X-  Y)»-t-?(X-#-  Y)(uX*  +  ioXY-hiiY*), 


(X-Y)' 


on  le  trouvera,  abstraction  faite  d'un  facteur  numérique,  égal  à 
<72(a/>2  -f-  <y2)  et,  d'après  les  relations  précédentes,  cette  valeur 
s'exprime  ainsi 

25A>  —  2"J3 

25      3. 2"  A*      * 

Dans  un  instant  nous  allons  reconnaître  le  rôle  important  que 
joue  cette  quantité  (!). 

SECTION  VI. 

Expression  par  les  invariants  fondamentaux  du  nombre  des  racines 
réelles  et  imaginaires  de  tonte  équation  du  cinquième  degré. 

La  possibilité  d'un  pareil  résultat  est  une  conséquence  immé- 
diate de  ces  deux  propriétés  de  la  forme-type,  d'être  une  trans- 
formée par  une  substitution  réelle  de  la  forme  proposée,  et  d'avoir 
pour  coefficients  des  invariants.  Mais  on  sent  combien  il  y  a  loin 
d'une  telle  possibilité  à  un  résultat  effectif;  aussi,  depuis  l'époque 


(')  Dans  le  cas  d'une  forme  contenant  au  cube  un  facteur  linéaire,  tous  les 
invariants  s'évanouissent,  comme  cela  résulte  d'un  théorème  général  donné  par 
mon  ami  M.  Cayley  dans  le  Journal  de  C relie. 


■-«ù  \*:  'y.  =.zLXi>7Titir  lotr  it  rc-aii-^f  i>i*  celte  vue  à  mon  an 
M-  >v'tw.«.  iTkiw.*  S^^e^  i'-tll-K"  pîws  loin,  l'application  <h 
thé-:*f*-=.*  ■>-  M.  Sîr^r2.  iVitr:  :»t>  i-rnSckide  sur  l'équation  litté- 
ral* et  o:-2.t-L:-|;-:'*  ■?-:  t-=rà:~.  I*  3>r3e-tvpe  pour  son  premier 
membre. 

La  œèthod*  ^vti/.r-  à  Ii?r2*L>  i ;*  »  suis  parvenu  qu'après 
bien  d*s  effvrU.  je*  se^i-.:*  i*e  ::-*!?**  =aeriter  un  instant  d'atten- 
tion. c*r  elle  offrir*.  si  je  nf  z^r  tre-mpe.  une  étude  algébrique 
complrte  de*  r«<ïne*  de  1  V^~-*:i  .-z>  «craerale  du  cinquième  degré, 
>ou*  le  point  de  vu*  dr  1*  «îisiîn:t:->n  de  ces  racines  comme  quan- 
tité réelle?  et  imaginaires.  î« -rv.j*i*on  attribue  aux  coefficients 
toutes  I**  valeur*  réelle?  possibles.  Je  ferai  précéder  cette  recherche 
de  quelques  lemmes.  afin  de  ne  pas  interrompre  par  la  suite  Tordre 
de*  raisonnements. 

LEMMES   PRELIMINAIRES. 

Le mme  1.  —  Le  produit  des  carrés  des  différences  des  ra- 
cines d'une  équation  de  </#»a'/v  que  (connue  f\X  \  =  o  est  positif 
ou  négatif,  selon  que  le  nombre  des  racines  imaginaires  de 
cette  équation  est  =  o  ou  =:  ».  mod  4  *  Supposons  cette  propo- 
sition vraie  pour  une  équation  dmun  de £ ré  déterminé  f(x)  =  o, 
nous  allons  démontrer  quelle  subsiste  pour  la  nouvelle  équa- 
tion 

F  /    =    j-z      j -  —  z    f  x    =  o. 

Soient  en  effet  D  et  D  les  discriminants,  ou.  pour  plus  de  préci- 
sion, le*  produits  des  carrés  des  différence*  des  racines  des  équa- 
tions F*  -—  o.  f=  o;  on  trouvera  sans  difficulté 

D  =    2  —  3  '2/s   *  /*    ?    D- 

O'oû  Ton  voit  qu'en  supposant  réelles  les  racines  a  et  J3,  D  et  D 
seront  de  ruêine  signe,  tandis  qu'en  les  supposant  imaginaires  con- 
juguées, i)  et  D  seront  de  signes  contraires,  car  le  produit  f  {%)/{$) 
sera  positif,  et  le  facteur  (a  —  3)-  négatif.  La  proposition  annoncée 
se  vérifie  donc  à  Tégard  de  l'équation  F  =  o  si  elle  a  lieu  pour  l'é- 
quation/=  o;  ainsi  elle  est  générale,  puisqu'elle  est  vraie  dans  le 
cas  du  second  degré.  Les  exemples  suivants  montreront  déjà  un 
usage  de  cette  remarque. 
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Considérons  une  forme  biquadratique 

/=(<*,  6,  c,  b\  a')(x,yY  =  a(x  —  27) (a:—  $y)(x  —  iy)(x-îy)\ 

soient  I  l'invariant  du  second  ordre 

aa'—  4^'-+-3c» 
et  D  le  discriminant 

*«(a-P)*(«-Y)*...(7-8)*. 

Je  dis  qu'en  supposant  I  <  o  la  forme  proposée  aura  deux  ou 
quatre  racines  imaginaires,  suivant  que  D  sera  négatif  ou  positif. 
On  a,  en  effet,  ce  qui  se  vérifie  très  aisément, 

I  =aa'—  4&&'-+-3c*  =  —f  [(a  — p)»(Y  — S)« 

H- (*_T)«  (P  _  «)■ +  («-8)«<p -?)■]; 

donc,  l'hypothèse  I  <  o  exclut  le  cas  où  toutes  les  racines  sont 
réelles,  et  le  lemme  précédent  suffit  pour  distinguer  l'un  de  l'autre 
les  deux  autres  cas  seuls  possibles  où  le  nombre  des  racines  ima- 
ginaires est  deux  ou  quatre.  Quelque  chose  d'analogue  a  lieu  aussi 
pour  le  cinquième  degré;  nous  allons  l'indiquer,  bien  que  nous 
n'ayons  pas  à  nous  en  servir  par  la  suite.  Soient 

/  =  (a,  b,  c,  c\  b',  a')(x%y)* 

=  a(x  —  *y)(x—$y)(x  —  iy)(x  —  oy)(x  —  ty), 

D  le  discriminant,  a*(<x. —  P)2---  et  A  l'invariant  qui  figure  dans 
nos  recherches,  savoir 

(aa'—  îbb'+icc')*  —  4(a&'—  4bc'-h  $c*)(a'b—  4^c-4-3c'«); 

on  trouvera 


A  = 


—  S(a_P)«(P_T)i(T--8)i(8--t)«<«-aO*l 


le  signe  S  se  rapportant  aux  termes  qu'on  déduit  de  celui  que 
nous  avons  écrit  par  les  permutations  des  racines. 

Il  s'ensuit  que,  en  supposant  A  positif,  la  forme  aura  des  racines 
imaginaires,  et,  comme  précédemment,  elle  en  aura  deux  ou 
quatre,  suivant  que  D  sera  négatif  ou  positif. 
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En  passant,  remarquons  encore  cette  relation 

D  =  a*(*  —  ?)*. . .  (o  —  e)«  =  5*(A«-h  2'J,). 

Lemme  II.  —  Il  a  été  remarqué  (Section  II)  que  les  coeffi- 
cients de  la  forme-type  avaient  pour  commun  dénominateur 
(2J3)5;  d'après  cela,  et  pour  plus  de  commodité,  nous  consi- 
dérons par  la  suite  au  lieu  de  cp  la  forme  (2J3)5©,  c'est-à-dire 

nous  ferions 

*  =  (A,  B,  C,  CB'.A'K^r,)*, 

les  coefficients  n'offrant  plus  J3  en  dénominateur  et  ayant  ainsi 
pour  valeurs 

36A=  A"J2-hA6J,-+-6AU|— 3()AW2J3— gAHfiJJ— J») 

—  i-26A*J3Jî  -f-  v.88  A  J|  Jj  -4-  1 152  JJ, 
36C  =  A«J2-h  A5J3-+-6A*JÎ—  »7A3J,J3  —  3A»(i4J|  —  3J|) 

—  9oAJ3J|  -hi44J|Jî, 

3GB'=  ASJj-+-AU3h-6A3J|-i5A*J2J3-3a(ioJJ-3J»)  — 54JjJJ; 
9B  =— ïrA^-4-3A«Ji  — -24AJ3), 
9G'=_I(A3-^3AJÎ  -i?.J3), 
(jA'  =  -I(A'4-3Jî). 

Cela  posé,  on  aura  ces  relations  remarquables, 

iAB'    -  {BC  -*-  3C2  =       i6AJ-\ 
A'B  —  /,B'C-h  3C'*-  — 16J5, 
AA'  -  3BB'-4--jlC<7=o. 
A_  .2aC  -4-A*B' =  3aJ;, 


(a) 

1   B  —  ^AC'H-A'A' =  0; 

les  premières  résultent  de  l'expression  du  covarianl  quadratique 
de  <I>,  qu'on  obtient  bien  aisément.  Effectivement,  cette  forme  Q 
provient,  par  le  fait  de  la  suppression  du  dénominateur  (2j3)*,  de 
la  transformée  canonique  F,  par  la  substitution 

A(CX-f-C'Y)  =  aJ3Ê,         Av/Â(CX-C'Y)  =  «.>.J3r4; 

donc  son  covariant  quadratique  proviendra,  par  la  même  substi- 
tution, du  covariant  y/A  XY  relatif  à  F,  multiplié  par  la  quatrième 
puissance  du  déterminant  de  la  substitution,  c'est-à-dire  par 
(2J3)*.  Cela  donne  pour  le  covariant  quadratique  de  la  foriiie-tjpe 
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cette  expression  remarquable, 

i6Jï(AÊi_Tj«)f 

d'où  l'on  tire  de  suite  les  équations  (i). 

En  recherchant  de  la  même  manière  le  covariant  linéaire  du 
cinquième  ordre  de  la  forme-type,  on  obtiendra  la  valeur 

i?.o(2J3)13Ç; 

mais,  d'après  la  loi  générale  de  formation  (Section  I),  ce  covariant 
sera 

28JI°   I  A1   —  '2  A 1 I 

=  uo.a'Jl0  [(  A  —  2  A  G  h-  A«  B')£  -+-  (B  —  2 AC  •+-  A'  A')*,], 

d'où  l'on  conclut  les  relations  (2). 

Il  serait  très  important,  pour  la  théorie  des  formes  du  cinquième 
degré,  de  calculer,  comme  nous  venons  de  le  faire,  les  valeurs 
d'un  plus  grand  nombre  de  covariants  de  la  forme-type  ;  on  recueil- 
lerait ainsi  des  éléments  précieux  d'observation  qui  pourraient 
éclairer  la  nature  des  rapports  de  ces  covariants  avec  la  forme  dont 
ils  tirent  naissance.  Pour  le  moment,  nous  ne  pouvons  nous  empê- 
cher d'appeler  l'attention  du  lecteur  sur  la  simplicité  des  équa- 
tions que  nous  venons  de  trouver  entre  les  coefficients  si  compli- 
qués de  la  forme-type  ;  elles  vont  nous  donner  une  démonstration 
facile  de  la  proposition  suivante,  qu'il  importe  d'établir  pour  la 
recherche  spéciale  que  nous  avons  en  vue  dans  cette  Section. 

Lemme  III.  —  V équation  du  quatrième  degré  par  rapport 
à  J>2,  qu'on  forme  en  égalant  à  zéro  l*  invariant  du  dix- 
huitième  ordre,  a  toujours  deux  racines  réelles,  et  deux  ra- 
cines imaginaires. 

D'après  la  valeur  que  nous  avons  obtenue  pour  I2,  cette  équa- 
tion est 

iGl»=A*J|-4-2AVJlJ3-f-A3(J|-+-6J5)-  i8A*J|J3 

-+-3A(3J|  —  24J,JJ)—  '^4('2J§-f-3JJ  J3)  =  o, 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  J2, 

9AJ$-+-f>(A3—  riJ3)J|-*-(A*—  i8A*J3)Jî 

H-(2AUj—  72AJJ)J,-hA3j|-48Jî  =0. 
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Elle  est,  comme  on  voit,  assez  compliquée  pour  qu'on  puisse 
hésiter  à  y  appliquer  le  théorème  de  M.  Sturm  ;  mais  heureuse- 
ment elle  admet  une  transformée  très  simple.  Effectivement,  pour 
une  valeur  de  J2  qui  satisfait  à  cette  équation,  les  coefficients  A,  C, 
B'  donnent,  en  vertu  des  équations  (i)  et  (2), 

AB'-4-3C*=  i6AJ$, 

B'C  =  4JJ. 

A  —  7.AC-+- A*B'=3*JÎ, 

puisque  B,  C,  A',  contenant  I  en  facteur,  s'annulent.  Or,  en  éli- 
minant A  et  B',  on  trouve 

3<>-8AJ*C*-+-i*8J5C--i6A»JJ0=o. 

Ce  résultat  paraîtra  bien  remarquable,  si  l'on  a  égard  à  la  com- 
plication de  la  valeur  de  C  exprimée  en  fonction  de  J2;  quoi  qu'il 
en  soit,  cette  fonction  étant  rationnelle  et  entière  par  rapport  à  J3, 
il  suffira  de  raisonner  sur  l'équation  en  C,  et  d'établir  qu'elle  a 
bien  deux  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires.  Or  le  pre- 
mier point  résulte  de  ce  que  le  dernier  terme  est  essentiellement 
négatif,  et  le  second  de  ce  qu'en  faisant 

30—  8AJ3Ci  +  i«28J5C-i6A*JJ°  =  (rt,&,  c,6',a')(C,  1  )\ 

l'invariant  du  second  ordre, 

aa  —  \bb'  -+-  3c*, 
a  la  \  a  leur  négative 

-  ij»  A-JJ"         (Lcmme  I). 


Des  limites  entre  lesquelles  se  trouve  toujours  renfermé  l'invariant  Jt 
de   tonte  forme  du  cinquième  degré  à  coefficients  réels. 

I.a  forme-type,  à  laquelle  nous  avons  ramené  la  forme  générale 
du  cinquième  degré  par  une  substitution  linéaire,  ne  contenant 
plus  que  trois  paramètres.  A,  J2.  J3,  on  est  naturellement  conduit 
à  étudier  les  racines  de  cette  forme  considérées  comme  fonctions 
de  ces  paramètres.  tandU  qu'on  n'aurait  jamais  songea  se  proposer 
la  même  question  sur  les  racines  elles-mêmes  de  la  forme  primi- 
ti\e,  considérées  comme  fonctions  de  cinq  quantités  arbitraires. 
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Mais,  dès  l'abord  de  cette  recherche,  se  présente  une  circonstance 
importante.  En  considérant  pour  les  coefficients  de  la  forme  pro- 
posée, des  valeurs  réelles,  les  paramètres  de  la  forme-type,  qu'on 
ne  devra  pas  déjà  supposer  imaginaires,  ne  peuvent  même  recevoir 
toutes  les  valeurs  réelles  possibles.  Il  entre,  en  effet,  dans  la 
forme-type,  l'invariant  I  du  dix-huitième  ordre,  qui  doit  être  aussi 
essentiellement  réel,  de  sorte  que  (étant  algébriquement  indépen- 
dantes) les  quantités  A,  J2,  J3,  en  tant  qu'elles  proviennent  d'une 
forme  réelle,  sont  assujetties  à  cette  condition  de  rendre  positive 
la  fonction 

16P  =  9A  JJH-6(A*—  12J3) JJ  h-  (A»  —  i8A«J,)J» 

-h(2AUs-72AJ|)Jî4-A»JJ  —  48Jî. 

Or,  quels  que  soient  A  et  J3,  nous- avons  démontré  que  l'équa- 
tion I2  =  o,  en  prenant  J2  pour  inconnue,  avait  toujours  deux 
racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires.  Nommant  donc  y  ety7 
ces  racines  réelles,  il  est  aisé  de  voir  qu'en  supposant  A  positif, 
les  valeurs  de  J2  qui  rendront  la  fonction  I  réelle  seront  néces- 
sairement au  dehors  de  l'intervalle  compris  entre  y  et  y',  tandis 
qu'en  supposant  A  négatif  ces  valeurs  seront  comprises,  au  con- 
traire, dans  le  même  intervalle.  Une  observation  très  simple  con- 
firme cette  conclusion  que  J2  est  nécessairement  limité  quand  A 
est  négatif;  si  l'on  suppose,  en  effet,  J2  très  grand,  on  trouvera,  en 
employant  les  expressions  données  précédemment  des  coefficients 
A,  B,  . . .,  que  la  forme  ^>  devient  sensiblement  proportionnelle  à 
(ç^/Â — tj)5,  de  sorte  que  les  cinq  racines  se  présenteraient 
toutes  comme  imaginaires,  en  devenant  égales  à  la  limite,  tandis 
qu'on  sait  bien  que  leur  commune  valeur  doit  être  réelle.  Ces 
limites,  que  nous  venons  de  trouver  pour  les  valeurs  de  J4,  vont 
encore  se  présenter  dans  une  circonstance  importante,  comme  on 
va  voir. 


Des  limites  entre  lesquelles  les  racines  de  la  forme-type  sont  des 
fonctions  continues  de  Ji,  considéré  comme  une  variable  réelle. 

Nous  nous  fonderons  pour  cette  recherche  sur  ce  théorème  si 
important  dans  toute  l'Analyse,  que  l'illustre  géomètre,  M.  Cauchy , 
a  démontré  sous  un  point  de  vue  plus  général  dans  les  Nouveaux 
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exercices  de  Mathématiques  (t.  II,  p.  109)  :  «  Les  racines  d'une 
équation  algébrique  dont  les  coefficients  contiennent,  sous  forme 
rationnelle,  un  paramètre,  sont  des  fonctions  continues  de  ce  pa- 
ramètre, tant  qu'en  variant  suivant  une  loi  donnée,  en  restant 
toujours  réel,  par  exemple,  il  n'atteint  pas  une  des  valeurs  parti- 
culières qui  font  acquérir  des  racines  égales  à  l'équation  proposée. 
Mais  la  quantité  J2,  que  nous  considérons  comme  un  paramètre 
variable  entrant  dans  l'équation  que  nous  voulons  étudier,  savoir, 

(  A,  B,  C,  C\  B'.  \')(x,  i)5  =  o, 

sous  un  radical  carré  I,  nous  ferons^  =  1  x,  ce  qui  donnera  l'équa- 
tion en  y, 

(\,  IB,  I*C,  PC,  PB',  I*V)OM)s  =  o, 

dont  tous  les  coefficients  sont  rationnels,  puisque  B,  C,  A'  con- 
tiennent déjà  1  en  facteur.  Cela  posé,  nous  allons,  pour  appliquer 
le  théorème  de  M.  Cauchy,  calculer  son  discriminant.  Or  le  dis- 
criminant D,  de  la  forme  primitive 

/=(«,  b,  c,  c\  b\  a')(x,y)*i 

se  reproduisant  dans  toute  transformée,  multiplié  parla  vingtième 

puissance  du  déterminant  de  la  substitution,  on  trouvera  d'abord 

(2J3)20.D  pour  le  discriminant  de  <t>,  et  (2j3)20.I20.D,  pour  celui 

de  l'équation  en  y.  Par  là  nous  voyons  que  les  valeurs  de  J2,  pour 

lesquelles  les  racines  y  deviennent  discontinues  (•),  sont  données 

par  les  équations 

I  =  o,        D^  *»-t-a7Js  =  o. 

Et  comme  le  radical  carré  1  est  aussi  fonction  continue  de  J2.  entre 
les  limites  déterminées  par  l'équation  I  =  o,  la  relation  y  =  ls 
montre  qu'on  peut  regarder  les  racines  x  elles-mêmes  comme 
fonctions  continues  de  J2,  tant  que  celte  variable,  que  nous  sup- 
posons réelle,  n'atteint  pas  la  \aleur  —  a"7  A2  ou  l'une  des  quan- 
tités nommées  précédemment  y  et  y7.  Peut-être  devons-nous  faire 
observer  que  nous  ne  considérons  pas  un  autre  genre  de  discon- 
tinuité, le  passage  à  l'infini  d'une  racine,  lorsque  le  coefficient  A 
s'annule.   La    raison   en   est   que,  dans  le  voisinage  d'une  valeur 

(')  On  dirait  plutôt  aujourd'hui  sont  ir régulières,  car  il  ne  s'agit  pas  ici  d'une 
véritable  discontinuité.  E.  F. 
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réelle  de  J2,  qui  donnerait  A  =  o,  les  inverses  des  cinq  racines 
sont  certainement  des  fonctions  continues,  et  ne  pourront  passer 
du  réel  à  l'imaginaire,  ou  de  l'imaginaire  au  réel,  lorsque  J2  aura 
atteint  et  dépassé  la  valeur  particulière  en  question,  en  supposant 
toutefois,  comme  il  arrive  en  général,  que  l'on  n'a  pas  en  même 
temps  B=  o.  On  voit  donc  qu'aucun  changement  dans  le  mode 
d'existence  des  racines  de  la  forme-type,  comme  quantités  réelles 
et  imaginaires,  ne  correspond  à  cette  discontinuité  particulière 
qui  provient  du  passage  par  l'infini,  et  qu'ainsi  elle  n'est  pas  à 
considérer  dans  notre  recherche  (*).   » 


Sur  les  valeurs  des  racines  de  la  forme-type  lorsque  J*  est  égal 
à  la  limite  j  ou  à  la  limite  /. 

Nous  avons  précédemment  distingué  avec  soin,  dans  l'ensemble 
des  valeurs  réelles  de  J2,  les  intervalles  entre  lesquels  cette  quan- 
tité peut  être  regardée  comme  provenant  d'une  forme  à  coefficients 
réels.  Franchir  les  limites  assignées  sera  donc  considérer  ce  que 
deviennent  les  racines  de  la  forme-type,  pour  un  état  imaginaire 
des  coefficients  de  la  forme  primitive.  Cependant,  si  nous  suppo- 
sons toujours  i2  réel,  ces  valeurs  imaginaires,  qui  viendront  néces- 
sairement s'offrir,  ne  seront  point  entièrement  arbitraires,  et 
seront  soumises  à  des  conditions  spéciales.  Or  on  va  voir  combien 
est  utile  la  considération  de  ces  valeurs  limitées  comme  nous  le 
disons,  de  manière  que  les  invariants  du  quatrième,  du  huitième 
et  du  douzième  ordre  restent  réels,  l'invariant  du  dix-huitième 
étant  seul  affecté  du  facteur  y/ —  i.  Effectivement,  nous  allons 
pouvoir  suivre  de  la  manière  la  plus  facile  et  la  plus  claire  com- 
ment les  racines  de  la  forme-type   changent  successivement  de 


(■)  Cette  considération  des  inverses  des  racines  sert  aussi  à  établir,  quand  on 
recherche  la  distribution  en  systèmes  circulaires  des  racines  v  d'une  équation  de 

la  forme 

N  V»  -+-  P  v"»-1  -4- . . .  =o, 

N,  P,  ...  étant  des  polynômes  entiers  en  z,  que  ces  systèmes  subsistent  sans  alté- 
ration lorsque  le  contour  décrit  par  la  variable  z  vient  à  comprendre  un  nombre 
quelconque  de  points,  auxquels  correspondent  des  racines  de  l'équation  N  =  o. 
Voyez  à  ce  sujet  le  n°  37  du  Mémoire  de  M.  Puiseux  intitulé  Recherches  sur  les 
Fonctions  algébriques  (Journal  de  Liouville,  t.  XV). 
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nature  en  passant  du  réel  à  l'imaginaire  ou  de  l'imaginaire  au  réel, 
lorsque  J2  varie  de  —  oo  à  -+-  oo,  et,  par  suite,  établir  ce  que  sont 
ces  racines  dans  un  intervalle  donné,  résultat  important  auquel 
nous  n'aurions  pu  parvenir  en  renonçant  à  ces  valeurs  de  para- 
mètre variable  qui  supposent  nécessairement  imaginaires  les  coef- 
ficients de  la  forme  proposée.  Voici,  pour  cet  objet,  les  dernières 
propositions  préliminaires  que  nous  avons  à  démontrer.  Je  dis 
d'abord  qu'en  supposant  D  =  o,  on  aura 

2»I*=(25A3—  3.2l°JS)(25A»—  2"J8)«. 

C'est  une  conséquence  immédiate  de  la  formule 

_L  =  ACB'*-A'C'B*  =  ^pqiïpt+q*), 

donnée  Section  V.  On  trouvera,  en  effet,  le  résultat  annoncé  en 
élevant  au  carré  et  remplaçant/?2  et  q*  par  leurs  valeurs  en  J3  et  A, 
telles  qu'elles  résultent  des  formules  de  cette  Section.  Il  s'ensuit 
que,  pour  D  =  o,  1  sera  réel  ou  imaginaire,  suivant  le  signe  de  la 
quantité  25  A3 —  3.2,0J8,  et,  par  conséquent,  le  discriminant  s'éva- 
nouira dans  l'intervalle  des  valeurs  admises  ou  des  valeurs  exclues 
de  J2,  suivant  que  25 A3  —  3.2,0J8  sera  positif  ou  négatif.  Cela 
posé,  je  vais  démontrer  que  si  le  discriminant  ne  s'évanouit 
qu'en  dehors  des  limites  J2=y,  J2  =y7,  les  racines  de  la  forme- 
type  présenteront  pour  ces  deux  limites  un  même  nombre  de 
quantités  réelles  et  un  même  nombre  de  quantités  imaginaires. 
Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  A  est  positif  ou  négatif. 
Dans  l'un  et  l'autre,  les  racines  de  la  forme-type  seront  certaine- 
ment entre  les  limites  y  ety7  des  fonctions  continues  de  J2  ;  dans 
le  second  cas,  les  coefficients  de  l'équation  étant  réels,  le  nombre 
des  racines  réelles  de  l'équation  ne  peut  changer  entre  y  ety7  que 
si  D  s'annule,  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Dans  le  premier  cas,  on  ne  peut 
faire  le  même  raisonnement.  C'est  donc  seulement  dans  le  second 
cas  que  notre  proposition  se  trouve  immédiatement  établie,  et, 
sous  ce  point  de  vue,  le  premier  exigerait  une  discussion  que  la 
méthode  suivante  évite,  car  il  n'y  figure  plus  de  considérations  de 
continuité. 

Lorsque  1  —  o,  nous  avons  trouvé  précédemment  les  relations 

(i)      AB'4-3C*  =  i(iAJ£,         B'G=4J-',         A  —  2AC-+-A*B'  =  32J| 
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et  aussi  une  équation  ne  contenant  que  C,  et  que  nous  présente- 
rons sous  cette  forme 

(2)  (3G*-f-4J!^)(C,-4AJi)  =  -i28J|C. 

Cela  posé,  il  s'agit  d'en  déduire  les  valeurs  des  quantités  qui 
déterminent  par  leurs  signes  la  nature  des  racines  de  l'équation 

(A,  o,  C,  o,  B',  o)  (x,  i  Y  =  o. 

Or  ces  quantités  sont  a5C2  —  5AB',  en  premier  lieu,  puis  les  rap- 

C     B' 
ports  x>  X'  ma's  en  'eur  plftce  il  sera  préférable  de  prendre  les 

suivantes 

5C«  — AB\     AC,     AB\ 

ou  même  celles-ci 

_  >-,_        .  n,      5  G*  —  AB  n(n 

5C*-AB\     — et     B'C, 

ce  qui  est  permis  comme  on  le  verra  bien  facilement.  Mais,  par 
l'équation  (i),  on  trouvera 

5C*-  AB'=8(G*  —  aAJ-») 

et 

■jC«  — AB'  C«  — a&Jj 

AB'  i6AJ5  —  3  G*' 

ce  qui  nous  conduit  à  déterminer  la  nature  des  racines  de  notre 
équation  par  ces  deux  fonctions  très  simples 

r*  m  G*  — »AJ* 

car  il  est  inutile  de  considérer  la  troisième  B'C,  qui  conserve  abso- 
lument la  même  valeur  pour  J2  ==/,  J2  =zf> 

Or,  en  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  l'équation  (2),  on 
introduira  partout  le  carré  C*,  et  une  élimination  facile  alors 
donnera 

(3)  (3«-+-ioAJ*)*(a  —  2AJ5)«  =  ia8»JJ6(i/H-«>.AJî»), 

(4)  A^(3o^-h5)»(2P-i)«  =  2.32îJ3(8^-^i)(3i'-f-i)s. 

Chacune  de  ces  équations  aura,  comme  l'équation  en  C,  deux 
racines  imaginaires  et  deux  racines  réelles  qui  correspondent  res- 
pectivement à  J2  =y,  J2  =f\  donc,  pour  l'une  et   pour  l'autre, 
II.  -  I.  2a 
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les  racines  réelles  seront  de  mêmes  signes  ou  de  signes  contraires, 
suivant  que  le  dernier  terme  sera  positif  ou  négatif.  Or  le  dernier 
terme  de  (3)  est 

(})lAJJ°(25A'  —  2"J3), 

après  avoir  réduit  à  l'unité  le  coefficient  de  w\  et,  après  avoir  ré- 
duit à  l'unité  le  coefficient  de  t>4,  le  dernier  terme  de  (.■{)  devient 

23A3  —  iiij3 

et  que  A  soit  positif  ou  négatif,  il  est  aisé  de  voir  que  ces  quan- 
tités sont  positives.  En  effet,  pour  A  >  o,  elles  le  sont  évidemment 
si  J3  est  négatif;  mais,  si  J8  est  positif,  la  condition 

25A»  —  3.2,0J3>o, 

qui  est  l'hypothèse,  entraine 

2)  A*  —  9.1!J3  >  o, 

et  notre  proposition  est  vérifiée.  Enfin,  pour  A<^o,  elle  est  évidente 
si  Jfl  est  positif;  mais,  si  J3  est  négatif,  l'hypothèse,  qui  est  alors 

•25 A»  —  3.*I0JS  <<>, 
entraine 

•>.5A»  — -«"Jj  <o. 

Donc,  aux  deux  limites  j  ety7,  les  trois  quantités  qui  déterminent 
la  nature  des  racines  de  la  forme-type  ont  indi\iduellement  les 
mêmes  signes,  et  ces  racines  présentent  dans  ces  deux  cas  un 
même  nombre  de  quantités  réelles  et  imaginaires. 
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Ce  que  deviennent  successivement  les  racines  de  la  forme -type 
lorsque  J8  varie  de  —  *>  à  h-  ». 

Nous  distinguerons  quatre  cas  principaux  dans  cette  recherche, 
que  nous  traiterons  dans  l'ordre  suivant  : 

Premier  cas 

A>0,       2*iA3  —  3.2I0J3>O. 

Deuxième  cas 

A  <o,    25A»  — 3.2I0J3>  o. 

Troisième  cas 

A  >  o,     25 A3  •—  3.9.10J3  <  o. 

Quatrième  cas 

A<o,    x>A«  —  3.210J3  <o. 

Premier  cas  (*).  —  Les  valeurs  admises  de  J2  forment  alors  deux 
séries,  l'une  de  —  oo  à  y,  la  seconde  dey7  à  -f-  oo  (en  nommant/  la 
plus  petite  des  quantités  y  etyv),  et  la  condition 

*ïA*  — 3.2,0Jj>o 

signifie,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  que  le  discriminant  s'éva- 
nouira nécessairement  pour  une  valeur  de  J2  comprise  dans  l'une 
des  séries  indiquées;  nous  admettrons,  pour  fixer  les  idées,  que  ce 
soit  dans  la  première. 

Cela  posé,  faisons  croître  J2  par  degrés  insensibles  à  partir  de 
—  oo  ;  tant  que  le  discriminant  D  =  A2  -+-'27J2  ne  viendra  pas  à 
s'annuler,  les  cinq  racines  resteront  des  fonctions  continues,  et 
aucun  changement  ne  surviendra  dans  leur  nature.  Mais,  pour 
J2  =  —  2~7A2,  deux  d'entre  elles  et  deux  seulement  deviendront 
égales;  de  sorte  que,  dans  le  voisinage  de  celte  valeur,  elles  pour- 
ront passer  du  réel  à  l'imaginaire  ou  de  l'imaginaire  au  réel,  en 
devenant  discontinues,  tandis  que  les  trois  autres  resteront  au  con- 
traire des  fonctions  continues  de  Jt. 


(')  Dans  la  discussion  de  ce  premier  cas,  M.  Hermite  s'appuie  sur  le  fait  exact, 
mais  dont  il  n'indique  pas  la  démonstration)  que  —  a"1  A1  est  dans  l'intervalle 
—  30,/,  quand  J3  est  positif,  et  dans  l'intervalle  y", -h  «>  quand  J3  est  négatif. 

E.  P. 
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En  raison  de  cette  circonstance,  essayons  d'en  déterminer  la  na- 
ture. Pour  cela,  nous  nous  placerons  précisément  dans  ce  cas  par- 
ticulier où  D  =  o.  Divisant  la  forme-type  par  le  facteur  linéaire 
qu'elle  contient  alors  au  carré,  nous  obtiendrons  une  forme  cubique, 
dont  il  faudra  calculer  le  discriminant.  Mais,  dans  ce  but,  nous 
pouvons  remplacer  la  forme-type  <P  par  la  transformée  canonique  F, 
puisqu'elle  s'en  déduit  en  faisant  une  substitution  au  déterminant 
réel  2  J3.  Alors  un  calcul  très  facile,  qui  a  été  exécuté  à  la  Sect.  V 
(in  Jinem),  conduit,  abstraction  faite  d'un  facteur  positif,  à  la 
fonction  déjà  considérée  plus  haut 

Il  a  été  remarqué  qu'elle  était  positive  dans  ce  premier  cas,  où  nous 
nous  trouvons  maintenant,  où  l'on  a  les  conditions 

A>  o,     ÔA3  —  3.2'°J3>o. 

Ainsi,  de  ces  trois  racines  fonctions  continues  de  J2  entre  les 
limites  J2  =  —  oo,  J2  =/,  une  seule  est  réelle  et  les  deux  autres 
sont  imaginaires.  Cela  posé,  il  s'agirait  de  reconnaître,  pour  des  va- 
leurs de  J2  infiniment  voisines  de  —  2~7A2,  la  nature  des  deux 
autres  racines  qui  sont  égales  pour 

Celte  question  rentre  dans  les  principes  connus,  mais  nous  pou- 
vons l'éviter  en  rappelant  le  premier  lemme  où  il  a  été  établi  que 
la  seule  condition  D  <  o  assurait  l'existence  de  deux  racines  ima- 
ginaires et  de  trois  racines  réelles.  Puisqu'il  y  a  dans  l'équation 
deux  racines  imaginaires  quel  que  soit  J2,  il  faudra  que  les  deux 
racines  qui  deviennent  égales  quand  le  discriminant  s'évanouil 
soient  réelles,  tant  qu'il  est  négatif,  et  passent  à  l'imaginaire  lorsque, 
après  s'être  annulé,  le  discriminant  devient  positif.  Maintenant, J2 
continuant  à  croître,  la  forme-type  offrira  toujours  quatre  racines 
imaginaires  et  une  racine  réelle  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  la 
limite  J2  =j\  à  partir  de  laquelle  on  entre  dans  l'intervalle  des  va- 
leurs exclues  du  paramètre.  Alors  les  coefficients  qui  contiennent 


(')  J'ai  pris,  suivant  l'usage,  le  discriminant  d'une   forme  cubique  de  signe 
contraire  au  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  de  celle  forme. 
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en  facteur  le  radical  carré  deviennent,  dans  tout  cet  intervalle, 
imaginaires;  cependant  nous  allons  encore  suivre  les  racines  en 
les  faisant  dépendre  d'une  équation  à  coefficients  réels.  Pour  cela, 
faisant  dans  la  proposée 

(A,  B,  G,  C,  B\  A')(*f  i)*  =  o,        jr  =  jry/~i 

nous  aurons  dans  l'intervalle  compris  entre  j  et  f  la  transformée 
à  coefficients  réels 

[A,  v/37b,  _c,  -/TTC,  B',  /=lA'](/ti)«  =  o. 

Dans  cet  intervalle  et  les  limites  comprises,  les  cinq  racines  y  se- 
ront fonctions  continues  de  J2  ;  ainsi  leur  nature  dépend  de  leurs 
valeurs  initiales,  par  exemple  pour  J2  =J '.  Mais  il  est  bien  à  re- 
marquer qu'alors  les  quatre  racines  qui  sont  imaginaires  peuvent 
avoir  leurs  parties  réelles  nulles;  deux  cas  différents  peuvent  donc 
se  présenter  :  les  valeurs  initiales  des  racines  y  seront  toutes  réelles, 
ou  bien  quatre  d'entre  elles  seront  imaginaires  et  une  seule  réelle. 
C'est  une  question  curieuse  et  délicate  de  reconnaître  si  les 
deux  cas  sont  possibles,  ou  lequel  peut  seulement  avoir  lieu.  Pour 
le  résoudre,  je  remarquerai  que  l'équation  en  y;  pour  J2  =j  par 
exemple,  est  de  cette  forme 

(A,  o,  —  C,  o,  B',  o)(^,  i)*  =  o, 

B' 
et  que  la  quantité  -r-  est  nécessairement  positive.  En  effet,  si  elle 

était  négative,  on  voit  bien  aisément  que  cette  équation  aurait 
nécessairement  deux  racines  imaginaires  et  trois  racines  réelles. 
Et  la  même  chose  a  lieu  pourJ2=y7,  d'où  il  suit  que  le  signe 
commun  aux  deux  racines  réelles  de  l'équation  en 

_     C*  — 2AJ|  1  5C*-AB' 


i(>AJJ  —  3C*        8         AB' 


sera  celui  de  la  quantité  5C2  —  AB'  aux  deux  limites.  Or  l'équa- 
tion en  v  a  ses  deux  racines  positives,  car  son  premier  membre, 
comme  nous  l'avons  vu,  est  positif  pour  v  =  o,  et  J3  étant  po- 
sitif, par  la  substitution,  on  le  trouvera  négatif  au  contraire  pour 
i>  =  ^;  donc,  nous  avons  une  racine  comprise  entre  zéro  et  £,  et 
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l'autre  racine,  qui  est  nécessairement  de  même  signe,  sera  donc 
aussi  positive.  L'équation 

\y>  —  ioC/«-+-5B'  =  o 

a  donc,  par  rapport  à  y2,  ses  deux  racines  réelles,  et,  comme  AB' 
est  positif  et  que  B'C  =  4JJ  est  aussi  positif,  ces  deux  valeurs  dey4 
seront  positives.  Ainsi,  l'équation  en  y,  pour  J2  =y  et  J2  =,/',  a 
ses  racines  toutes  réelles,  et  le  premier  des  deux  cas  dont  nous 
avions  admis  la  possibilité  a  seul  lieu. 

Au  delà  de  la  limite  J2  =fi  les  coefficients  de  l'équation  en  x 
redeviennent  réels,  et  dans  celte  seconde  série  des  valeurs  admises 
du  paramètre,  jusqu'à  J2  =  -}-oc,  les  cinq  racines  restent  indéfi- 
niment des  fonctions  continues,  et  offrent  toujours  une  quantité 
réelle  et  quatre  quantités  imaginaires  dont  les  valeurs  initiales  sont 
les  produits  du  facteur  \/ —  i   par  des  quantités  réelles. 

Enfin,  considérons  le  cas  où  le  discriminant  s'évanouit  entre  les 
limites  J2=:-[-oc,  J2=y7,  et  faisons  alors  décroître  le  paramètre 
variable  de  -+-  oc  à  —  oc.  Tout  à  fait  comme  précédemment,  nous 
trouverons,  dans  l'intervalle  compris  entre  les  limites  -h  oo  et  y1, 
trois  racines  qui  seront  fonctions  continues  de  J2.  Deux  d'entre 
elles  seront  imaginaires  et  la  troisième  réelle,  à  cause  de  la  condi- 
tion 2.5  A3 —  %HJ3>  o.  Quant  aux  deux  autres,  qui  deviennent 
égales  quand  le  discriminant  s'évanouit,  elles  seront  imaginaires 
tant  que  le  discriminant  D  restera  positif,  et  passeront  à  létal  réel 
en  devenant  irrégulières  lorsque  I),  après  s'être  annulé,  deviendra 
négatif.  Nous  parvenons  ainsi  à  la  limite  J2  =  y',  avec  deux  racines 
imaginaires  et  trois  racines  réelles.  Pour  suivre  ultérieurement  les 
racines,  dans  l'intervalle  des  valeurs  exclues,  de  J2  =  y7à  J2  =y, 
nous  ferons  encore  y  =  x  \l — i,  et  la  transformée  à  coefficients 
réels  aura  dans  toute  cette  étendue  ses  racines  fonctions  conti- 
nues de  J2.  Quanta  leur  nature,  elle  résulte  cette  fois  sans  ambi- 
guïté des  valeurs  initiales,  qui  offrent  trois  quantités  réelles  et 
deux  quantités  imaginaires  produits  du  facteur  y  —  1  multiplié  par 
des  quantités  réelles.  Nous  savons  que  dans  ce  cas  J3  est  nécessai- 
rement négatif. 

Enfin,  lorsque  le  paramètre  décroît  de  la  limite  y  à  — oc,  nous 
retrouvons  pour  les  cinq  racines  des  fonctions  continues,  parmi 
lesquelles  deux  sont  imaginaires  et  les  trois  autres  réelles. 
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Deuxième  cas.  —  Les  valeurs  admises  de  J2  forment  une  seule 
série  dey  à  y7,  et  la  condition 

25A3—  3.2»<>J3>0 

signifie  que  le  discriminant  s'évanouit  dans  cet  intervalle.  Faisant 
donc  croître  J2  par  degrés  insensibles  à  partir  de  la  limite  y,  tant 
qu'on  n'atteindra  pas  la  valeur  —  2~7A2,  pour  laquelle  D  s'annule, 
les  cinq  racines  demeureront  des  fonctions  continues,  et  aucun 
changement  ne  surviendra  dans  leur  nature.  Mais,  pourD=o, 
deux  d'entre  elles  présenteront  alors  une  irrégularité  en  devenant 
égales,  tandis  que  les  trois  autres  resteront  des  fonctions  conti- 
nues jusqu'à  la  limitey7.  En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, on  verra  que  la  nature  de  ces  trois  racines  dépend  encore  de 
l'expression  25  A3  —  2H  J3,  qui  maintenant  peut  être  positive  ou 
négative.  Supposons-la  d'abord  positive;  c'est  admettre  dans  l'in- 
tervalle compris  entre  y  et  y'  l'existence  de  deux  racines  imagi- 
naires et  d'une  racine  réelle.  Donc,  tant  que  le  discriminant,  avant 
de  s'évanouir,  restera  négatif,  les  deux  autres  racines  de  l'équation 
seront  réelles  et,  lorsque  D  deviendra  positif  après  s'être  annulé, 
elles  passeront,  en  devenant  discontinues,  à  l'état  imaginaire. 
Ainsi  donc,  dans  ce  cas,  deux  racines  imaginaires  et  trois  racines 
réelles  à  l'origine  J2=y,  et  quatre  racines  imaginaires  avec  une 
racine  réelle  à  la  limite  supérieure  J2=y7.  Maintenant,  si  nous 
faisons  encore  y  =  x  \' —  1 ,  pour  arriver  à  une  transformée  à  coef- 
ficients réels  entre  les  limites  J2  ==y ,  J2  = —  oo,  d'une  part, 
J2  =  y7,  J2  =  +  oo,  de  l'autre,  il  est  clair  que  dans  ces  deux  inter- 
valles les  racines  ^  ne  présenteront  plus  aucune  discontinuité  et 
demeureront  respectivement  ce  qu'elles  sont  aux  deux  origines.  Or, 
pour  J2  =  y  nous  savons  avoir,  sur  les  cinq  racines  x,  trois  quan- 
tités réelles  et  deux  imaginaires;  donc,  il  en  sera  de  même  pour 
les  racines  j\  Et,  puisqu'il  en  est  ainsi,  l'expression  5C2  —  AB'  est 
positive;  alors,  nous  en  conclurons  qu'elle  sera  négative  pour 
J2  =yv,  car  le  dernier  terme  de  l'équation  en  u  étant 

(^fAJÎ«(a5A»-.iiiJ,), 

à  cause  de  A  <  o,  les  deux  racines  u  sont  de  signes  contraires.  Donc, 
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le»  racines  x  présentant  quatre  quanti  lés  imaginaires  pour  J2=/? 
il  en  sera  de  même  des  racines  v. 
Supposons  en  second  lieu 

aSA»— •2llJ,<o: 

c'est  admettre  trois  racines  réelles  comme  fonctions  continues  dey 
a  f .  Alors  les  deux  autres  racines,  qui  sont  égales  quand  D  s  an- 
nule, seront  imaginaires  pour  D  <  o,  et  deviendront  réelles  quand 
l)  passera  à  1  ?é ta t  positif.  Ainsi,  comme  tout  à  l'heure,  deux  racines 
imaginaires  et  trois  racines  réelles  à  l'origine  J3  ==/,  mais  cinq 
racines  réelles  à  la  limite  J2  =yv.  Pour  ce  qui  concerne  les  quan- 
tités y  =  x^ —  i.  de  J2  =J  à  J2  =  —  oc,  elles  seront  fonctions 
continues,  et.  dans  tout  cet  intervalle,  présenteront,  comme  à 
l'origine,  deux  quantités  imaginaires  et  trois  réelles.  De  J3  =yv  à 
J2  =  -r-x,  elles  seront  encore  continues,  mais  une  seule  sera 
réelle,  les  quatre  autres  imaginaires,  et  ayant  pour  valeurs  ini- 
tiales les  produits  du  facteur  ^ —  i  multiplié  par  des  quantités 
réelles. 

Troisième  cas.  —  Les  deux  derniers  cas  peuvent  se  ramener 
parla  considération  suivante  aux  deux  premiers. 

Concevons  que  dans  la  forme-type  on  change  A  et  J3  en  —  A  et 
—  J3,  en  conservant  J2  avec  son  signe,  on  vérifiera  que  les  coeffi- 
cients A,  B,  C,  G',  B',  A'  deviendront  respectivement 


Bv^T,     C,     —  Csf^~i.    —  B1,     A'/- 


i  ; 


donc,  en  mettant  à  la  place  de  .r,  x\/ —  i,  et  multipliant  encore 
la  transformée  par  ^ —  i .  on  trouvera  exactement  le  même  résultat 
qu'en  changeant  les  signes  des  invariants  A  et  J3.  Or  les  condi- 
tions caractéristiques  des  deux  derniers  cas,  savoir 

A>o,         25A»—'l.'2»oJ3<o         et         A<o,         a5A*—  3.210  J,  <  o, 

reproduisent,  parle  changement  de  signe  de  A  et  J3,  celles  des  deux 
premiers.  Ainsi,  du  second  nous  allons  déduire  le  troisième,  et  du 
premier  le  quatrième,  avec  ce  seul  changement  que  tout  ce  qui  a 
été  dit  des  quantités  x  et  y  devra  être  transporté  aux  quantités^ 
et  x,  x  étant   toujours   l'inconnue   de  l'équation  proposée,  et  y 
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désignant  x  \J —  i.  Cela  donne  les  conclusions  suivantes,  en  com- 
mençant par  le  troisième  cas.  Alors  les  valeurs  admises  du  para- 
mètre forment  les  deux  séries  de  —  oo  à  y  et  dey'  à  -f-  oo. 

Dans  la  première  des  cinq  racines  x,  deux  sont  imaginaires  et 
trois  réelles;  dans  la  seconde,  quatre  sont  imaginaires,  une  seule 
est  réelle,  et,  d'ailleurs,  dans  les  deux  séries  elles  restent  toutes 
fonctions  continues  du  paramètre.  Pour  les  racines  y,  c'est  dans 
l'intervalle  compris  de  y  à  y7  qu'elles  dépendent  d'une  équa- 
tion à  coefficients  réels,  et  deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que 
a5A3 — 2HJj  est  négatif  ou  positif.  Dans  le  premier,  sur  les  trois 
racines  qui  sont  fonctions  continues  de  y  à  y7,  une  est  réelle,  et 
deux  sont  imaginaires.  Quant  aux  deux  autres  racines  qui  devien- 
nent discontinues  pour  D  =  o,  elles  sont  réelles  si  D  est  négatif, 
et  imaginaires  lorsque  D  est  positif.  Enfin,  si  25A3  —  2HJ8  est 
positif,  les  trois  racines  qui  sont  fonctions  continues  sont  réelles, 
et  les  deux  autres  sont  imaginaires  pour  D<o  et  réelles  pour 
D>o. 

Quatrième  cas.  —  Résumé.  —  En  nous  bornant  pour  abréger 
aux  racines  x,  on  voit  qu'elles  seront  toutes  fonctions  continues 
du  paramètre  dans  l'intervalle  des  valeurs  admises  qui  s'étend 
dey  à  y7.  Maintenant,  et  d'après  ce  qui  a  été  dit  du  premier  cas, 
toutes  ces  racines  seront  réelles  si  J3  est  négatif,  deux  seront  ima- 
ginaires et  les  trois  autres  réelles  si  J3  est  positif.  Ici  on  ne  voit 
plus  figurer  le  discriminant;  cependant  il  est  bien  facile  de  véri- 
fier encore  que  pour  J3  négatif  il  a  une  valeur  positive  et  pour 
J3  positif  une  valeur  négative.  Effectivement,  cette  condition 
J3<o  signifie,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  premier  cas, 
que  le  discriminant  s'évanouit  entre  les  limites  J2  = —  oo,  J2=y  ; 
or,  pour  des  valeurs  croissantes  du  paramètre,  il  passe,  en  s'éva- 
nouissant,  du  négatif  au  positif,  et  arrive  à  l'état  positif  dans  l'in- 
tervalle des  valeurs  admises.  Au  contraire,  si  J3  est  positif,  il 
s'évanouit  entre  les  limites  J2  ==y7,  J2  =  -+-oo,  et  a  conséquem- 
ment  une  valeur  négative  dans  l'intervalle  compris  entre  y  ety7. 
Dans  le  troisième  cas,  le  discriminant  ne  se  trouve  pas  non 
plus  immédiatement  en  évidence;  mais,  comme  il  s'évanouit  alors 
dans  l'intervalle  compris  dey  à  y7,  il  est  clair  qu'il  est  négatif  de 
J2  =  —  oo  à  J2  =  y,  et  positif  de  J2=y7  à  J2  =  -f-oo. 
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Ces  remarques  faites,  nous  pouvons  maintenant  rapprocher  les 
divers  résultats  que  nous  venons  d'obtenir;  nous  formerons  ainsi 
le  tableau  suivant,  qui  offre  l'expression  par  les  invariants  fonda- 
mentaux du  nombre  des  racines  réelles  et  imaginaires  de  l'équa- 
tion générale  du  cinquième  degré  : 

A«H-a"Ji<o..., 
trois  racines  réelles,  deux  racines  imaginaires; 

.'  A<o,      '2JA'  -  3.2'OJj  <o, 

cinq  racines  réelles; 

A<0,     '2jA3  —  3.2l0J3  >o,     2>A»  —  a"J,  <o, 
cinq  racines  réelles: 

A5-4-2-J,>0< 

A>o,      ..., 
une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

A  <  o,     2")  A'  —  3.  >i°J3  >  o,     x>A*  —  -iti  J,  >  o, 
\  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires. 

On  comprend  facilement  comment  dans  certains  cas  le  nombre 
des  conditions  a  pu  se  réduire.  Par  exemple,  avec  A*  -+-  27Ja  >o 
et  A  >>  o,  on  trou\e  une  racine  réelle  et  quatre  racines  imaginaires 
lorsque  >5A3  —  3.*2I0J3  est  positif,  et  aussi  lorsqu'il  est  négatif; 
on  peut  donc  ne  conserver  que  les  deux  premières  conditions. 
Knfm,  nous  remarquerons,  dans  l'un  des  cas  où  il  y  a  cinq  racines 
réelles,  que  les  conditions 

A  <  o,      J,  >  o 
entraînent  la  suivante 

>>A'  — 3.  >^J3  <o? 

qu'on  pourra  supprimer  si  Ton  veut.  La  simplicité  de  ces  résultats 
ne  scinble-t-ellc  pas  indiquer  que  le  théorème  de  M.  Sturm,  si 
beau  dans  sa  généralité,  est  loin  de  fournir  l'expression  définitive 
des  conditions  de  réalité  des  racines  des  équations  algébriques? 
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SECTION  VIL 

Sur  la  réduite  du  sixième  degré  de  l'équation  générale 
du  cinquième  degré. 

Lagrange  a  fait  voir  que  la  résolution  par  radicaux  de  l'équation 
du  cinquième  degré  dépend,  lorsqu'elle  est  possible,  de  la  déter- 
mination d'une  racine  commensurable,  d'une  équation  du  sixième 
degré  dont  les  coefficients  dépendent  rationnellement  de  ceux  de 
la  proposée.  Mais  jamais  le  calcul  de  cette  réduite  du  sixième  degré 
n'a  été  effective  en  général.  La  raison  en  est  que  les  fonctions  de 
cinq  lettres  les  plus  simples  qui  n'ont  que  six  valeurs  étant  au 
moins  du  second  degré  par  rapport  à  l'une  de  ces  lettres,  les  coef- 
ficients de  la  réduite  se  présenteraient  comme  des  fonctions  des 
cinq  coefficients  de  l'équation  proposée  montant  jusqu'au  douzième 
degré,  et  contiendraient  par  suite  plusieurs  centaines  de  termes. 
Or  on  va  voir  qu'on  peut  vaincre  cette  difficulté  à  l'aide  des  ré- 
sultats que  nous  avons  obtenus  sur  les  invariants  des  formes  du 
cinquième  degré.  Faisons,  en  effet, 

/=(a,  by  c,  c'y  b',a'){x,y)* 

=  a(  x  —  ay)  (x  —  $y)  ( x  —  ?/)  ( x  —  oy)  ( x  —  zy), 

et  considérons  la  fonction  suivante  des  racines 

J  =aV(a-P)'(3-7)*(Y  — o)*(o  —  e)«(e  —  a)* 
H-a*'(a-T)*(p-a)«(Y-  e)*(o  —  a)*(e  —  ?)*, 

on  reconnaîtra  bien  facilement  qu'elle  est  susceptible  seulement 
de  six  valeurs,  et,  en  second  lieu,  qu'elle  est  un  invariant  de  la 
forme  /.  11  en  résulte  que  les  coefficients  de  l'équation  du  sixième 
degré  en  /  seront  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  ces  in- 
variants fondamentaux,  A,  J2,  J3,  car  l'invariant  du  dix-huitième 
ordre  n'y  entrera  pas,  les  degrés  par  rapport  aux  coefficients  de  f 
étant  multiples  de  4* 

Ainsi,  qu'on  représente  cette  équation  en  t  par 

f«  H-  (1)  **  H-  (2)  **  -f-  (3)  /'  -f-  (4  )  **  -+■  (5)  /  -+-  (6)  =  o, 

(i),  (2).  etc.  seront  respectivement  des  fonctions  linéaires  des 
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Ces  remarques  faites,  nous  pouvons  maintenant  rapprocher  les 
divers  résultats  que  nous  venons  d'obtenir;  nous  formerons  ainsi 
le  tableau  suivant,  qui  offre  l'expression  par  les  invariants  fonda- 
mentaux du  nombre  des  racines  réelles  et  imaginaires  de  l'équa- 
tion générale  du  cinquième  degré  : 

A*  -h  '27Jj  <  o. . ., 

trois  racines  réelles,  deux  racines  imaginaires; 

/  A<o,      -ijA»-  J.o.ioj3  <0j 

cinq  racines  réelles; 

A<o,     a") A»  —  3.'2'°J3>o,     2>A»  —  *iij,  <o, 

cinq  racines  réelles; 

A>o,     ..., 

une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

A<o,     aï!»  — 3.-*»oJj>o,     2ÎA*—  aiij,  >  o, 

\  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires. 


AS-+-a7Jt>orf 


On  comprend  facilement  comment  dans  certains  cas  le  nombre 
des  conditions  a  pu  se  réduire.  Par  exemple,  avec  A*  -f-  27  J2  >•  o 
et  A  >  o,  on  trouve  une  racine  réelle  et  quatre  racines  imaginaires 
lorsque  >.5A3  —  3  -  ^ * °  J 3  est  positif,  et  aussi  lorsqu'il  est  négatif; 
on  peut  donc  ne  conserver  que  les  deux  premières  conditions. 
Enfui,  nous  remarquerons,  dans  l'un  des  cas  où  il  y  a  cinq  racines 
réelles,  que  les  eondi lions 

A<o,      J3>o 

entraînent  la  suivante 

>>A*  —  3.>.i»J3<o, 

qu'on  pourra  supprimer  si  Ton  veut.  La  simplicité  de  ces  résultats 
ne  scmhlc-L-ellc  pas  indiquer  que  le  théorème  de  M.  Sturin,  si 
beau  dans  sa  généralité,  est  loin  de  fournir  l'expression  définitive 
des  conditions  de  réalité  des  racines  des  équations  algébriques? 
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SECTION  VIL 

Sur  la  réduite  du  sixième  degré  de  l'équation  générale 
du  cinquième  degré. 

Lagrange  a  fait  voir  que  la  résolution  par  radicaux  de  l'équation 
du  cinquième  degré  dépend,  lorsqu'elle  est  possible,  de  la  déter- 
mination d'une  racine  commensurable,  d'une  équation  du  sixième 
degré  dont  les  coefficients  dépendent  rationnellement  de  ceux  de 
la  proposée.  Mais  jamais  le  calcul  de  cette  réduite  du  sixième  degré 
n'a  été  effective  en  général.  La  raison  en  est  que  les  fonctions  de 
cinq  lettres  les  plus  simples  qui  n'ont  que  six  valeurs  étant  au 
moins  du  second  degré  par  rapport  à  l'une  de  ces  lettres,  les  coef- 
ficients de  la  réduite  se  présenteraient  comme  des  fonctions  des 
cinq  coefficients  de  l'équation  proposée  montant  jusqu'au  douzième 
degré,  et  contiendraient  par  suite  plusieurs  centaines  de  termes. 
Or  on  va  voir  qu'on  peut  vaincre  cette  difficulté  à  l'aide  des  ré- 
sultats que  nous  avons  obtenus  sur  les  invariants  des  formes  du 
cinquième  degré.  Faisons,  en  effet, 

/=(a,  b,  c,  c'y  V,  a')(x,y)* 

=  a(x  —  ay)(x  —  $y)(x  —  iy)(x  —  ùy)(x—ty), 

et  considérons  la  fonction  suivante  des  racines 

J=a*(a-P)«(P-Y)î(Y  —  ô)*(ô  —  £)«  (*  —  «)' 
H-av(flt_1f)t(p_a)»(Y-E)«(3  — «)*(«— P)S 

on  reconnaîtra  bien  facilement  qu'elle  est  susceptible  seulement 
de  six  valeurs,  et,  en  second  lieu,  qu'elle  est  un  invariant  de  la 
forme  /.  11  en  résulte  que  les  coefficients  de  l'équation  du  sixième 
degré  en  /  seront  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  ces  in- 
variants fondamentaux,  A,  J2,  J3,  car  l'invariant  du  dix-huitième 
ordre  n'y  entrera  pas,  les  degrés  par  rapport  aux  coefficients  de  f 
étant  multiples  de  4- 

Ainsi,  qu'on  représente  cette  équation  en  /  par 

/•-*-(i)£»-f-(a)£*-h(3)/»-f-(4)/tH-(5)/H-(6)  =  o, 

(1),  (2).  etc.  seront  respectivement  des  fonctions  linéaires  des 
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Ces  remarques  faites,  nous  pouvons  maintenant  rapprocher  les 
divers  résultats  que  nous  venons  d'obtenir;  nous  formerons  ainsi 
le  tableau  suivant,  qui  offre  l'expression  par  les  invariants  fonda- 
mentaux du  nombre  des  racines  réelles  et  imaginaires  de  l'équa- 
tion générale  du  cinquième  degré  : 

A*  -h'2'Jj  <o..., 
trois  racines  réelles,  deux  racines  imaginaires; 

/  A<o,     *jA3-  :*.•>.!* J3  <o, 

cinq  racines  réelles; 

A  <  o,     «*■> A»  —  3.2>°J3  >  o,     2>A'  —  a"  J3  <  o, 
cinq  racines  réelles; 

A>o,     ..., 
une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

A<o,     ïôA»  — 3.*l0J3>o,     9.5  A'—  -2»'J3>ot 
e  racine  réelle,  quatre  imaginaires. 


As-f-  27J2>0/ 


\  une 


On  comprend  facilement  comment  dans  certains  cas  le  nombre 
des  conditions  a  pu  se  réduire.  Par  exemple,  avec  A2  -f-  27  J2  >  o 
et  A  >  o,  on  trouve  une  racine  réelle  et  quatre  racines  imaginaires 
lorsque  iSA3  —  3.î«f0J3  est  positif,  cl  aussi  lorsqu'il  est  négatif; 
on  peut  donc  ne  conserver  que  les  deux  premières  conditions. 
Enfin,  nous  remarquerons,  dans  l'un  des  cas  où  il  y  a  cinq  racines 
réelles,  que  les  conditions 

A  <  o,      J3  >  o 
entraînent  la  suivante 

■.<ïA»  — 3.n»°J3  <o, 

qu'on  pourra  supprimer  si  Ion  veut.  La  simplicité  de  ces  résultats 
ne  senihle-t-elle  pas  indiquer  que  le  théorème  de  M.  Sturm,  si 
beau  dans  sa  généralité,  est  loin  de  fournir  l'expression  définitive 
des  conditions  de  réalité  des  racines  des  équations  algébriques? 
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SECTION  VIL 

Sur  la  réduite  du  sixième  degré  de  l'équation  générale 
du  cinquième  degré. 

Lagrange  a  fait  voir  que  la  résolution  par  radicaux  de  l'équation 
du  cinquième  degré  dépend,  lorsqu'elle  est  possible,  de  la  déter— 
mination  d'une  racine  commensurable,  d'une  équation  du  sixième 
degré  dont  les  coefficients  dépendent  rationnellement  de  ceux  de 
la  proposée.  Mais  jamais  le  calcul  de  cette  réduite  du  sixième  degré 
n'a  été  effective  en  général.  La  raison  en  est  que  les  fonctions  de 
cinq  lettres  les  plus  simples  qui  n'ont  que  six  valeurs  étant  au 
moins  du  second  degré  par  rapport  à  l'une  de  ces  lettres,  les  coef- 
ficients de  la  réduite  se  présenteraient  comme  des  fonctions  des 
cinq  coefficients  de  l'équation  proposée  montant  jusqu'au  douzième 
degré,  et  contiendraient  par  suite  plusieurs  centaines  de  termes. 
Or  on  va  voir  qu'on  peut  vaincre  cette  difficulté  à  l'aide  des  ré- 
sultats que  nous  avons  obtenus  sur  les  invariants  des  formes  du 
cinquième  degré.  Faisons,  en  effet, 

/=(a,  b,  c,  c\  b\a')(x,y)* 

=  a(x  —  ay)(x—$y)(x  —  ^y)(r  —  oy)(x  —  iy), 

et  considérons  la  fonction  suivante  des  racines 

J=a*(a-P)«(P-T)*(Y— 8)«(3  —  s)«(«  —  a)* 
-+-a*(a-Y)2(p-o)*(Y-  e)*(3  —  a)*  (s—  ?)', 

on  reconnaîtra  bien  facilement  qu'elle  est  susceptible  seulement 
de  six  valeurs,  et,  en  second  lieu,  qu'elle  est  un  invariant  de  la 
forme  f.  11  en  résulte  que  les  coefficients  de  l'équation  du  sixième 
degré  en  t  seront  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  ces  in- 
variants fondamentaux,  A,  J2,  J3,  car  l'invariant  du  dix-huitième 
ordre  n'y  entrera  pas,  les  degrés  par  rapport  aux  coefficients  de  f 
étant  multiples  de  4- 

Ainsi,  qu'on  représente  cette  équation  en  t  par 

f«  -+-  (i)  /*  -+-  (2)  **  -f-  (3)  /*  -f-  (4 )  ** H-  (5)  /  -+-  (6)  =  o, 

(î),  (2),  etc.  seront  respectivement  des  fonctions  linéaires  des 
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Ces  remarques  faites,  nous  pouvons  maintenant  rapprocher  les 
divers  résultats  que  nous  venons  d'obtenir;  nous  formerons  ainsi 
le  tableau  suivant,  qui  offre  l'expression  par  les  invariants  fonda- 
mentaux du  nombre  des  racines  réelles  et  imaginaires  de  l'équa- 
tion générale  du  cinquième  degré  : 

A*  -+-  27  Jj  <  o. . ., 

trois  racines  réelles,  deux  racines  imaginaires; 

/  A<o,     -23 A3  -  3.-2">J3  <o, 

cinq  racines  réelles; 

A  <  o,     2>  A*  —  3.2,0J3  >  o,     2-3  A»  —  2»»  J3  <  o, 
,  cinq  racines  réelles; 

A*H-2"J4>0^ 

A>o,      ..., 
une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

A  <  o,     a'i  A»  —  3. ->.i°J3  >  o,     23  A'  —  2"  J3  >  o, 
\  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires. 

On  comprend  facilement  comment  dans  certains  cas  le  nombre 
des  conditions  a  pu  se  réduire.  Par  exemple,  avec  A*  -+-  27  J2  >  o 
et  A  >  o,  on  trouve  une  racine  réelle  et  quatre  racines  imaginaires 
lorsque  'i5A3  —  3.2I0J3  est  positif,  et  aussi  lorsqu'il  est  négatif; 
on  peut  donc  ne  conserver  que  les  deux  premières  conditions. 
Enfui,  nous  remarquerons,  dans  l'un  des  cas  où  il  ja  cinq  racines 
réelles,  que  les  conditions 

A  <<>,      J3  >  o 
entraînent  la  suivante 

•>3A3  — 3.'Jt»«J3  <o, 

qu'on  pourra  supprimer  si  Ton  veut.  La  simplicité  de  ces  résultats 
ne  seinble-t-elle  pas  indiquer  que  le  théorème  de  M.  Sturni,  si 
beau  dans  sa  généralité,  est  loin  de  fournir  l'expression  définitive 
des  conditions  de  réalité  des  racines  des  équations  algébriques? 
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SECTION  VIL 

Sur  la  réduite  du  sixième  degré  de  l'éqnation  générale 
du  cinquième  degré. 

Lagrange  a  fait  voir  que  la  résolution  par  radicaux  de  l'équation 
du  cinquième  degré  dépend,  lorsqu'elle  est  possible,  de  la  déter- 
mination d'une  racine  commensurable,  d'une  équation  du  sixième 
degré  dont  les  coefficients  dépendent  rationnellement  de  ceux  de 
la  proposée.  Mais  jamais  le  calcul  de  cette  réduite  du  sixième  degré 
n'a  été  effective  en  général.  La  raison  en  est  que  les  fonctions  de 
cinq  lettres  les  plus  simples  qui  n'ont  que  six  valeurs  étant  au 
moins  du  second  degré  par  rapport  à  l'une  de  ces  lettres,  les  coef- 
ficients de  la  réduite  se  présenteraient  comme  des  fonctions  des 
cinq  coefficients  de  l'équation  proposée  montant  jusqu'au  douzième 
degré,  et  contiendraient  par  suite  plusieurs  centaines  de  termes. 
Or  on  va  voir  qu'on  peut  vaincre  cette  difficulté  à  l'aide  des  ré- 
sultats que  nous  avons  obtenus  sur  les  invariants  des  formes  du 
cinquième  degré.  Faisons,  en  effet, 

/=  (a,  b,  c,  c,  b\  a')(x,jr)* 

=  a(x  —  ay)(x—  $y)(x  —  ^y)(x  —  oy)(x  —  ty), 

et  considérons  la  fonction  suivante  des  racines 

J  =a>(a-P)*(p-Y)*(Y  —  o)*(o  —  s)Me  —  «)2 
H_^v(a_ï>Mp_5)S(T_  £)*(a_a)2(£_?)i, 

on  reconnaîtra  bien  facilement  qu'elle  est  susceptible  seulement 
de  six  valeurs,  et,  en  second  lieu,  qu'elle  est  un  invariant  de  la 
forme  f.  11  en  résulte  que  les  coefficients  de  l'équation  du  sixième 
degré  en  /  seront  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  ces  in- 
variants fondamentaux,  A,  J2,  J3,  car  l'invariant  du  dix-huitième 
ordre  n'j  entrera  pas,  les  degrés  par  rapport  aux  coefficients  de  / 
étant  multiples  de  4* 

Ainsi,  qu'on  représente  cette  équation  en  t  par 

^H-(i)/*-+-(2)^-f-(3)/î-+-(4)/,-+-(5)/-+-(6)  =  o, 

(i),  (2),  etc.  seront  respectivement  des  fonctions  linéaires  des 
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Ces  remarques  faites,  nous  pouvons  maintenant  rapprocher  le* 
divers  résultats  que  nous  venons  d'obtenir;  nous  formerons  ainsi 
le  tableau  suivant,  qui  offre  l'expression  par  les  invariants  fonda- 
mentaux du  nombre  des  racines  réelles  et  imaginaires  de  l'équa- 
tion générale  du  cinquième  degré  : 

irois  racines  réelles,  deux  racines  imaginaires; 

/  A<o,     -2>A»-  3.mI0Jj<o, 

cinq  racines  réelles; 

A<o,     a>A»  — 3.al0Ja>o,     aîA*  — ai«Ja  <  o, 

cinq  racines  réelles; 

A  >  o,     ..., 

une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

A  <o,     u>A»  — 3.al0J3  >o,     aîA'  —  2!,J3  >  o, 

\  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires. 

On  comprend  facilement  comment  dans  certains  cas  le  nombre 
des  conditions  a  pu  se  réduire.  Par  exemple,  avec  A2  -\-  27J2  >  o 
et  A  >•  o,  on  trouve  une  racine  réelle  et  quatre  racines  imaginaires 
lorsque  aSA3 —  3  .  a •  °  J 3  est  positif,  et  aussi  lorsqu'il  est  négatif; 
on  peut  donc  ne  conserver  que  les  deux  premières  conditions. 
Knfin,  nous  remarquerons,  dans  l'un  des  cas  où  il  y  a  cinq  racines 
réelles,  que  les  conditions 

A  <  o,       J,  >  o 

entraînent  la  suivante 

■ôA3  —  3.->.««J3  <<>, 

qu'on  pourra  supprimer  si  Ton  veut.  La  simplicité  de  ces  résultats 
ne  seinble-t-elle  pas  indiquer  que  le  théorème  de  M.  SUirm.  si 
beau  dans  sa  généralité,  est  loin  de  fournir  l'expression  dé(initi\e 
des  conditions  de  réalité  des  racines  des  équations  algébriques? 
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SECTION  VII. 

Sur  la  réduite  du  sixième  degré  de  l'équation  générale 
du  cinquième  degré. 

Lagrange  a  fait  voir  que  la  résolution  par  radicaux  de  l'équation 
du  cinquième  degré  dépend,  lorsqu'elle  est  possible,  de  la  déter- 
mination d'une  racine  commensurable,  d'une  équation  du  sixième 
degré  dont  les  coefficients  dépendent  rationnellement  de  ceux  de 
la  proposée.  Mais  jamais  le  calcul  de  cette  réduite  du  sixième  degré 
n'a  été  effective  en  général.  La  raison  en  est  que  les  fonctions  de 
cinq  lettres  les  plus  simples  qui  n'ont  que  six  valeurs  étant  au 
moins  du  second  degré  par  rapport  à  l'une  de  ces  lettres,  les  coef- 
ficients de  la  réduite  se  présenteraient  comme  des  fonctions  des 
cinq  coefficients  de  l'équation  proposée  montant  jusqu'au  douzième 
degré,  et  contiendraient  par  suite  plusieurs  centaines  de  termes. 
Or  on  va  voir  qu'on  peut  vaincre  cette  difficulté  à  l'aide  des  ré- 
sultats que  nous  avons  obtenus  sur  les  invariants  des  formes  du 
cinquième  degré.  Faisons,  en  effet, 

f=(a,  b,  c,  c,  b\a! ){x,y)* 
=  «(>  —  ajr)(x  —  $y)(x  —  77)0  —  îy)(x  —  ty\ 

et  considérons  la  fonction  suivante  des  racines 

J  =a*(a—  p)2(3-T)M7—o)*(o  —  e)*(e  — a)« 
+  fl*(a-f)!(?-o>(T-  E)i  (  3  — «)*(£_  p)«, 

on  reconnaîtra  bien  facilement  qu'elle  est  susceptible  seulement 
de  six  valeurs,  et,  en  second  lieu,  qu'elle  est  un  invariant  de  la 
forme  /.  11  en  résulte  que  les  coefficients  de  l'équation  du  sixième 
degré  en  /  seront  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  ces  in- 
variants fondamentaux,  A,  J2,  J3,  car  l'invariant  du  dix-huitième 
ordre  n'y  entrera  pas,  les  degrés  par  rapport  aux  coefficients  de  f 
étant  multiples  de  4- 

Ainsi,  qu'on  représente  cette  équation  en  t  par 

*•  H-  (i)  t*  -f-  (2)  t*  -f-  (3)  /»  -f-  (4)  /»-+-  (5)  /  -+■  (6)  =  o, 

(i),  (2),  etc.  seront  respectivement  des  fonctions  linéaires  des 
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(juantités  placées  en  regard  dans  le  tableau  suivant 


(') 

A 

<») 

A> 

J't 

m 

A> 

AJ. 

i. 

(4) 

A* 

A'Ji 

AJ, 

J| 

(5) 

A* 

A»Jj 

A'J» 

Aj| 

(6) 

A« 

Vh 

A>Jj 

a«j; 

J*J* 


On  voit  donc  qu'on  est  ainsi  amené  à  un  calcul  relativement 
très  facile,  et  que  je  me  réserve  de  développer  dans  une  autre 
occasion.  J'exposerai  alors  les  propriétés  de  cette  équation  en  /, 
qui  sont  analogues  à  celles  de  l'équation  modulaire  pour  la  trans- 
formation du  cinquième  ordre,  sous  ce  point  de  vue  que  les  fonc- 
tions non  symétriques  des  racines  qui  s'expriment  rationnellement 
par  les  coefficients  varient  ou  ne  changent  pas  dans  les  deux  cas 
par  les  mêmes  permutations  de  ces  racines.  Cette  équation  en  /  est 
également  intéressante  en  ce  qu'elle  offre  le  type  d'une  classe  d'é- 
quations du  sixième  degré  réductibles  au  cinquième.  La  propriété 
distinctive  et  caractéristique  de  cette  classe  d'équations  consiste 
en  ce  que  l'une  des  valeurs  de  ces  fonctions  des  racines  qui,  sans 
être  symétriques  par  rapport  à  cinq  d'entre  elles,  n'ont  cependant 
que  six  déterminations  possibles,  est  alors  nécessairement  ration- 
nelle. 

Je  ne  terminerai  pas  ces  recherches  sur  les  formes  du  cinquième 
degré,  sans  rappeler  que  mon  ami  M.  Sylvester  avait  obtenu  avant 
moi,  dans  son  beau  Mémoire  sur  le  calcul  des  formes,  la  notion 
des  invariants  du  quatrième,  du  huitième  et  du  douzième  ordre. 
Kn  donnant  aux  formes  du  cinquième  degré  cette  expression  élé- 
gante 

eu ••"»  -+-  by*  -+-  cz:\ 

sous  la  condition 

.r  +/-f-=o, 

M.  Sylvester  a  trouvé  pour  ces  invariants  les  valeurs 

a*b*-h  rt2c2-r-  A*cs —  >.abc(a  -t-  b  -+-  c),    a*b*c*(ab  -h  ac  -t-  bc),   av6vc;. 

qui  sont  des  fonctions   symétriques   très   simples  des    trois   élé- 
ments a,  6,  c. 
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Enfin,  l'invariant  du  dix-huitième  ordre,  qui  joue  un  rôle  si  im- 
portant dans  ma  théorie,  s'est  aussi  présenté  dans  ses  recherches, 
élevé  au  carré  et  indiquant,  lorsqu'il  s'évanouit,  l'impossibilité  de 
la  réduction  à  la  forme  citée 

ax*  H-  by*  -+-  cz*. 

Exprimé  en  a.  6,  c,  il  a  pour  valeur 

<ï*6*c5(a  —  b)(a  —  c)(b  —  c), 

expression  encore  bien  simple,  et  qui  montre  sous  des  points  de 
vue  très  différents  comment  on  est  conduit  aux  mêmes  notions 
analytiques  dans  cette  vaste  et  féconde  théorie  des  formes. 


SUR  LA  THÉORIE 

DES 

FONCTIONS  HOMOGÈNES 

À  DEUX  INDÉTERMINÉES. 


Journal  de  Crelle,  Tome  32. 


PREMIER  MÉMOIRE. 

Une  proposition  élémentaire  et  fondamentale  dans  la  théorie 
arithmétique  des  formes  consiste  en  ce  que,  pour  un  degré  donné, 
et  pour  un  nombre  donné  d'indéterminées,  toutes  les  formes  à 
coefficients  entiers  qui  possèdent  les  mêmes  invariants  sont  ré- 
ductibles à  un  nombre  fini  de  classes  distinctes.  Ce  théorème  a  été 
démontré  par  Lagrange  ri  (iauss  pour  les  formes  quadratiques  à 
deux  et  à  trois  indéterminées;  je  l'ai  étendu  ensuite  aux  formes 
quadratiques  générales,  et  à  toutes  celles  qui  sont  décomposables 
en  facteurs  linéaires;  ainsi  il  parait  bien  vrai  dans  toute  sa  géné- 
ralité. Mais,  pour  arriver  à  l'établir  de  cette  sorte,  il  faudrait  ré- 
soudre, dans  toute  leur  étendue,  les  problèmes  suivants,  aussi 
beaux  que  difficiles. 

Le  premier,  qui  appartient  à  l'Algèbre,  consiste  à  obtenir  la 
notion  complète  de  ces  fonctions  rationnelles  entières  des  coeffi- 
cients, nommées  invariants  par  M.  Sylvesler,  dans  le  sens  primi- 
tivement attribué  par  M.  Gauss  au  mot  de  déterminant. 

Le  second,  qui  est  du  ressort  de  l'Arithmétique,  consiste  à  dé- 
couvrir par  quelles  substitutions  à  coefficients  entiers  on  peut 
transformer  une  forme  donnée  en  une  autre  dont  les  coefficients 
aient  des  limites,  fonctions  seulement  des  invariants.  Enfin,  il 
faut  une  méthode  propre  a  donner  le  système  complet  des  formes 
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réduites,  représentant  la  totalité  des  classes  distinctes  pour  des 
valeurs  assignées  a  priori  aux  invariants. 

En  me  bornant  à  la  considération  des  formes  à  deux  indéter- 
minées, j'ai  présenté  un  premier  essai  sur  ces  questions  dans  mon 
Mémoire  Sur  l'introduction  des  variables  continues  dans  la 
théorie  des  nombres.  Le  principe  dont  j'ai  fait  usage  fait  résulter 
de  la  même  analyse  la  notion  des  invariants  et  la  théorie  arithmé- 
tique de  la  réduction.  Mais,  dès  le  cinquième  degré,  l'application 
de  ma  méthode  devient  si  compliquée  que  les  résultats  généraux 
ne  se  trouvaient  établis  qu'à  titre  de  possibilité,  et  il  restait  à  dé- 
couvrir une  méthode  numériquement  applicable.  C'est  ce  qui  a 
été  l'objet  de  mes  recherches  assidues  depuis  plusieurs  années,  et 
j'espère  y  être  enfin  parvenu,  mais  pour  le  cas  seulement  des  formes 
de  degrés  impairs.  Une  différence  profonde  se  manifeste  en  effet 
dans  la  nature  analytique  des  formes  binaires,  suivant  que  le  degré 
est  un  nombre  pair  ou  impair.  Ces  dernières  me  semblent  plus 
faciles  à  traiter;  j'ai  trouvé  qu'elles  jouissent  (sauf  une  exception, 
celle  des  formes  cubiques)  de  cette  propriété  arithmétique  géné- 
rale que,  pour  un  système  donné  de  valeurs  des  invariants,  les 
formes  des  diverses  classes  sont  transformables  les  unes  dans  les 
autres  par  des  substitutions  linéaires  au  déterminant  un,  mais  à 
coefficients  fractionnaires;  c'est-à-dire,  en  adoptant  la  notion  pro- 
posée par  M.  Eisenslein,  que  les  diverses  classes  qui  ont  les  mêmes 
invariants  ne  forment  qu'un  genre.  Les  formes  de  degrés  pairs 
m'ont  présenté  de  plus  grandes  difficultés,  que  dès  longtemps  je 
ne  puis  espérer  vaincre.  Mais  j'ai  remarqué  que  le  cas  des  formes 
biquadratiques  se  distinguait  d'une  manière  toute  particulière, 
comme  le  cas  des  formes  cubiques,  par  rapport  aux  autres  formes 
de  degrés  impairs.  Aussi  me  suis-je  proposé  d'en  faire  une  étude 
spéciale  dans  ce  Mémoire,  en  développant  à  leur  égard  les  prin- 
cipes fondés  sur  l'introduction  de  variables  continues  que  j'ai  pré- 
cédemment exposés  (Journal  de  Crelle,  t.  41).  J'offrirai  ensuite 
avec  plus  d'étendue  et  plus  de  développement  la  nouvelle  théorie 
dont  j'ai  donné  une  idée  sommaire  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques de  Cambridge  et  Dublin  [Sur  la  théorie  des  fonctions 
homogènes  à  deux  indéterminées  (Cambridge  and  Dublin  Ma- 
thematical  Journal,  i854)],  et  qui  m'a  conduit  aux  résultats  que 
je  viens  d'annoncer  sur  les  formes  de  degrés  impairs. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

THÉORIE  ALGÉBRIQUE   DES   FORMES   BIQUADR ATIQUBS. 

I. 

Sur  les  invariants  et  covariants  biqnadratiques. 

Je  ferai  usage,  dans  ces,  recherches  de  la  notation  qu'emploie 
M.  Cayley  pour  représenter  d'une  manière  abrégée  les  formes  à 
deux  indéterminées.  Elle  consiste  à  poser 

mm  —  i             .    .                  mm-i     .    . 
aw"1  -r-  mbxm~l  y  H ex"1-1  y*  -f- ...  H c  x1  y'"-* 

-r-  mb'xym-l-hay,n  =  (a,  b,c,  . . .,  c\  b\  a')(x7 y  y», 

et  son  principal  avantage  est  d'indiquer  commodément  les  opéra- 
lions  relatives  aux  substitutions  linéaires.  Par  exemple,  si  la  trans- 
formée 

AX"»+mBX'«-'  Y  +-  mm~-x  CX"'-*Y*  -+-. . . 
i.i 

-+-  mm  —  1  C'X*Y'"-*-+-mB'XY'«->-f-  A'Y'« 
i .?. 

a  été  obtenue  en  faisant 

*  =  «X  +  3Y,        >r  =  ïX  +  8Y, 
ou  écrira 

u*,^r,...;//,c>'XaX-f-?Y,  7X -+- o  Y)'«  =  (A,  B,C, ...,  C,  B',  A>\,Y/«. 

Cela  posé,  soil 

/—(a,  &,r,  //,  a')(x,y)'* 

l'expression  générale  d'une  forme  biquadratique,  les  deux  fonctions 

i  =  aa —  $bb'-h  3  c5,        j  —  aca  -+-  >.bcb' —  ab'* —  a' b*  —  c*, 

dont  la  découverte  appartient  à  M.  Cayley,  sont  les  invariants 
fondamentaux  de/.  Elles  jouissent  de  cette  propriété,  qu'en  sup- 
posant 

(a,  b,  c,  b\  a'ïiix  -4-  $y,  -{x  -*-  lyy  =  (A,  B,  C,  B',  A'K-r,  J')*. 
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les  fonctions  semblables 

I  =  AA'—  4BB'-h  3C*,        J  =  ACA'-t-  2 BCB  —  AB'«  —  A'B» -  G» 
vérifieront  les  égalités 

I  =  i(*3~?Y)S       J=/(*S-Py)6- 

De  plus,  elles  sont  bien  des  invariants  fondamentaux;  car  M.  Syl- 
vester  a  démontré  que  toute  fonction  rationnelle  et  entière  de  a, 
b,  c,  bf,  af  qui  se  reproduit,  multipliée  par  une  puissance  du  dé- 
terminant a8  —  {3y,  lorsqu'on  y  remplace  a,  b,  c,  b',  a!  par  A,  B, 
C,  B',  A',  est  nécessairement  une  fonction  entière  de  i  et  j.  Je 
pense  pouvoir  renvoyer  pour  les  démonstrations  de  ces  proposi- 
tions importantes  aux  travaux  des  savants  géomètres  que  je  viens 
de  citer,  et  arriver  immédiatement  à  la  notion  des  covariants  de 
la  forme  biquadratique. 

El  d'abord,  je  rappellerai  qu'on  nomme  covariant  d'une  forme 
de  degré  quelconque 

/=  (a,  b,  c,  . . . ,  c\  b\  a'){x,  y)'* 

toute  autre  forme 

<?(a,  6,  c,  . ..;  x,  y) 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  et  entières  de  <z, 
6,  c,  ...  et  qui  jouit  de  la  propriété  qu'exprime  l'équation 

(a8  —  Py)k  ?(a,  6,  c, . . . ;  <xx  -f-  $y,  ^x  -h  %y)  =  <p(  A,  B,  G,  . . .  ;  x,y), 

les  quantités  A,  B,  ...  étant  toujours  celles  qui  donnent 

(a,  6,  c,  . . . ,  c\  b\  a' H**  -+-  ?7,  Y*  -*-  *y)m  =  (  A,  B,  C,  . . .  )?*,  y)»>. 

Telle  est,  par  exemple,  relativement  à  toute  forme/,  la  forme 

/  d*f  y     d*f  d*f 

\dxdy)        dx*  dy*' 

comme  l'a  démontré  sous  un  point  de  vue  plus  général  M.  Hesse. 
Dans  la  théorie  spéciale  des  formes  biquadratiques,  le  covariant 
ainsi  obtenu  joue  un  rôle  important;  nous  le  désignerons  par^, 
en  posant 

*        lUVdxdy/         dx*dy*-\ 

-r-  (3c*  —  ibb'  —  aa')xty1  -r-  'i(b'c  —  a'ù).rv'  -r-  (b'*  —  a  c )  y*. 
H.  -  I.  >* 
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De  /  et  g  on  tire  la  notion  d'un  nouveau  covariant  du  sixième 
degré,  que  je  définirai  ainsi 

dx' 


h  =  — 


8 


dx 


iL 

dy 
dy 


En  faisant 

h  =  (p,q,  r,  5,  r',  q',p')(x,y); 
on  aura  ces  valeurs 

p=      a*b'  —  3  abc     -4-26*, 
/?'=—  a'*&-h3a'6'c  —  26'», 
6q  =  -+-  a*  a'  -+-  2 abb'   — $ac*   -+-6b*c, 
6q'  =  —  a'*a  —  la'b'b  H-  $a'c*  —  66'* c, 
3r  = -ha6a'— 3ac&'    -+-26*6', 
3r'  =  —  a'b'a+Sa'cb    —ib'*b, 
is    =       a'6*  —  ab'*. 

Il  existe  entre/,  g,  h  et  les  invariants  1,  y  une  relation  remar- 
quable et  importante,  savoir  : 

(A)  4g*—ipg-Jf*  =  h*. 

M.  Cayley,qui  m'a  communiqué  cette  relation  que  j'avais  aussi  ob- 
tenue de  mon  coté,  en  a  tiré  une  méthode  ingénieuse  et  très  origi- 
nale pour  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré.  Comme 
cette  résolution  est  un  point  essentiel  de  la  théorie  algébrique  de.s 
formes  biquadratiques,  je  vais  la  présenter  sous  le  point  de  vue 
qui  m'est  propre,  et  y  rattacher  la  démonstration  de  l'équation  (A). 


IL 
Résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré. 

Soit,  en  décomposant  en  les  facteurs  linéaires  la  forme  proposée, 

(a,  6,  c,  V,  a)(x,y)>  =  a(x  —  %y  )  (x  —  $y)  (x  —  ^y  )  (x  —  oy). 

La  réduite  du  troisième  de^ré  s'obtient,  comme  on  sait,  en  consi- 
dérant la  fonction  résolvante 

'  =  «(*-+-£ -7-3), 
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dont  il  faut  calculer  le  carré.  Or  on  peut  mettre  t2  sous  cette  forme 

3  O  =  «»[(«  —  p)«  -f-  (a  -  -f  )*-+-  (a  —  8)*  h-  (3  —  T)«  -f-  ( p  —  3)»  -*-  (7  —  8)*] 
+-4a2[(«-S)(P-Y)  +  («-Y)(P-3)L 

d'où,  en  posant 

e=  ^«[(*-8)(P-t)  +  («-t)(P-«)L 

et  évaluant  en  fonction  des  coefficients  la  somme  des  carrés  des 
différences  des  racines 

*î  =  i6(6!  — ac-haô). 

Cette  quantité  8  que  nous  avons  introduite  dépend,  comme  on 
le  sait  d'avance,  d'une  équation  du  troisième  degré,  qui  aurait  pour 
racines  : 

I  81--la[(a-8)(P-ï)  +  (a-ï)(p-8)], 

<B)  '  62=-la[(a-P)(8-ï)^(a-ï)(8-?)], 

0J  =  ia[(a-8)(Y-p)  +  (a-P)(7-8)]. 

Or  cette  équation  s'obtient  très  facilement  par  la  remarque  sui- 
vante :  Posons 

(<z,  b,  c,  b\  a){mx-¥-  ,uy,  nx  -+-  vy)> 

^  (A,  B,  C,  B',  A'X*.  ^)*  =  A(*  —  «jr)  (ar  -  by){x  —  cy)  (x  —  dy  ), 

on  aura  ces  valeurs  pour  le  coefficient  A  et  les  racines  de  la  trans- 
formée, savoir  : 

A  =  a(m  —  a/i)  (  m  —  fin)  (m  —  yn)(m  —  8n), 

[*-*'        h  _         f*-Pv        r  _         V-  —  V        j  _         V-  -  *'  . 

(t  = >     o  = g —  >     c  —  — >     a  = v—  : 

m  —  a  /i  m  —  p/i  m  —  f  n  m  —  ^n 

d'où  Ton  conclura 

A(a  —  d)ib—  c)  =  (mv  — /iji)»a(a-8)(p  — y), 
A  (a  —  c)(b  —  d)  =  (mv  —  /iji)*a(a  —  f)(P  "  ™  *  >» 
À(a-/>)(c-rf)-(mv  —  n \x )*  a ( a  —  p )  (•;  —  o ). 

Ces  relations  montrent  que  les  quantités  8  se  reproduisent  dans 
toutes  les  transformées,  multipliées  par  le  déterminant  de  la  sul>- 
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stitution;  ainsi  les  coefficients  de  l'équation  dont  elles  dépendent 
sont  des  invariants  de  la  forme  proposée.  Ces  coefficients  sont 
d'ailleurs  des  fonctions  entières  de  a,  6,  c,  6',  «';  donc,  d'après  la 
proposition  de  M.  Sylvestcr,  ils  s'expriment  à  fonction  entière  des 
quantités  «et  y.  L'équation  cherchée  est  ainsi  de  la  forme  suivante  : 

6*  -+-  p  i 0  -h  <jj  =  o, 

p  et  t  étant  numériques.  En  effet,  le  coefficient  de  82  doit  être  nul, 
puisqu'il  n'existe  pas  d'invariants  du  premier  degré,  et  les  deux 
autres  ne  peuvent  être  que  proportionnels  respectivement  à  *  ety, 
qui  sont  les  seuls  invariants  du  second  et  du  troisième  degré.  Pour 
trouver  p  et  <j,  considérons  un  cas  particulier,  par  exemple  celui 
de  la  forme 

(i,  o,  —  i,  o,  o)(x,  yf\ 
on  a  alors 

«  =  3,       y'  =  i: 
8|  =  -i.        0,=f        6,  =  i, 

et,  par  suite,  l'identité 

(6  -1)1(6-4-1)=  6*-h3p0-4-  rr. 


d'où 


P  =  -i»       •-=-*-{- 


L'équation  en  0  est  donc  généralement 

.j  os  —  *0  -+-  y  =  o. 

Le  discriminant  de  la  forme  proposée  se  ramène  immédiatement 
au  discriminant  de  cette  équation  en  9,  car  on  lire  des  relations  (  B  : 

0,-0,  =_-  |_a(x-T)(3-o), 

0,  —  0,  =  J-cna  —  3)io -y;, 
donc 

(o,-os)*(Oi  — o,)«(0,-e,)* 

Cette  expression  si  importante  se  présente  ainsi  immédiatement 
sous  la  forme  remarquable  que  lui  a  donnée  M.  Cayley.   Dans  le 
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cas  où  elle  est  négative,  deux  des  racines  de  la  forme  biquadra- 
tique  sont  imaginaires  et  les  deux  autres  réelles.  Mais,  si  elle  est 
positive,  elles  peuvent  être  toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires. 

En  général,  le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  d'une 
équation  de  degré  quelconque  est  positif  ou  négatif  suivant  que  le 
nombre  des  racines  imaginaires  de  cette  équation  est 

~o      ou      =2  (mod.4)- 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que,  i*  —  2JJ2  étant  po- 
sitif, toutes  les  racines  soient  réelles,  consiste  en  ce  que  les  trois 
valeurs  distinctes  du  carré  de  la  fonction  résolvante,  c'est-à-dire 
les  trois  quantités 

b-  —  ac  -h  aÔ!,     6*  —  ac  + aOj,     6*  —  ac-f-a83, 
soient  positives.  Or  leur  somme  est 

3(6»  — ac), 
la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux  est 

3(6»  —  ac)*  —  Jta2, 

et  nous  prouverons  plus  loin  que  leur  produit  est  un  carré;  donc, 
pour  qu'elles  soient  positives,  il  suffit  d'écrire 

6*  —  ac  >  o,         12(6»  —  ac)1 — ia*  >  o. 

On  obtient  ainsi,  sous  la  forme  la  plus  simple,  et  indépendam- 
ment du  théorème  de  M.  Sturm,  les  conditions  de  réalité  des  racines 
de  l'équation  générale  du  quatrième  degré. 

III. 

Relation  entre  les  formes  /,  g,  h  et  conséquences  de  cette  relation 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

L'équation  remarquable  qui  existe  entre  la  forme  proposée  f  et 
ses  deux  covariants  g  et  À,  savoir  : 

(A)  tg*  —  ifig—jp  =  h*, 

peut  être  obtenue  par  plusieurs  méthodes.  Celle  que  nous  em- 
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ployons  la  rattachera  à  ce  fait  bien  connu,  et  qu'il  nous  reste  à 
établir,  que  le  produit  des  trois  valeurs  distinctes  du  carré  de  la 
fonction  résolvante,  qui  aura  l'expression 

4  (  b1  —  ne  -f-  a§x  )  (  6*  —  ac  -+-  a8,  )  C  6*  —  ac  -+■  a6,  ) 
=  4(6*  —  ac)*  —  ia-(b*—  ac)  —  /aa, 

est  un  carré  parfait. 

Partons  pour  cela  de  l'identité  suivante  : 

(a,  b,c,  b',a')(x—  by,ayV 

=  [a,  o,  —  a(6*  —  ac),  a(a*b  —  iabc-¥-  9.6»),  *a»  —  3a(6*  —  ac)1]}*,^]*, 

où  le  second  membre  est  une  transformée  par  une  substitution  au 
déterminant  a  de  la  forme  proposée.  Il  en  résulte,  pour  l'invariant  J 
de  cette  transformée,  la  valeur 

J  =ya«. 

Or,  en  calculant  directement  J,  on  trouve 

J  =  a*[\(b*  —  acy  —  ia*(b*  —  ac)  —  (a*b'—  \abc  -*-  *£»)*], 

cl,  en  égalant  cette  expression  à  yVz°,  il  vient 

4(6*  —  ac)*  —  ia*(b*  —  ac)  —ja*  =  (  a*b  —  3a£c-f-  3&»)1; 

ce  qui  démontre  la  proposition  annoncée. 

L'équation  (  V)  s'en  déduit  de  la  manière  suivante  : 

Posons 
(a,  b,  c,  b\  a')i/jir+  p^,  /w-+-vjov  =  (  _\,  B,  C,  Bf,  A';(^0'lN 

/n  et  /i  étant  des  quantités  arbitraires,  et  [jl  et  v  étant  telles  que  le 
déterminant  de  la  substitution  est 

m  v  —  ;i[x  =  î . 
Relativement  à  la  transformée  ainsi  obtenue,  nous  aurons 

4(B*-ACy*  -iA«(B«  — AC)    -/A*  ^- (  A*B'- 3ABC -4- aB»)«; 

car  les  invariants  /  et  j  seront  restés  les  mêmes.  J'ajoute  que  les 

quantités 

A,     B*—  AC,     A'B—  JABC-4-iB» 
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deviendront  respectivement /",  ^.  A,  en  t  mettant  m  et  n  au  lieu 
de  â?  et  y,  de  sorte  que  nous  tomberons  précisément  sur  la  rela- 
tion à  démontrer. 

Soit  en  effet  <p(a,  6,  c,  6\  a*;  x,  v\  l'une  quelconque  des  formes 
f  gj  h  ;  nous  aurons,  comme  il  a  été  dit  «  §  IV  la  relation  caracté- 
ristique pour  les  covariants 

(/ytv  —  n[i)Kf(a,b,  e,  b\  a';mx-r-  tir,Jix  — vf>  =  ?<A,  B, C, B\  A ':  x,  y), 

ou  seulement 

v(a,  b,  b,b',a';  mx  —  py,  nx  —  vy »  =  s*  A,  B,  C,  Bf,  A';  x,jr), 

puisque  le  déterminant  de  la  substitution  est  V unité.  Faisons,  dans 

cette  identité, 

x  =  i .         y  =  o, 

le  second  membre  se  réduira  au  coefficient  de  la  puissance  la  plus 
élevée  de  x,  c'est-à-dire,  en  supposant  successivement 

aux  quantités 

A,     B*  —  AC,     A*B  —  3ABC-f-aB». 

Or,  dans  les  mêmes  circonstances,  le  premier  membre  représente 
les  formes  /,  g}  h  lorsqu'on  y  met  les  quantités  arbitraires  m  et  n 
au  lieu  des  indéterminées  x  et  y,  ainsi  que  nous  voulions  le  dé- 
montrer. 
La  relation 

trouve  une  application  immédiate  à  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. Mettons-la  sous  la  forme 

en  divisant  par/3  et  extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres. 
Considérons  ensuite  l'indéterminée  x  comme  une  variable  indé- 
pendante, et  faisons 

il  suit  du  principe  algébrique  de  Jacobi  pour  la  transformation 
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s  intégrales  elliptiques  que  la  substitution  rationnelle 

(b*  —  ac)x'>  -f-a(6c  —  a&')a?JH-(3c*  —  ibb' —  aa')x* 
g ^0(b'r—  n'b)T-¥-(b'*—  a'c) 

'  (a,  6,  c%b',a')(xÇ\} 

nnera 

/dz  r de 

étant  une  constante.  Mettons  encore  z  i  au  lieu  de  z,  l'intégrale 

dz' 


h 


ra  ramenée  à  la  suivante 

dz 


f 


•pi' 


désignant  la  constante  ^-  •  Ainsi  nous  avons  la  réduction  de  l'in- 
grale  elliptique  la  plus  générale  à  une  autre  plus  simple  où  n'entre 
l'un  seul  paramètre.  Et  l'on  voit  immédiatement  que  toutes  les 
tégrales,  liées  à  la  proposée 


f* 


d.v 


a,  b,  c,  b' ,  a'  )(  x,  1  y 


tr  une  substitution  linéaire  quelconque 

m  X  -»-  a 
x  =     -^ -  , 

nX  +  v 

)nduiront  absolument  à  la  même  intégrale  réduite,  le  rapport  ~ 
inservant  la  même  valeur  dans  toutes  ces  transformées. 
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SECONDE  PARTIE. 

THÉORIE    ARITHMÉTIQUE    DES    FORMES    B1QUADR  ATIQUES . 

I. 

De  la  forme  quadratique  sur  laquelle  repose  la  théorie 
de  la  réduction. 

Je  considérerai  spécialement,  dans  ce  qui  va  suivre,  les  formes 
biquadratiques  à  racines  réelles,  et  je  me  propose  d'exposer  à  leur 
égard  l'application  de  la  méthode  générale  que  j'ai  donnée  dans  mon 
Mémoire  Sur  l'introduction  des  variables  continues  dans  la 
théorie  des  nombres.  Cette  application  aurait  dû  trouver  immédia- 
tement place  à  la  suite  de  ce  Mémoire,  mais  alors  je  n'avais  pu  en- 
core réussir  à  lever  plusieurs  difficultés  dont  la  solution  sera  main- 
tenant très  facile  en  se  fondant  sur  les  résultats  que  j'ai  donnés  ici 
dans  la  première  Partie.  Dans  une  autre  occasion  j'essaierai  de 
traiter  aussi  les  formes  biquadratiques  qui  ont  des  racines  ima- 
ginaires et  qui  me  semblent  devoir  donner  lieu  à  une  étude  inté- 
ressante. 

Soit,  comme  précédemment, 

/=  (a,  6,  c,  b\  a')\x,y)*  =  a(x  —  %y  )  (*■  —  $y)  ( x  —  ^y  ) (x  —  oy) 

les  racines  a,  {3,  y,  3  étant  réelles.  Le  principe  arithmétique  de  la 
théorie  de  la  réduction  repose  sur  la  considération  de  la  forme 
quadratique 

o  =  t(x  —  *y)*-r-  t'(x  —  $yf-  -+-  t*(x  —  Yy)x^~  t'"{x  —  Zy)*, 

où  les  quantités  t,  t\  f \  tm  sont  des  variables  réelles  et  positives . 
Nommons  A  V invariant  de  cette  forme  et  S  la  substitution  à  coef- 
ficients entiers  propre  à  la  réduire  pour  un  système  donné  de  va- 
leurs des  quantités  t.  En  effectuant  dans /cette  substitution  S,  on 
aura  une  transformée 

F  =  (A,B,C,  B\\'H*,y)\ 
dont  les  coefficients  vérifieront  les  conditions  suivantes 

tn\       AAV      !        a>A>  RlV-      l        a>AÎ  Pî^      '       ",AÎ 
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qu'on  doit  considérer  en  valeur  absolue.  Ces  conditions,  que  j'ai 
données  dans  le  Mémoire  précité  (§  V,  4°)>  conduisent  à  consi- 
dérer attentivement  la  fonction 

a*  A* 


T  = 


tt't't™ 


et  à  rechercher  les  valeurs  réelles  et  positives  des  variables  t  pour 
lesquelles  elle  prend  la  plus  petite  valeur  possible.  J'ai  établi  que 
ce  minimum  avait  une  valeur  constante  dans  toutes  les  transformées 
équivalentes  à  la  forme  proposée,  ce  qui  m'a  permis  de  la  prendre 
comme  définition  de  l'invariant  de  la  forme  biquadratique.  J'ai 
démontré  aussi  que  o  devenait  un  co variant  de/,  lorsqu'on  y  rem- 
placerait /,  /',  ...  par  les  valeurs  spéciales  qui  fournissent  le  mi- 
nimum de  T.  Ce  sont  ces  diverses  conséquences  de  ma  méthode 
générale  que  je  vais  développer  seulement  pour  le  cas  particulier 
des  formes  biquadratiques.  Je  les  ferai  précéder  de  ces  deux  re- 
marques : 

Premièrement,  aux  inégalités 

AA'<  ,-L-T,         BB'<rJTT,         C'^^T 
on  peut  joindre  les  suivantes 

AB'*<    *—  T*,        A'B*<  —  -T*, 

12*  12* 

qui  se  tirent  de  la  même  analyse,  afin,  par  exemple,  d'obtenir  une 
limite  pour  le  coefficient  B,  si  l'on  suppose  B'=o,  l'inégalité 
BB^jIjÏ  ne  pouvant  plus  alors  être  employée.  On  généralisera 
très  facilement  cette  remarque,  qui  est  essentielle  pour  prouver 
qu'il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  formes  F,  dont  les  coefficients 
vérifient  un  pareil  système  d'inégalités.  Dans  le  cas  présent,  il  n'y 
a  à  faire  d'autre  restriction  que  de  supposer  qu'on  n'ait  jamais  si- 
multanément 

A  —  o,       lï  ~  o      ou       A'  =  <>,       B'  =  o, 

c'est-à-dire  que  la  forme  quadratique  n'a  pas  de  racines  doubles, 
comme  on  le  voit  aisément.  11  est  d'ailleurs  inutile  d'exclure  le  cas 
des  racines  commensurables,  qui  pourrait  donner  A  ou  A' =  o. 

La  seconde  observation  qui  me  reste  à  faire  est  relative  à  celte 
opération  arithmétique  de  la  réduction  de  la  forme  quadratique  3, 
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pour  lous  les  systèmes  de  valeurs  des  variables  t1  l'y  ? ,  /'",  qui 
joue  un  rôle  essentiel  dans  ma  méthode.  Divisons  cette  forme  par 
le  coefficient  du  premier  terme,  de  sorte  qu'elle  devienne 

en  posant 

Au  lieu  des  quantités  /,  on  pourra  faire  varier  Ç  et  ti;  alors,  ce  qui 
caractérisera,  pour  une  forme  donnée,  l'opération  dont  nous  nous 
occupons  est  l'étendue  des  valeurs  que  pourront  recevoir  ces  nou- 
velles variables  lorsque  les  quantités  passeront  par  tous  les  états  de 
grandeur.  Or  la  forme  analytique  de  Ç  et  t\  rappelle  immédiatement 
les  expressions  connues  pour  les  coordonnées  du  point  d'applica- 
lion  de  la  résultante  d'un  système  de  forces  parallèles.  Considérons 
donc  sur  un  plan  quatre  points  A,  B,  C,  D  rapportés  à  des  axes 
rectangulaires,  et  ayant  pour  abscisses  a,  [3,  y,  8  et  pour  ordonnées 
a*j  ?2»  Y2'  S2.  Le  quadrilatère  ABCD  sera  inscriptible  dans  une 
parabole,  comme  on  le  voit  aisément,  et  par  suite  sera  convexe. 
Si  donc  on  applique  aux  divers  sommets  A,  B,  C,  D  des  forces  pa- 
rallèles et  de  même  sens,  respectivement  représentées  par  t,  t\ 
tn ,  tm.  Je  point  d'application  de  leur  résultante  sera  situé  dans  son 
intérieur  et  y  pourra  occuper  une  position  quelconque,  suivant  les 
valeurs  des  composantes.  Les  quantités  Ç  et  r,  représentent  donc 
les  coordonnées  d'un  tel  point;  ce  qui  donne  une  image  très  nette 
des  divers  états  de  grandeur  par  lesquels  elles  devront  passer  pour 
correspondre  à  toutes  les  valeurs  possibles  que  doivent  prendre  les 
quantités  /,  t',  t",  t"'  dans  la  forme  cp. 


II. 
Détermination  du  minimum  de  la  fonction  T. 

On  trouve  aisément  pour  l'invariant  de  la  forme  quadratique  y 
l'expression 
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Cela  posé,  formons  les  équations 


dT 

dT 

dT 

dT 

»-=°' 

M  ~  °' 

3?=°' 

dt~ 

=  o; 

uc 

on  verra  qu'elles  se  réduisent  aux  suivantes  : 

-  d±      A  * dl      k  .* dl       k  .-  d± 

Maintenant  prenons  la  somme  de  deux  d'entre  elles  et  retran- 
chons-en la  somme  des  deux  autres.  Il  résultera  de  là  trois  combi- 
naisons linéaires  distinctes,  que  voici 

«'"(a  —  o)*  =  *'*'(p— y)*- 
Avant  d'en  écrire  les  diverses  solutions,  faisons  cette  substitution 


*    = 7T-, :. =T7»  <- 


^a  —  P)(a  —  yiia-  o)  "  (y  —  «)  (  Y  —  P  )  (  Y  —  ô  ) 

/'- -JL ,  r=             "^ 

" "  ^  p  _  «  M  p  _  Y )  (  p  _  a )  (8  — «)(3  — p)(8-T)» 
il  viendra  plus  simplement 


Cela  posé,  comme  nous  avons  seulement  à  déterminer  les  rap- 
ports des  inconnues,  prenons  par  exemple  t  =  i .  On  trouvera  ces 
quatre  systèmes  de  valeurs  : 

i  ?  --=   f-i, 

T'"=  -r-I, 

Or  il  est  essentiel  de  rechercher  celui  qui  donne  pour  /,  /',  i",  F 
des  quantités  positives,  comme  l'exige  la  question.  Supposons  à 
cet  effet,  que  a,  jî,  y,  o  représentent  les  racines  de  la  forme  biqua- 
dratique,  rangées  par  ordre  décroissant  de  grandeur.  Il  est  aisé  de 
voir  que  le  premier  système  conduit  seul  à  des  solutions  positives, 
et  que  les  trois  autres  doivent  être  écartés.  Effectivement,  si  l'on 
fait  pour  un  instant 

/(*)  =  (x~  *)(*—  P)(*  —  Y)(*—  °h 


l,=TI' 

if—.. 

;  -  =  +  i, 

'     T    -  —  1, 

i;:::: 
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les  quantités  t  auront  alors  pour  valeurs 

i  ,  T  i  m  I 

x  (*)  XlP>  x(ï)  x(°) 

et  l'on  sait  bien  qu'on  obtient  des  résultats  alternativement  posi- 
tifs et  négatifs,  en  substituant  dans  la  fonction  dérivée  la  série 
constante  des  racines.  Nous  sommes  donc  conduit  à  cette  expres- 
sion remarquable  de  la  forme  quadratique  <p,  que  nous  écrivons  en 

i  .  * 

introduisant  le  facteur  -»  savoir  : 
a 

=  L  \{T  —  gr)s  __  (*—  Pr)*     (*  —  y.?)1  __  (g  —  fi?)1" 


» 


^  ["(*•  —  «r)s  __  (^— Pr)*      (*  —  YJ01  __  (*  — 3r)'~| 
«L    x'(«)  x'(?)  x'(y)  x'<*)    J 


et  il  nous  reste  à  former  son  invariant  A,  afin  d'obtenir  la  valeur 
minimum  de  la  fonction  T. 

Les  quantités  $  et  tj,  dont  il  a  été  question  précédemment,  re- 
présentent pour  cette  forme  <p  les  coordonnées  du  point  d'intersec- 
tion des  diagonales  du  quatrilatère  ABCD. 

A  cet  effet,  nous  observerons  qu'on  a,  par  une  formule  connue, 


s 


(x  —  iy)*        (.r—  $y)*        (x  —  y^)«        (g  —  8>Q    _ 
X'(«)  X'(P)  X'<Y>  X'(«) 

d'où  résulte  cette  autre  expression  de  ç  : 

a  [(g— «r)»        (g-YJ)n 
?       «L      X'(«)  X'(Y)     J 

Or  on  en  tire  sans  difficulté 

«2  X'(*)X'(Y)' 
On  a  d'ailleurs 


donc 


itft        «^'(«JX'CPJX'Wx'C*/ 
r*'*V      lba(a     Y)  x'(«)X'(Y) 


et,  en  supprimant  les  facteurs  communs, 

T=  i6a*(a  — Y)f(p— *)*• 
Nous  retrouvons  ainsi  les  invariants  fondamentaux  des  formes 
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biquadra  tiques,  comme  coefficients  de  l'équation  du  troisième  degré 
qui  déterminerait  T  en  fonction  de  a,  6,  c,  6',  a'.  Au  fond,  c'est 
l'équation  en  0  que  nous  avons  trouvée  dans  la  première  Partie,  en 
traitant  la  résolution  algébrique  de  l'équation  du  quatrième  degré, 
qui  se  présente  de  nouveau.  Nous  avons,  en  effet,  trouvé 

e,-6t=r«a(«-  y)(P-S). 
donc 

T  =  i68(8i  — 6,)*; 

ce  qui  peut  s'exprimer  en  fonction  entière  de  la  troisième  racine  8j. 
Les  considérations  suivantes  vont  nous  conduire  aux  covariants  g 
et  h,  de  sorte  que  le  système  complet  des  éléments  analytiques  de 
la  théorie  des  formes  biquadratiques  résultera  naturellement  des 
principes  sur  lesquels  nous  avons  fondé  la  théorie  arithmétique 
de  la  réduction. 


III. 


Expression  par  les  coefficients  de  /  de  la  forme  quadratique  ? 
qui  correspond  an  minimum  de  T. 

Nous  allons  d'abord  vérifier  a  posteriori  que  la  forme 

_   i  r(.r-jy)!         (  x  —  (3  v)*         (  r  —  *;y  Y-        (  r  —  8  y  ')*  ] 

?  "~  "L     //<V>  z/Tp)        '        x'(Y)  7/(8»  ~J' 

qui  correspond  ainsi  au  minimum  de  T,  est  un  covariant  de/, 
comme  nous  le  savons  par  la  théorie  générale.  Soit  à  cet  effet 

-X 

(a,  ù,  c,  b\  a  ){mx  -r-  iiy,  /jj  +  vj)1 

=.  <  A,  B,  G,  B',  A'ftar,^)*  =  \(x  —  ay)(x  —  by)  (x  —  cy)(x  -\y) 

et  <ï>  la  même  forme  que  o  par  rapport  à  la  transformée 

(A,  B,  C,  B',  A'))x,y)K 
En  posant 

X  ( x )  —  ( x  —  n  )  (x  —  b )  ( ./•  —  c )  (x  —  fc ), 
on  aura 

*"a|_     X'(a;  X'(b.)      ^      X'(c)  X'(>)     J" 
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Or,  au  moyen  des  valeurs  données  (première  Partie,  §  II)  pour  A, 
a,  b,  f>î>,  on  trouvera  immédiatement 

mx  -h  [Ly  —  a(nx  -t-  v^')  =  (m  —  an  )  (x —  a^\), 
mx  -h  \Ly  —  $(nx-r-vy)  =  (m  —  fin)  (x  —  ty), 
mj?  -4-  (x^  —  y(  ^jf  -+■  vy)  =  (  ^l  —  T n  )  (*  —  */  K 
ma?  h-  jx^  —  8(/ia?  -4-  vy)  =  (m  —  8/i;  (a?  — */) 

et 

(m  — an)*  i 

ay  (a)  AX  (a) v  n 

aX'(P)      =ÂXTF)^V-n^ 
rr — —  =  tti (/wv--  nu)\ 

a^(o)  AX  (t»  )  ^' 

d'où  résulte  qu'on  obtient 

(mv  —  /*  ja)1  *, 

en  mettant  dans  cp,  /ni  -+■  jxy  et  nx  -+-  vy  au  lieu  de  x  et  j'. 

Cela  posé,  pour  évaluer  o  au  moyen  des  coefficients  de  /,  nous 
observerons  que  la  fonction  résolvante 

a  —  ?  ■+-  Y  —  0 

varie  ou  conserve  sa  valeur  pour  les  mêmes  permutations  des  ra- 
cines a,  [3,  y,  3,  que  la  forme  cp,  de  sorte  que,  suivant  l'expression 
de  Lagrange,  on  a  ainsi  deux  fonctions  semblables  de  ces  racines. 
Or  nous  avons  précédemment  obtenu  (première  Partie,  §  II)  le 
carré  de  la  fonction  résolvante  en  fonction  de  la  quantité  9,  d'où  il 
suit  que  le  carré  de  cp  s'exprimera  rationnellement  par  les  coeffi- 
cients de  la  forme  proposée  /  et  cette  même  quantité  0.  Mais  il 
importe  de  fixer  avec  précision  celle  des  trois  quantités  que  nous 
avons  désignées  par  9,,  92,  93,  qui  entrera  ainsi  dans  l'expression 
de  cp2.  Et,  d'abord,  les  trois  valeurs 

(a-f-p-Y  — 8)*,     (a-,-8  — T-p)i,     («-+-Y  — p  — 8)» 

s'expriment  respectivement  par  8|,  82,  03  ;  c'est  donc  la  racine  63 
que  nous  aurons  à  employer,  et  qu'il  faut  essayer  de  caractériser, 
de  manière  à  la  faire  reconnaître  sans  ambiguïté. 
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Rappelons,  à  cel  effet,  les  relations 

6,  — e1  =  {a(a-7)(P-3)l         8,  -  8,  =  J-a(a  -  8)(?-T)f 

es~03=ia(a-P)(8~Y)- 

Comme  nous  avons  supposé  les  racines  a,  (3,  y,  8  rangées  par  ordre 
décroissant  de  grandeur,  on  voit  qu'on  aura 

8,  —  82>o,        0,-0,  >o,        e2  —  83<o, 

si  le  coefficient  a  est  positif,  et,  s'il  est  négatif, 

6|— 8,<o,        8,-83<o,        8i-63>o; 

donc,  dans  les  deux  cas,  93  est  la  racine  moyenne,  comprise  entre 
les  deux  autres  0|  et  02. 

Ce  point  important  établi,  voici  comment  on  obtiendra  o*.  De 
la  seconde  des  expressions  précédemment  données,  savoir  : 


__  •>.  r  (  x  -  -  a  y  i2       (x  —  y  y  )*  1 


on  conclura  aisément 

—  ?. 

x  [ara  --?-+-  y  -  ^  a {^  ~  *Y  >>  a(>?Y  ~"  XY8  ~  *?5  —  ?^)}l^J'r 
Le  facteur  irrationnel 


a-{<x  —  $){o  —  Y).(a  —  o)(3-- y> 
est  un  invariant,  comme  égal  à 


8(0,    -03;(02  —  0,  )f 
ainsi  la  forme  plus  simple 

^=  [ai*  —  p  -r-ï  —  o),  a(3o  —  2Y»,  a(a3Y-f-  rp  —  apo  —  frfS)]];*,/  * 

sera  un  cova riant  de  /,  aussi  bien  que  ».  Or  le  carré  de  son  pre- 
mier terme  s'obtient  de  suite  par  la  formule 

^(a-i-v-  3_  o)2  =  i6(6*  —  «c-+-a03). 
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On  en  conclut  le  résultat  suivant,  auquel  nous  voulions  par- 
venir, savoir  : 

<^  =  i6(#-+-e,/), 

f  étant  la  forme  proposée  et  g  le  covariant  dont  nous  avons  donné 
la  définition  au  commencement  de  ce  Mémoire.  En  effet,  on  peut 
dire  en  général  que  deux  covariants  d'une  même  forme,  qui  ont 
leurs  premiers  termes  égaux,  sont  par  cela  seul  nécessairement 
identiques.  C'est  une  conséquence  immédiate  de  ce  que  nous  avons 
établi  (Première  partie,  §  III),  en  déduisant  les  fonctions  f,  get  h 
seulement  de  leurs  premiers  termes 

a,     b*  —  ac      et      a*b' — 3a6c-f-2^3. 

Nous  sommes  ainsi  ramené  par  une  voie  nouvelle  à  la  considé- 
ration du  covariant  g,  et  aussi  à  la  relation  importante 

*gz  -  if* g  -jp  =  \{g  -*-&!/) (g -*-  e,/) (g  -h  e,/>  =  h*. 

Chacun  des  facteurs 

g  +  *if    g  +  Qtf    g  +  **f 

se  trouve  être  en  effet  le  carré  d'une  forme  quadratique  analogue 
à  ^.  (Cette  propriété  a  été  aussi  obtenue  par  M.  Cayley,  qui  m'en 
a  donné  récemment  communication;  elle  est  le  point  de  départ  de 
la  méthode  de  résolution  de  l'équation  générale  du  quatrième  degré, 
dont  j'ai  parlé  au  commencement  de  ce  Mémoire.)  Ainsi  leur  pro- 
duit est  bien  un  carré  parfait.  En  même  temps,  nous  obtenons  la 
décomposition  en  trois  facteurs  du  second  degré  du  covariant  /*, 
d'où  l'on  peut  conclure  la  résolution  de  l'équation  h  =  o. 


IV. 

Des  questions  arithmétiques  dont  les  résultats  précédents 
donnent  la  solution. 

Étant  proposées  deux  formes  biquadratiques  f  et  /',  on  pourra 
reconnaître  si  elles  sont  équivalentes,  ou  non,  en  calculant  leurs 
transformées  réduites  F  et  F'.  Pour  obtenir  ces  transformées  ré- 
duites, on  formera  l'équation  en  0,  qui  sera  la  même  pour  /et/': 
II.  —  I.  24 
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car  on  doit  d'abord  supposer  à  ces  deux  formes  les  mêmes  inva- 
riants. Gela  fait,  on  choisira  la  racine  moyenne  de  cette  équation 
en  8,  et  l'on  en  déduira  les  deux  formes  quadratiques  ty  et  •!/,  en 
extrayant  la  racine  carrée  des  fonctions 

/+Û*.   f'+W. 

La  réduite  F  s'obtiendra  en  effectuant  dans  f  la  substitution  à 
coefficients  entiers  et  au  déterminant  un,  propre  à  réduire  <l,  et  la 
réduite  F'  en  effectuant  dans  y  la  substitution  propre  à  réduire  <J/. 
Maintenant  il  suit  de  notre  théorie  :  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  que  /  et  /'  soient  équivalentes  est  que  F  et  F'  soient 
identiques. 

En  second  lieu,  si  l'on  propose  de  calculer  le  système  complet 
des  formes  réduites  qui  ont  les  mêmes  invariants  i  ety ,  on  déduit 
de  la  valeur  minimum  de  T,  ci-dessus  obtenue,  savoir  : 

T=i6*(eI-0,)*, 

où  6|  et  82  désignent  la  plus  grande  et  la  plus  petite  racine  de 
l'équation  en  9,  la  règle  suivante  : 

On  calculera  tous  les  systèmes  de  nombres  entiers  A,  B,  C, 
B',  A'  qui  vérifient  en  valeur  absolue  les  conditions 

AA'^i)'^-*),)*,         BB'<  (£)'((),- -),)',         C'< -J.ro, -d,), 
AB'*  <  (  >-)»(0t  -  -  02)3,         A'B'  <  (  > )»(0,  -  0,  )3. 

Ces  systèmes,  en  nombre  évidemment  fini,  donneront  autant 

déformes  F',  F',  F'", On  choisira  les  réduites  destinées  à 

représenter  définitivement  les  classes  distinctes  de  mêmes  in- 
variants, en  calculant  les  formes  quadratiques  y/(F  -f-  h3G). 
\/(F'-f-  93G'),  ...  et  conservant  seulement  celles  des  formes  F, 
F',  . . .  auxquelles  correspondront  ainsi  des  formes  quadra- 
tiques réduites,  oit  le  coefficient  moyen  ne  surpasse  pas  celui 
de  x2,  qui  lui-même  ne  doit  pas  surpasser  celui  de  y2. 

Dans  une  autre  occasion,  j'espère  pouvoir  présenter  des  appli- 
cations numériques  de  cotte  théorie;  je  nie  bornerai  maintenant  à 
remarquer  cette  circonstance  que,  pour  les  formes  quadratiques;! 
facteurs  réels,  l'invariant  y  est  essentiellement  limité  par  la  valeur 
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donnée  de  i.  Effectivement,  comme  le  discriminant  is  —  2772  doil 
être  positif,  il  faut  qu'on  ait  y2  <  jji3;  on  peut  donc  dire  que 
toutes  les  formes  biquadratiques  à  racines  réelles 

ici,  b,  c,  b',  a')(x.y)>, 

pour  lesquelles  la  fonction  aa! —  \bU -h  3  c*2  a  une  valeur  donnée, 
sont  réductibles  à  un  nombre  fini  de  classes  distinctes. 


Paris,  juillet  i85.{. 


SUR  LA  THÉORIE 

DES 

FONCTIONS  HOMOGÈNES 

A  DEUX  INDÉTERMINÉES. 


Journal  de  Crelle,  Tome  52. 


SECOND  MÉMOIRE. 

Dans  mon  premier  Mémoire,  qui  a  pour  principal  objet  l'élude 
des  formes  biquadratiques,  j'ai  eu  soin  de  considérer  séparément 
la  théorie  algébrique  et  la  théorie  arithmétique  de  ces  formes 
Relativement  aux  formes  quadratiques,  une  pareille  distinction 
serait  inutile,  en  raison  du  petit  nombre  de  notions  algébriques 
qu'il  est  nécessaire  d'établir  comme  base  des  considérations  arith- 
métiques. Mais,  dès  qu'on  s'élève  aux  formes  binaires  de  de^ré 
quelconque,  on  voit  la  théorie  algébrique  prendre  un  développe- 
ment inattendu  et  digne  du  plus  grand  intérêt.  En  effet  en  pré- 
sence des  éléments  analytiques  nouveaux  dont  elle  manifeste 
l'existence,  les  notions  les  plus  simples  et  les  plus  faciles  qui 
nous  sont  requises  par  l'étude  des  formes  quadratiques  viennent 
alors  s'offrir  sous  un  tout  autre  aspect,  et  parfois,  donnent  nais- 
sance ii  des  notions  nouvelles.  Je  me  propose  d'en  montrer  ici  un 
exemple,  en  traitant  de  la  distribution  en  ordres  des  formes  cu- 
biques et  biquadratiques. 

M.  Eiseiisteîn,  dans  son  beau  Mémoire  intitulé  :  Nouveaux 
théorèmes  d'Arithmétique  transcendante,  publié  dans  le  Jour- 
nal de  Crelle,  t.  35,  a  déjà  remarqué  que  la  présence  des  formes 
adjointes,  dans   la    théorie    des    formes   quadratiques    ternaires, 
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conduisait  à  faire  reposer  la  distribution  en  ordres  de  ces  formes 
sur  un  principe  nouveau  et  différent  de  celui  que  M.  Gauss  a  donné 
pour  les  formes  binaires.  Nous  allons  voir  que,  pour  les  formes 
cubiques  et  biquadratiques,  le  principe  de  M.  Eisenstein  va  lui- 
même  se  présenter  sous  un  jour  plus  étendu,  et  conduira  à  trois 
subdivisions  différentes  de  la  totalité  des  formes  qui  possèdent  les 
mêmes  invariants  fondamentaux . 

C'est  là  d'ailleurs  un  résultat  qui  appartient  en  propre  aux  formes 
dont  nous  parlons  ;  de  sorte  que  la  forme  du  cinquième  degré  et 
celle  de  degrés  plus  élevés  donnent  lieu  pour  la  distribution  en 
ordres  à  des  considérations  toutes  différentes.  Plusieurs  autres 
faits  se  présenteront,  comme  nous  l'avons  déjà  annoncé  dans  la 
suite  de  ces  recherches,  pour  manifester  dans  des  circonstances 
variées  cette  différence  de  nature  qu'on  rapproche  naturellement 
de  cette  différence  analytique  si  profonde,  entre  les  racines  des 
équations  des  quatre  premiers  degrés,  qui  s'expriment  par  simples 
radicaux,  et  celles  de  degrés  plus  élevés  qu'il  est  impossible  d'ob- 
tenir de  cette  manière. 

Dans  l'espérance  que  de  pareilles  considérations  intéresseraient 
peut-être,  j'ai  développé,  avec  détails,  l'application  aux  formes  du 
cinquième  degré  des  propositions  algébriques  générales  sur  les- 
quelles reposent  la  distribution  en  ordre  des  formes  binaires.  Plu- 
sieurs des  résultats  qui  se  présenteront  dans  cette  application  se 
retrouveront  d'ailleurs  et  joueront  un  rôle  important  dans  l'étude 
spéciale  des  formes  du  cinquième  degré,  à  laquelle  je  consacrerai 
prochainement  un  nouveau  Mémoire. 


Principe  de  la  distribution  en  ordres  des  formes  binaires. 

Il  est  un  point  de  vue  sous  lequel  la  notion  des  ordres  de  classes 
quadratiques  de  même  déterminant  s'étend  immédiatement  à  toutes 
les  formes,  quel  que  soit  leur  degré  et  le  nombre  de  leurs  indé- 
terminées. Ainsi,  en  ne  considérant  que  les  formes  binaires  et  leur 
appliquant  la  méthode  suivie  par  M.  Gauss  dans  le  §  226  des  Dis- 
quisitiones  Arithmeticœ,  on  peut  nommer  primitives  toutes  les 


374  0EUVRE8    DE    CHARLES    HERMITE. 

formes 

/=:  (a,b,  c,  ...)(x,  y)m 

de  mêmes  invariants,  dans  lesquelles  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  a,  i,  c,  ...  est  l'unité.  Cela  dit,  l'ordre  proprement 
primitif  sera  défini  comme  réunissant  toutes  les  formes  dans  les- 
quelles le  plus  grand  commun  diviseur  de 

,      m.  ni  —  i 
a.     mb.     c, 

1.2 

sera  l'unité,  et  ensuite  on  obliendra  autant  d'ordres  impropre- 
ment primitifs  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  mêmes 
nombres  pourra  recevoir  de  valeurs  distinctes. 
Maintenant,  si  l'on  passe  aux  formes 

F -(A,  B,  C,  ...)(xyy)»\ 

dont  les  coefficients  A,  B,  C,  ...  ont  un  plus  grand  commun  divi- 
seur 8,  on  pourra  les  nommer  dérivées  des  formes  primitives 

m* 

Cela  posé,  pour  chaque  valeur  de  8,  on  aura  un  groupe  de  formes 
dérivées,  dont  la  distribution  en  ordres  suivra  immédiatement  celle 
des  formes  primitives  qui  leur  correspondent.  Rien  de  plus  facile, 
on  le  voit,  que  cette  première  extension  des  principes  de  M.  Gauss 
qu'il  nous  a  suffi  d'indiquer  en  peu  de  mots.  Mais,  dès  qu'on  con- 
sidère d'autres  formes  que  les  formes  quadratiques  à  deux  indé- 
terminées, on  voit  intervenir  de  nouveaux  éléments  analytiques  qui 
jouent  dans  toute  la  théorie  un  rôle  essentiel;  ce  sont  les  formes 
adjointes  et  les  formes  nommées  covariants  par  M.Sylvester.  Ces 
deux  genres  de  formes  ne  sont  pus  essentiellement  distincts,  comme 
on  le  sait,  dans  la  théorie  des  formes  binaires  ;  ils  se  ramènent  aux 
seuls  covariants,  dont  je  crois  devoir  encore  rappeler  la  propriété 
caractéristique. 

Soit  ^ 

f  =--  {a,  b,  c,  .. .  )(z\  y)m 

une  forme  binaire,  et  supposons  qu'on  ait  identiquement 

(a,b,  c,  ...XÈ*-M>,  *K-+-Vj/"  =  (A,  B,  C,  .  ..)(*,  .y)"S 
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on  donnera  le  nom  de  covariant  de /à  toute  fonction 

©(a,  b,  c,  ...  ;  x, y) 

rationnelle  et  entière  en  a ,  b,  c,  . . .  ;  x,  y,  qui  satisfait  à  la  con- 
dition 

<\)  (fr'—iiÊ')* <?(«»*»<?.  ...;  È*  4-Ç>,  Tla:-+-r)>)  =  ?(^iB»C,  ...;  a?, 7), 

l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  est  élevé  le  déterminant  de 
la  substitution  Çr/ — i\%  étant  entier  et  positif.  Cela  posé,  il  est 
bien  facile  de  reconnaître  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
coefficients  d'un  covariant  quelconque  <p,  de  la  forme  /,  sera  un 
élément  numérique,  caractéristique  de  la  classe  entière  à  laquelle 
appartient  cette  forme.  Nommant,  pour  un  instant,  o;  une  expres- 
sion semblable  à  <p,  mais  se  rapportant  à  une  forme  f1  arithmé- 
liquement  équivalente  à  /,  il  suit  de  l'équation  (A)  que  <p  et  ©' 
seront  elles-mêmes  arithmétiquement  équivalentes  et  auront  né- 
cessairement le  même  plus  grand  commun  diviseur  pour  leurs  coef- 
ficients. L'ensemble  des  classes  /,/i  ,/•»,..•,  qui  ont  les  mêmes  inva- 
riants, peut  être  ainsi  divisé  en  ordres  en  appliquant  le  principe 
même  de  M.  Gauss,  tel  que  nous  l'avons  présenté  tout  à  l'heure,  aux 
covariants  <p,  'fl?  cp2,  ...  qui  leur  correspondent  respectivement. 
El,  par  là,  on  voit  s'offrir  autant  de  divisions  en  ordres  que  de  co- 
variants distincts,  de  sorte  que  l'idée  arithmétique  très  simple,  qui 
nous  a  été  donnée  par  la  théorie  des  formes  quadratiques,  reçoit, 
par  le  fait  de  l'existence  des  divers  covariants,  un  développement 
aussi  intéressant  que  difficile  à  suivre.  On  est  conduit  en  effet  à 
ces  problèmes,  sources  de  belles  recherches  analytiques  : 

1  °  Trouver  tous  les  covariants  des  formes  d'un  degré  donné. 

20  Trouver  comment  dépendent  des  invariants  fondamen- 
taux, les  diviseurs  d'un  covariant  quelconque,  qui  fournissent 
les  caractères  dhtne  division  en  ordres,  relative  à  ce  covariant. 

3°  Comparer  entre  elles  toutes  les  divisions  en  ordres  qui  re- 
posent sur  la  considération  des  divers  covariants. 

C'est  la  solution  de  ces  questions  que  nous  nous  proposons 
d'offrir  pour  les  formes  cubiques  et  biquadratiques.  Elle  se 
fonde  principalement  sur  les  propositions  générales  que  nous 
allons  établir. 
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II. 

Propositions  sur  les  covariants  des  formes  binaires. 

Première  proposition.  —  Soient  g  et  h  deux  covariants  quel- 
conques de  la  forme 

f=(a,b,  c,  ...ftx,y)», 

de  sorte  qu'en  faisant 

(a,b,c,  ...fite  +  xj',  te-*-Xjf)««^(Af  B,  C,  ...fix,?)* 

et,  pour  abréger, 

to  =  k\  —  x  /, 

on  ait 

(i)        u'g{a,b,c,  ...;  kx  +  xy,  /*-*- >jr)  =  ^(A,  B,  C,  ...;tf,.r)i 
(•2)        wr/i (a,b,c,  ...  ;  Ara?  -f-  xj^,  /.r  -h  Xjo  =  /i(A,  B,  C,  . . .  ;  x,  ^). 

Je  dis  qu'en  posant 

(3)   ^,6,c)...;^X-^Y,rX  +  ^Y)=ô(fl,è,C,..,a:,r,X,Y), 

on  aura  l'identité 

(  j)  t»sb{a,b,c,...\kx->r%y,  /:r-hXjK,X,u>'+i  Y)  =  8(A,B,  C. ...  ;  x,  v,  X,  Y\. 

Ainsi  les  coefficients  des  divers  termes  en  X  et  Y  dans  cette  fonc- 
tion 0  se  vérifieront  de  même  nature  que  (i)  et  (2),  et  seront  dè> 
lors  des  covarianls  de  f. 

Soit 

\  =  kx  -f-  xj%  r,  =  Ix  -h  X.y, 

m  =  x\  —  -r-  Y,         ç  —  y\-\ Y; 

dy     '  ^  cto 

nommons  U  et  V  ce  que  deviennent  respectivement  u  et  v  quand 
on  remplace  les  coefficients  a,  b,  c\  . . . ,  qui  entrent  dans  la  forme  h, 
par  A,  B,  C,  . .  .,  de  sorte  que 

'  <)y  Ox 
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je  vais  établir  comme  lemme  qu'on  aura 

J'observe  pour  cela  que  l'identité  (2),  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  celle-ci  : 

u>'/i(a,  6,c,  ...;Ç,ri)  =  /t(A,B,C,  ...;  :r,^), 

donne,  par  la  différentialion, 

d/t(A ,  B,  C,...\x,y)  _       f    ^(a^.c,...;^^)         dA(a,6,r,...;  ^7))1  ^ 

,tftçtt(A,B,C,...;g,.r)  r    ^vM^^Ti)  .  ^  dh(a1b1c11:1±l2L H 

(O)    ; —   U)*       X    -r A — I  • 

Oy  L  ôl  <*l  -I 

Or  les  équations  (5)  donnent  immédiatement 

"^  L  *r  ày  J     ' 

/  U  + XV  =  (/*-+- X/)X 

[\  d/i(A,  B,C,  ...:  g,jr)  ycM(AtB,C,  ...:^r)1  y 

~    L  ai  '  Ty  J  *' 

et,  en  substituant  les  valeurs  des  deux  dérivées  partielles  que 
fournissent  les  équations  (7)  et  (8),  il  vient  précisément  les  équa- 
tions (6)  que  nous  nous  proposions  d'établir. 

Cela  posé,  revenons  à  la  relation  (1),  que  nous  allons  reproduire 
en  écrivant  U  et  V  au  lieu  de  x  cl  y,  savoir  : 

9)    &g(a,  b,  c,  ...  ;  *U  -4-  xV,  /U  -u  XV)  -  g( A,  B,  G,  . . .  ;  U,  V), 

et  à  la  relation  (3),  par  laquelle  est  définie  la  fonction  9, 
(10)  g(a,b,c,  ...;  u,  v)  =  6(a,  b,  c,  ...:  x,y,  X,Y). 

Si,  dans  cette  dernière  identité,  nous  substituons  A,  B,  C,  ...  à 

a,  6,  c,  . . .,  il  faudra  aussi  mettre  U  et  V  au  lieu  de  u  et  c,  et  il 

viendra 

*(A,  B,  C,  . . .  ;  U,  V)  =  6(  A,  B,  C,  . . .  ;  x,y,  X,  Y), 
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ou  bien,  à  cause  de  l'équation  (g  >, 

o<A'(a,6,c,  ...;  AU  -t-  xV,  /U  -*-  X  V  >  =  0(  A,  B,  C.  . . .  ;  *,  ^.  X,  Y;. 

Maintenant,  il  résulte  du  le  m  me  précédemment  établi  (équat.6) 

que 

*U-^xV,     /U-r-XV, 

qui  entrent  dans  le  premier  membre,  sont  ce  que  deviennent  res- 
pectivement «etp  lorsqu'on  y  remplace  x  et  y  par  Ç  etr4.  et  qu'on 
multiplie  Y  par  wr+< .  L'expression 

g{a,b,c,  ...;  A-U-hxV,  II :-rXV) 

n'est  donc  autre  chose,  en  vertu" de  l'équation  (10^.  que 

0(a,ô,cî...;ÇlrlïX,w'+iY), 

et  nous  obtenons  de  la  sorte  la  relation  que  nous  voulions  établir, 
savoir  : 

u>'0(a,  b,  r,  ...  :  £,  rf,  X,  w'+n  i  =  6(A,B.  C ;  ar.jr,  X,  Y  ». 

On  peut  aisément  juger,  par  cette  première  proposition,  de  la 
multitude  des  covariants  qui  existent  pour  une  forme  donnée. 
Ainsi,  en  prenant  g  et  h  égaux  à/,  qui  est  évidemment  un  cova- 
riant  par  rapporta  elle-même,  on  en  obtiendra  un  certain  nombre, 
avec  lesquels  on  pourra  encore  employer  le  même  théorème.  Si 
donc  on  ne  retrouve  pas  ainsi  des  formes  obtenues  précédemment, 
on  verra  de  nouveaux  covariants  naître  de  tous  ceux  qui  se  sont 
déjà  présentés,  et  il  semble  bien  difficile  de  déduire  de  là  une 
expression  analytique  générale  pour  tant  de  quantités  qui  peuvent, 
tout  en  restant  dans  le  même  principe,  naître  les  unes  des  autres 
de  tant  de  manières  différentes.  Voici  ce  qu'il  m'a  été  donné  de 
trouver  après  de  longues  méditations  sur  ce  sujet  : 

Seconde  proposition.  —  Nommons  covariants  associés  à  h  ceur 
qui  résultent  de  la  première  proposition  lorsqu'on  suppose  g 
égal  à  la  forme  f :  je  dis  que  tout  covariant  de  f,  quel  qu'il 
soit,  ou  au  moins  son  produit  par  une  puissance  entière  de  A. 
sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  des  covariants  associés. 

Pour  mieux  préciser  d'abord,  cette  notion  des  covariants  asso- 
ciés, reprenons  l'expression  analytique  qui  leur  donne  naissance, 
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savoir  : 

/      .  \  i     v       àh  v       v       dh  v\"« 

(a1b,c,...j(x\--YiyX+-^)    . 

Il  conviendra,  en  nommant  n  le  degré  de  h  en  #  et  y,  d'écrire 
-  Y  au  lieu  de  Y.  Cela  étant,  si  l'on  met  en  évidence  les  coefii- 
cients  des  divers  termes  en  X  et  Y,  il  est  clair  que  celui  de  Xm  sera 
la  forme  proposée/,  et,  en  faisant 

ces  quantités  h^  h*,  . . .,  hm  seront  ce  que  nous  nommons  doré- 
navant les  covariants  associés  à  h. 

Cela  posé,  soit 

ir(a,  b,  c,  ...\x,y) 

un  covariant  quelconque  de  f\  nous  pourrons  écrire  les  deux  iden- 
tités 

(a,6,c,  ...^arX -h  a/ Y,  jrX-f-y  Y)"' =  (  A,  B,C,  ...nX,Y)«, 
{*/—  yx')V-T.(a,b,c,  ...\x\  +ï'Y,/X+/Y)  =  «(A,  B,  G,  . . .  ;  X,  Y;, 

u  étant  un  certain  nombre  entier.  Maintenant  faisons 

,  _       î   dh  ,  _  i   dh  t 

~~        n  dy'       y  ~~  n  dx' 

les  coefficients  A,  B,C, ...  deviendront  respectivement/,  ht}  h2, 

et  le  déterminant  xyJ '  —  yx'  la  forme  h  elle-même.  Supposons  en- 
core, dans  la  seconde  équation, 

X  =  i,       Y=o; 

son  second  membre  se  réduira  évidemment  au  coefficient  de  la 
puissance  la  plus  élevée  de  X,  fonction  rationnelle  et  entière  de 
A,  B,  C,  . . .  que  nous  désignerons  par  (A,  B,  C,  . . .  ).  II  vient  donc 
ainsi  l'équation  suivante  : 

(")  AH-7r(a,  b,c,  ...;  x,y)  =  (f,  hu  h~,  ..    ,, 

par  laquelle  notre  proposition  se  trouve  démontrée. 

Pour  en  montrer  immédiatement  une  application,  nous  allons 
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faire  voir  que  tous  les  cova riants  d'une  forme  quadratique 

/={<*,!>,  c){x,yf 

s'obtiennent  en  multipliant  une  puissance  de  /  par  une  puissance 
de  l'invariant  b'1  —  ac. 

Remarquons  d'abord  que  le  second  membre  de  la  relation  (u) 
est  homogène  en/,  A(,  A3,  ...,  car  il  provient  de  l'expression 
(A,  B,  C,  . . .),  qui  est  nécessairement  homogène  en  A,  B,  C,  ... 
puisque,  en  général,  tout  covariant  d'une  forme  est  une  fonction 
entière  homogène  des  coefficients  de  cette  forme.  Cela  étant,  on 
Irouve,  en  prenant  h  =  /, 

et 

fV-(a,b,c;  :r,7)  =  r/,o,(«c-&V)/J. 

Or,  le  second  membre  devant  être  homogène  par  rapport  aux  deux 
quantités  /et  (ac  —  &*)/,  ne  peut  être  que  le  produit  d'une  puis- 
sance de /par  une  fonction  de  l'invariant,  et,  pour  qu'un  tel  ré- 
sultat soit  aussi  homogène  en  a,  b,  c,  cette  fonction  de  l'invariant 
doit  être  proportionnelle  à  une  simple  puissance.  Donc,  tout  cova- 
riant de  la  forme  quadratique  proposée,  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  x,  y,  et  a,  b%  c  par  définition,  est  compris  dans  la  formule 

(*«-«<•)//*, 
i  et  k  étant  entiers. 

Si  simple  et  si  prévu  que  fût  ce  résultat,  je  n'ai  pas  cru  inutile 
de  l'établir  rigoureusement  à  cause  des  conséquences  qui  s'en  dé- 
duiront par  l'application  de  la  loi  de  réciprocité  :  conséquences 
que  j'ai  déjà  indiquées  dans  le  Journal  de  M.  Thompson.  D'ailleurs 
il  montre,  sous  un  certain  point  de  vue,  comment  les  formes  qua- 
dratiques se  distinguent  des  formes  cubiques  et  biquadratiques, 
dont  nous  allons  nous  occuper,  tout  en  partageant  avec  elles  une 
propriété  caractéristique  que  nous  verrons  tout  à  coup  disparaître 
dans  les  formes  du  cinquième  degré.  Nous  ferons  précéder  ces 
questions  de  quelques  remarques  sur  le  système  particulier  des 
eovariants  qui  sont  associés  à  la  forme  proposée. 
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III. 

Sur  le  système  des  co variants  associés  à  la  forme  proposée. 

On  l'obtient  en  mettant  en  évidence  les  divers  termes  en  X  et  Y 
dans  l'expression 

\    '    '  I  \  m  ùy     7  J  m  Ox    J     ' 

de  sorte  que,  si  nous  faisons 

(«.*,c,...j(.X.-±gY,rXH.lgY)-a=(/l/„/i,...1/J.Jîx,Y)-, 


les  covariants  associés  à  /se  trouveront  désignés  par/!  j/^,  •  •  •>//«• 
Leurs  premiers  termes  s'obtiennent  facilement;  car,  en  faisant 
y  =  o  dans  les  expressions 

x\ -f-  \       et      yX  -î-  -  -f  \  , 

m  Oy  *  m  Ox 

<dles  deviennent  simplement 

x\  —  bxm-lY      et      axm~l\. 
En  faisant,  pour  abréger, 

0'»-*/ 


m  .m  —  i 
on  trouvera  ainsi 


-..TTT.  ss^  *<*•'>• 


/,  ^  <pf(  --  6,  a )  .r('-*-i  >'"-2'"  -T- . . . . 

Ce  coefficient  'f/(  —  &,  a)  est  divisible  par  a,  comme  on  le  voit  aisé- 
ment; il  s'ensuit  que,  en  employant  la  méthode  donnée  dans  mon 
premier  Mémoire,  pour  déduire  un  covariant  de  son  premier  terme 
on  obtiendra  la  forme /en  facteur  commun  dans  la  série  entière 
des  covariants  associés.  Cette  remarque  faite,  je  vais  étudier  de 

plus  près  les  quotients  -©<( —  b,  a),  en  supposant  à  i  les  valeur* 

i,  2,  3,  4?  5,  et  en  écrivant  les  coefficients  de  f  suivant  Tordre 
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alphabétique 

-  ot(—  b,  a)  =  —  fr-t-ac, 

-  fz(—  b,  a)  =  ib*  —  3abc  -+-  a*d ', 

i  ?J  —  b,a)  =  —  36*-h6ac62  —  j  6</a* -r- ra», 

-  Oj(—  6,  a)  =  4  65  —  ioac6*  -f-  io6*cfa*  —  5bea*  -h /a4. 

Introduisons  pour  cela  les  expressions  suivantes,  savoir  : 

A,  invariant  de  <pi(a\  y)  =  b* —  ac, 

B,  »  <?,( x,  y)  =  (bc  —  ad)*  —  4 (b*  —  oc) (c*  —  M), 

C,  »  ?*(*•,  r)  =  ae~  \bd-h  Je1, 

D,  m  oi(x,y)  =  (af—$be-t-2cd)* 

—  \(ae-  kbd^r-  3c*)(6/  —  4ce  -+-  3rf«). 

on  vérifiera  sans  peine  les  relations 

~  <?i(  —  b,  a)  =  —  A, 

-  ©v(  —  b,a)  =  «*C  —  3A*. 

a  * 

î        .       .  .    OH        i     ,  c)D 

-  <?5(—  6,  a;  =  A  —  -h  -  a*  — . 

rt    T  <>c/  2  OJ 

Gela  posé,  soient  £',  g'  les  invariants  analogues  à  A,  C,  mais  re- 
latifs aux  formes 

. _. « (»_/,  JLL ,  -ïiL. ,  J1L ,  dlt\] x  Y \* 

i .  m  —  x .  m  —  3  \  'te*  ♦  '  Ox i  Oy  '  Ox*  Oy*  '  <*r  <>r3  '  Oy*  )  \  '  *      / 


et  h  et  A'  les  quantités 

_î (àe    àf        dfi    0/ 


///  { m  —  i  )  \  t)x    dy        oy    Ox  / 
m  (  m  —  i  ;  \  Ox   dy        Oy  Ox  ) 
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on  aura  ces  expressions  des  premiers  covariants  associés  de  /, 
savoir  : 

A  =  —fg, 

A=f(*é?h-ph'). 

Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  leurs  termes  les  plus  éle- 
vés en  x  ont  précisément  pour  coefficients  les  quantités 

©j(— 6,a),       <p3(—  bya),       

Mais  je  ne  m'arrêterai  pas  à  le  vérifier,  m'étant  seulement  proposé 
de  faire  voir  comment  viennent  s'offrir,  dans  ma  théorie,  les  cova- 
riants auxquels  M.  Sylvester  a  donné  les  désignations  de  Hessiens 
ou  d'Émanants,  et  qui  ont  été  nommés  précédemment  g,  g1. 


IV. 
Division  en  ordres  des  formes  cubiques. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  en  commençant,  le  point  de  dé- 
part de  cette  théorie  de  la  division  en  ordres  est  la  recherche  com- 
plète de  tous  les  covariants  des  formes  cubiques.  Nous  allons  nous 
en  occuper  en  nous  fondant  sur  les  propositions  générales  précé- 
demment établies. 

Soit  la  forme  proposée 

/-  («»  b,  c,  d)(xfy)*\ 

on  trouvera  d'abord  pour  ses  covariants  associés,  fs  étant  identi- 
quement nul,  les  expressions 

Afin  d'introduire  par  la  suite  %g  au  lieu  de  g,  nous  écrivons 

/.  =  -{/* 
et  nous  aurons  ces  valeurs 

g  =  f  2(6*--  rtc),  bc—ad,  2(c* — bd)](x,y)*, 

f*b't  —  5abc-*ra*dib*c~±-abd--t\act%  \/         \s 

h  =  (      -Ci[,  +  'ib*d—acd,  -  ïc*  +  Ibcd  -  ad*)  [*'  * )  ' 
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Cela  posé,  recherchons  si  d'autres  covariants  ne  naîtraient  pas, 
par  exemple,  du  développement  de 

(•.wft.x-igï.rXH.IjjY)". 

Or  on  trouve  sans  peine  que 
(fl>61cfrf)fa?X-i-^Y,^X+igxy=(/lAfA/fAAKX,Y)«. 

A  désignant  l'invariant  unique  de  f,  savoir  : 

A  =  (bc  —  ad)*  —  4(£2  —  ac)(c*  —  bd) 
—  \ac*  -4-  4db*  ■+-  a* rf2  —  Sabcd  —  36«c-. 

Ce  sont  donc  encore  /et  /*  qui  se  présentent,  mais  accompagnés 
maintenant  de  V invariant  A.  Notre  seconde  proposition  (§  II)  con- 
duit ainsi  à  ces  deux  conclusions  : 

Tout  covariant  6  de  la  forme  cubique  /  est  exprimable,  soit 
de  cette  manière  : 

soit  de  la  suivante  : 


/es  rfew.r  numérateurs  étant  des  fonctions  rationnelles  et  en- 
tières des  diverses  quantités  qui  y  entrent,  et  les  exposants  -x 
et  v  étant  entiers.  Or,  de  là,  il  est  facile  de  conclure  que  H  peut 
également  s'exprimer  par  une  fonction  entière  de  f  g,  h  et  A. 

Pour  établir  la  démonstration ,  j'observe  d'abord  que  deux  quel- 
conques de  ces  trois  quantités  f  g,  k  peuvent  être  regardées 
comme  entièrement  indépendantes.  On  le  voit  en  considérant  un 
cas  particulier.  Soit,  par  exemple, 

f  _=  x3  -r-y3  ; 
on  trouvera 

g  ;--  —'ixy,        h  r=x-  —  y*\ 

quantités  qui,  envisagées  deux  à  deux,  ne  peuvent  être  liées  par 
aucune  relation  indépendante  de  x  et  y.  Mais,  entre  /,  g  et  //. 
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une  telle  relation  existe  nécessairement  et  s'obtient  en  comparant 
les  invariants  des  deux  formes 

(a,  A,  c,  d){x,  y  )»       et       (/,  o,  -  \fg,  ,AJ{X,  \)\ 

qui  sont  respectivement 

A      et     f>>h*-\f»gK 

Or,  la  seconde  résultant  de  la  première,  par  la  substitution  linéaire 
au  déterminant  /,  qui  donne  naissance  aux  covariants  associés  à  /, 
on  trouvera 

A/*  =/«/**  -JA/V 

et,  plus  simplement, 

(3)  A/2-M^  =  ^. 

(Cette  équation  a  été  récemment  indiquée  par  M.  Cayley  dans 
un  Mémoire  intitulé  :  Nouvelles  recherches  sur  les  covariants.) 

Cela  pose,  j'observe  que  les  numérateurs  dans  les  expressions  (i) 

et  ('A)  de  8  pourront  être  ramenés,  en  vertu  de  cette  relation,  à 

contenir  seulement  la  première  puissance  de  h;  ainsi,  on  pourra 

écrire 

U(f,  g,  /'  ï  =  H.f /,  *,  A)  -*-  hUt  (/,  /r,  A), 

<!>(/,  /,,  A  )  =  <M/,  *.  A)  -+-  /*<!>,(/,  ^  A  ), 

les  nouvelles  fonctions  II0,  H|,  ^o?  ^i  étant  essentiellement  en- 
tières en  y,  #*  et  A. 

Kgalons  maintenant  les  deux  expressions  du  covariant  0;  il 
viendra 

Jjj  U0(/,  iSr,  Ai--  A  n,(/,  ^,  A)  =  »  *0(/,  *,  A)  h-  A  *,(/.  ^  a). 
Or  je  dis  qu'on  devra  avoir  séparément 

l  4  )  ^  "o(/,  *,  A)  =  -1  4>0(/,  *•,  A), 

(5)  ^IM/,^A)=^  *,(/,*,  A). 

Effectivement,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  aurait  entre/,  g,  h  une 
équation  essentiellement  distincte  de  (3),  contenant  h  au  premier 
degré  seulement.  Il  serait  donc  possible,  en  éliminant  cette  quan- 
ti. —  I.  25 


3*> 
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tité.  d'obtenir  entre  /  et  g  une  relation  indépendante  de  x  et  v: 
contrairement  à  ce  que  nous  avons  précédemment  établi.  Or 
l  égalité  4  '*  lorsqu'on  a  chassé  les  dénominateurs,  prouve  immé- 
diatement que  Il„  est  divisible  par  y>,  et  <I>0  par  g*m  Une  consé- 
quence toute  semblable  se  tire  de  Tégalité  (5).  Ainsi  nous  avons 
ce  théorème  : 

Tout  covariant  de  la  forme  cubique  proposée  f  est  une 
fonction  entière  de  f  g.  h  et  de  l'invariant  A;  le  co  variant  h 
f*ou*\tnt  être  regardé  comme  entrant  seulement  au  premier 
degré  dans  cette  fonction. 

IV  là  découlent  beaucoup  de  conséquences  sur  lesquelles  nous 
aurons  à  revenir  dans  la  suite  de  ces  recherches.  Eu  nous  bor- 
nant maintenant  à  ce  qui  se  rapporte  à  la  division  des  formes 
cubiques,  nous  voyons  que  cette  division  peut  être  faite  de  trois 
manières  différentes. 

Soient,  en  effet,/,/',  f /(l'  les  formes  par  lesquelles  on 

peut  représenter  la  totalité  des  classes  cubiques  différentes  pour 
un  même  invariant  A:  à  ces  formes  correspondront,  d'une  part, les 

covariants  quadratiques  g%  g\  g" gJ)  et,   de    l'autre,  les 

covariants  cubiques,  A,  /*',  A" hliK  Cela  posé,  chacun  de  ces 

trois  groupes  de  formes,  que  pour  abréger  nous  nommerons  (/), 
(g}  et  {h),  pourra  tout  d'abord  être  individuellement  divisé 
eu  ordres,  en  appliquant  le  principe  de  M.  Gauss,  tel  que 
nous  l'axons  présenté  ix§  IV  Or,  eu  réunissant  dans  le  même 
groupe  toutes  les  formes  de  (/).  dont  les  covariants  quadratiques 
appartiennent  au  même  ordre  dans  (g),  on  obtiendra  une  seconde 
division  en  ordres  de  (/),  que  nous  dirons  attachée  à  g.  Et  sem- 
hlahlcmcnt,  si  Ton  prend  pour  point  de  départ  la  division  en 
ordres  de  [h)%  et  qu'on  réunisse  encore  dans  un  même  groupe  les 
tonnes  de  ^%/\  dont  les  covariants  cubiques  appartiennent  au 
même  ordre  de  {  h)%  on  arrivera  à  une  troisième dix'ision  en  ordres 
de  ^ /\  que  nous  dirons  attachée  à  //.  De  ces  deux  dernières  d*  vi- 
sion*, celle  qui  est  attachée  à  g  a  la  plus  grande  importance, 
tomme  nous  nous  réservons  de  le  montrer  dans  un  autre  Mé- 
moire. I  Ile  >ert  de  base,  en  effet,  à  la  détermination  complète  du 
nombre  des  clauses  cubiques  pour  un  invariant  donné;  recherche 
qui*  M.   Kisenslein  a  déjà  traitée  d'une  manière  aussi   ingénieuse 
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qu'élégante,  mais  seulement  dans  un  cas  particulier.  Pour  ce  qui 
regarde  la  division  en  ordres  attachée  au  covarianl  A,  je  ne  puis  la 
justifier  que  par  l'analogie  avec  la  précédente,  car  jusqu'ici  je  n'ai 
pas  encore  été  amené  à  en  faire  usage,  et  à  la  caractériser  par 
quelque  propriété  arithmétique  particulière.  Cependant,  dans  plu- 
sieurs circonstances,  j'ai  vu  le  covariant  A  jouer  un  rôle  important, 
et  j'en  vais  citer  un  exemple  qui  se  rapporte  précisément  à  la 
recherche  du  nombre  des  classes  cubiques.  Il  est  nécessaire,  dans 
la  méthode  que  j'ai  suivie,  d'obtenir  l'expression  analytique  de 
toutes. les  formes  pour  lesquelles  le  covariant  quadratique  est  le 
même.  Or,  f  désignant  une  forme  déterminée  dont  le  covariant 
quadratique  est  g,  toutes  les  autres  qui  auront  le  même  covariant 
seront  données  parla  formule  t/-\-  uh,  h  étant  le  covariant  cubique 
de  f\  t  et  u  des  constantes  liées  par  la  relation 

i*  —  Aa*  =  i. 

Il  me  reste  encore  à  indiquer  comment  les  diviseurs  communs 
des  coefficients  de/,  g  ou  h  dépendent  de  A.  Or,  en  nommant  X, 
[x,  v  ces  diviseurs,  et  remarquant  que  les  invariants  de  /,  g,  A,  à 
savoir  :  A,  A  et  A3,  sont  respectivement  des  fonctions  homogènes 
du  quatrième,  du  deuxième  et  encore  du  quatrième  ordre,  des 
coefficients  de  ces  formes,  on  voit  immédiatement  que 

X4  est  un  diviseur  de  A, 
H*  id.  A, 

v*  id.  A3. 

A  ces  relations  il  faut  aussi  joindre  les  suivantes  : 

X*  est  un  diviseur  des  coefficients  de     g, 
X»  id.  A, 

{i  id.  a  /*. 

Les  deux  premières  sont  évidentes,  et  la  troisième  suit  de 
l'équation 

dx  dy        dy  dx 

dont  le  second  membre  contient  le  facteur  trois,  qui   est  amené 
par  les  dérivées  partielles  ir>  ir' 
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V. 
Division  en  ordres  des  formes  biquadratiques. 

La  recherche  du  système  complet  des  covariants  est  le  point  de 
départ  de  cette  question,  comme  de  la  précédente.  Nous  allons  la 
traiter  en  nous  proposant  de  mettre  dans  tout  son  jour  l'analogie 
que  nous  avons  reconnue  à  cet  égard  entre  les  formes  cubiques  et 
biquadratiques. 

Soit,  en  conservant  les  dénominations  de  mon  premier  Mé- 
moire, 

f=(a,b,c,  b\  a'){T,y)>> 

la  forme  proposée;  ses  covariants  associés  seront,  d'après  les  for- 
mules générales  données  à  la  fin  du  §  III, 

Sx  =  o, 

A  =  -  fgi 
fk=fdf*-ig*h 

/étant  V invariant  quadratique 

ad  —  $bb'  -+-  3  c*  ; 

g  et  /i,  les  covariants  que  nous  avons  déjà  considérés,  savoir  : 

g  —  |  b*  —  ac,  \{bc  —  ab' ),  J(  3c2  —  ibb'  —  ad ), 

*(£'c    -a'b),  6'*  —  a'cj(x,  y)kt 
h  =  (/>,  </,  r,  s,  r\  <j',p')(x,  yf, 

en  faisant  pour  abréger 

p  =  ibz —  labc -h  a*b',         (\q  =  HSb-c —  y«<"5  -+-  •>  abb'  -+-  a1  a' ,  .... 

Cela  posé,  les  covariants  associés  à  g  résulteront  de  l'identité 
suivante  : 

(..».*»■.  .#.*-!  *».,**!£  y)' 
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qu'on  vérifiera  par  un  calcul  un  peu  long,  quoique  sans  difficulté, 
en  réduisant  les  covarianls  à  leurs  premiers  termes.  Il  en  résulte 
que  nous  retrouvons  les  quantités  y,  g,  A  accompagnées  des  deux 
invariants  i  ety .  Ainsi  la  seconde  proposition  du  §  II  conduit  à  ces 
conclusions  : 

Tout  covariant  H  de  la  forme  biquadratique  f  est  expri- 
mable, soit  de  cette  manière  : 

soit  de  la  suivante  : 

les  deux  numérateurs  étant  des  fonctions  rationnelles  et  en- 
tières des  diverses  quantités  qui  y  entrent,  et  les  exposants 
jx,  v  étant  entiers. 

Je  vais  maintenant  établir  que  H  peut  également  s'exprimer  par 
une  fonction  entière  de/,  g,  A,/  et  y.  J'observe  d'abord  que  f  et  g 
ne  sauraient  être  liés  par  aucune  relation  indépendante  dexet/; 
comme  on  le  voit  en  considérant  le  cas  particulier  de  f=x%  -f-J'4, 
qui  donne  g  =  —  x-y'1.  Mais  une  telle  relation  existe  entre/,  g 
et  A,  et  a  été  établie  dans  mon  premier  Mémoire,  savoir  : 

4*-*—  igp-jf*  =  h*. 

Or,  on  voit  que  les  numérateurs,  dans  les  expressions  (i)  et  (2) 
de  H,  pourront  être  ramenés,  à  l'aide  de  cette  relation,  à  ne  con- 
tenir que  la  première  puissance  de  A.  Ainsi  on  pourra  écrire 

IK/,^,/';  0      ="o(/,*;  '•/)■+- AU,*/,*;  *,y), 
*(f,g,h\  hj)  =  +*Kfg'<  *\y'j-H  A4»i(/f  $•;  *,/), 

les  nouvelles  fonctions  Il0,  H,,  4>0,  4>|,  étant  essentiellement 
entières  en  /,  g,  /et  y.  11  suit  de  là,  en  égalant  les  deux  expres- 
sions du  covariant  fi, 

jf  "o(/,#;  «\y'>-t-y^n,(/,^;  ij) 
=  ^  *»(/»  an  *\y')-+-  —  +i(f,#:  *\y); 
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donc,  achevant  de  raisonner  absolument  comme  nous  l'avons  fait 
pour  les  formes  cubiques,  on  obtiendra  les  équations  séparées 

jl  "<>(/.#;  i,y)=  -^*o(/,  ^;  1,/). 

desquelles  il  résulte  que  II 0  et  I14  sont  divisibles  par/*1;  <Pf  et  <&< 
par  g*.  Ainsi  nous  a\ons  ce  théorème  : 

Tout  covariantde  ta  forme  biquadratiquc/  est  une  fonction 
rationnelle  et  entière  de  f  g,  h  et  des  deux  invariants  t\j\  le 
covariant  h  pouvant  être  regardé  comme  entrant  seulement 
au  premier  degré  dans  celte  relation. 

Pour  procéder  maintenant  à  la  di\ision  en  ordres,  il  conviendra 
d'introduire,  au  lieu  de  g  et  /?.  6  g  et  6 h,  qui  ne  contiendront 
aucun  coefficient  fractionnaire.  La  méthode  que  nous  avons  em- 
ployée pour  les  formes  cubiques  donnera  alors  trois  divisions 
différentes  de  l'ensemble  des  classes  distinctes  qui  ont  les  mêmes 
invariants  i  et  j.  L'une  sera  directement  déduite  de  la  considéra- 
tion des  diviseurs  communs  aux  coefficients  des  formes  qui  repré- 
sentent ces  classes;  les  autres  seront  respectivement  attachées  à 
6^  et  6h.  Mais,  moins  avancés  dans  l'étude  arithmétique  des 
formes  biquadraliques,  nous  ne  pouvons  encore,  comme  nous 
l'avons  annoncé  pour  les  formes  cubiques,  attribuer  à  aucune  de 
ces  divisions  d'autres  propriétés  que  celles-là  mêmes  qui  leur 
servent  de  définition.  Nous  nous  bornerons  donc  à  la  recherche 
des  relations  qui  existent  entre  les  diviseurs  des  coefficients  des 
formes /",  6«\  6  A,  et  les  invariants  1,  j\  recherche  qui  exige  plus 
de  développement  que  dans  la  théorie  des  formes  cubiques;  car 
elle  dépend  de  la  détermination  des  divers  invariants  de  6 g  et  6A. 
Nous  nous  occuperons  d'abord,  à  cet  égard,  de  la  forme  g,  mais 
en  nous  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  général,  afin  d'en  tirer 
occasion  de  présenter  quelques  remarques  sur  un  beau  théorème 
qu'a  donné  M.  Hesse,  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Soit   F   une  forme  biquadratique   composée    linéairement 
en  f  et  gy  savoir  : 
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t  et  u  étant   des  constantes;  si  C on  nomme  G  le  covariant 
déduit  de  F,  comme  g  de  /,  on  aura 

G  =  u'#-t'f, 

u'  et  l'  désignant  de  nouvelles  constantes. 

Lue  nouvelle  démonstration  de  ce  théorème  résulte  d'abord 
immédiatement  de  notre  proposition,  que  tous  les  covariants  des 
formes  hiquadratiques  sont  des  fonctions  entières  de  /,  g,  h.  Ef- 
fectivement, la  forme  G,  qui,  comme  on  le  voit  aisément,  est  un 
covariant  de  /,  doit  être,  comme  cela  se  voit  a  priori,  du  qua- 
trième degré  en  x  et  y.  Or  les  seuls  covariants  du  quatrième 
degré  qui  puissent  résulter  d'une  fonction  entière  de  f,  g,  h 
sont  des  fonctions  linéaires  de  f  et  g.  G  est  donc,  comme  la 
forme  F  elle-même,  une  expression  de  cette  nature.  Cela  étant,  on 
trouvera,  comme  il  suit,  /'  et  u'  au  moyen  de  t  et  u.  Nommons 
I,  J  et  H  les  quantités  analogues  à  *,  j  et  h  pour  la  forme  F. 
Entre  ces  quantités  on  aura  la  relation 

4  G8 -IGF*-  JF*=H*, 
que  j'écrirai  ainsi  : 

(4,  o,  —  >  1.,    -JHG,  F)*=H*. 

Or,   on   reconnaît    immédiatement   par  l'expression    de   H  au 

d, ,  •    ,  .  ,|      d¥     dG     d¥     dG  ,, 

es  dérivées  partielles  -%- »  -7— »  -7-  »  -y-  que  l  on  a 

H  =  (tu'      ul')h. 
Nous  pouvons  donc  poser 

(4,o,  -|I,  --J)(Gf  F)» 

=-H*=(  tu'—  ul')*h*=(tu'-ut')*  (4,  o,  -  l»,  --/)(*,  /)*, 

et,  en  observant  que  les  équations 

F=  */-«#,  G  =  u'g-t'f 
donnent 

uG-h  u'V  _  /G-f-  /'F 

^  ~    /a'  -  a/'  '  ^  "~   /a'"— a?  ' 

4.  o,  _±!,-j'jN(G,  F>» 

,,/,  1    .         .\//G-W'F     «G  +  m'FV 
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cette  dernière  relation  peut  elle-même  évidemment  se  ramener  à  la 
suivante  : 

j  (tu'—ut')(^  ». -i'.  —  JHG.F)» 

==(4,<»,  —  i*<     -yK/G  +  ^'F,  aG-+-n'F)*, 


(5>     » . 


que  nous  allons  traiter  comme  identique  par  rapport  à  G  et  F. 

A  cet  effet,  je  désigne  pour  un  instant  par  s(/,   u)  la   forme 
cubique 

(4,  o,  -  -{«,  —j'Hf.u)*. 

On  trouvera,  en  égalant  les  coefficients  de  G3  et  GaF,  ces  deux 

équations  : 

\(tu'—  ut)  =  ©(/.  U), 


,  dy  .  do 

°-f    d)+"  tu' 


desquelles  on  tirera 


1    do  ,        1    do 

1  a  du  1?.  af 

expressions  bien  simples,  comme  on  voit. 

Mais  notre  principal  objet  est  d'obtenir  les  invariants  I  et  J, 
qu'il  nous  faudra  tout  à  Pheure  employer  dans  le  cas  particulier 
où  F  z=6g.  Soient,  dans  ce  but,  y  et  6  les  covarianls  quadra- 
tique (f)  et  cubique  de  3,  savoir  : 

*  -  (-  167,  -  J  r«,  -  .]  /y,  h-  J  ,1  _  njt)  (,,  ufy 
on  trouvera,  en  employant  les  valeurs  obtenues  pour  /'  et  //', 
(4,  o,  —  -  r,  —  /  )  (/G -:*   F.  i/G-, y--  F 

==(?'°»~vïT7-»4Îî?+)(G'F)  : 
car  nous  avons  été  amenés  à  faire  usage  précédemment  de  la  substi- 

(  •  )  Ce  covariant  jr  est  le  covariant  désigné  par  g  dans  le  paragraphe  III  et 
la  moitié  de  celui  ainsi  désigné  dans  le  paragraphe  IV.  E.  P. 
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tulionqui  donne  naissance  aux  covariants  associés.  L'équation  (3) 
devient  ainsi,  en  remplaçant  ///'    -  utf  par  y 9, 

i»(4,o.-i|.-j)(G,F),=  (f.o,-lW.lTt)(G.Fy, 
et  l'on  en  tire 


En  particulier.,  si  l'on  suppose  *  =  o,  u  =  — 6,  afin  d'obtenir 
K  =  6$%  on  trouvera 

1  =  h««,       J  =  i»  —  54y*- 

C'est  là  le  résultat  que  nous  voulions  établir  pour  arriver  à 
caractériser  les  nombres  entiers,  diviseurs  des  coefficients  de  6#\ 

Nous  allons  maintenant  procéder  à  une  recherche  analogue 
relativement  aux  coefficients  de  la  forme  6 h.  Cette  recherche  tout 
d'abord  semble  plus  difficile;  car  nous  ne  possédons  aucune  pro- 
position sur  les  invariants  des  formes  du  sixième  degré.  Mais  il 
se  présente  ici  le  premier  exemple  d'un  fait  remarquable  que 
nous  verrons  plus  tard  se  reproduire  dans  bien  des  circonstances. 
La  forme  h  possède,  en  effet,  cette  singulière  propriété  que  tous 
ses  invariants  sont  ou  le  discriminant,  ou  les  puissances  du  discri- 
minant de  la  forme  biquadra tique  proposée  f.  Voici,  je  crois,  la 
manière  la  plus  facile  de  le  démontrer.  Imaginons  que,  par  une 
substitution  S,  au  déterminant  un,  on  fasse  évanouir  dans  f 
les  coefficients  de  x*  y  et  jrr3,  de  sorte  que  la  transformée  obtenue 
soit 

F  =  (A,o,  C,o,  A'MX,  Y)*. 

Cette  substitution,  effectuée  dans  A,  donnera  précisément  pour 
transformée  la  forme  H  qu'on  déduirait  de  F,  par  la  même  loi 
que  h  de  f.  Or  on  trouve  ainsi 

H  =[0,  |A(AA'  —  ç>C«),  o,  o,  o,  —  £A'(AA'— 9C«).oftx.  Y)«. 

Cela  posé,   un  invariant  quelconque  de  h,  fonction  homogène 
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de  p,  <jr,  /',  a\  /•',  q\  p',  ne  changera  pas  de  valeur  en  substituant 
à  ces  coefficients  ceux  de  la  transformée  H.  Mais,  par  là,  cet 
invariant  devient  une  fonction  homogène  des  deux  seules  quan- 
tités 

A(AA'-9C»)     et     A'(AA'  —  9C*), 

et  même  une  fonction  qui   ne  doit  pas  changer  par  rapport  à  la 
substitution 

X  =  KX\         Y  =  -£> 

en  désignant  par  K  une  constante  quelconque  ;   il   ne  peut  donc 
être  que  proportionnel  à  une  puissance  du  produit 

AA'(AA'— 9C*)*. 

Or  ce  produit  s'exprime  aisément  en  /  ety;  car.  Fêtant  une  trans- 
formée de  /par  une  substitution  au  déterminant  1 ,  on  a 

i  =  AA'-hSC*,        j  =  C(AA'—  C»), 

et,  par  suite,  le  discriminant  A  a  pour  valeur 

A=  **— 277*  =  AA'(AA'  —  9C*)*; 

d'où  résulte  ce  que  nous  avons  annoncé. 

Ceci  établi,  on  sail  par  un  théorème  de  M.  Cayley  que  l'ex- 
pression 

pp  — 6<ygr'-f-  ij  rr' — îos* 

est  un  invariant  de  la  forme 

(p* <h  r,  •<>  r'*q\p'){**y)*i 

de   sorte    qu'on    doit  avoir,    en    désignant    par    a   une    quantité 

numérique, 

pp  —  ^  77'  -r  1  ~>rr' —  10 s1  =  [jl  A. 

Or,  en  supposant  b  ~  o,  ù'=o,  on  trouve  de  suite  que  \x  doit 
être  J;  nous  avons  donc  pour  la  forme  6h  un  invariant  du  second 
degré  par  rapport  à  ses  coefficients,  et  dont  la  valeur  est  6A.  Ce 
dernier  résultat  et  les  expressions  précédemment  obtenues  pour 
les  invariants  de  G  g  donnent  les  conséquences  suivantes  : 

Désignant  par   a,    u,   v    les   diviseurs  des  coej/icients   des 


PONCTIONS    HOMOGENES    A    DEIX    INDÊTK  R  M  I  N  K  ES  .  3g5 

formes  f,6g<6h, 

X*  est  un  diviseur  de  l'invariant  i, 


ou 


Kj\ 


À' 

id. 

y. 

^ 

id. 

3*», 

y* 

id. 

i*- 

V» 

id. 

6A 

A  ces  relations  il  faut  aussi  joindre  celles-ci,  qu'il  nous  suf- 
fira d'indiquer  : 

/*  est  un  diviseur  des  coefficients  de  6#. 
À»  id.  6A, 

\i  id.  fih. 

Comme  pour  les  formes  cubiques,  la  dernière  résulte  de 
l'équation 

dx  dy       dy  dx 

Je  terminerai  par  une  remarque  qui  ne  sera  pas  peut-être  sans 
importance  au  point  de  vue  arithmétique,  et  qui  se  tire  des  for- 
mules que  j'ai  données  pour  le  théorème  de  M.  Hesse.  Elle  con- 
siste en  ce  que  le  discriminant  A  est  en  facteur  dans  le  cova- 
riantG,  et  les  deux  invariants  I  et  J  de  la  forme 


VI. 
Sur  les  covariants  des  formes  du  cinquième  degré. 

Il  a  été  précédemment  établi  que  tous  les  covariants  des  formes 
cubiques  et  biquadratiques  s'expriment  en  fonction  rationnelle  et 
entière  de  deux  d'entre  eux,  et  de  la  forme  proposée.  Ces  deux 
covariants  fondamentaux  ont,  comme  nous  lavons  vu,  une  origine 
commune,  et  se  trouvent  dans  le  groupe  des  covariants  associés 
à    la   forme   primitive.    Or  cette  propriété  fondamentale  n'existe 
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plus  pour  les  formes  du  cinquième  degré,  et  il  devient  alors 
impossible  d'exprimer  tous  les  covariants  en  fonction  entière  de 
ceux  que  nous  avons  définis  comme  associés  à  la  proposée.  Effec- 
tivement, les  formules  générales  données  à  la  fin  du  §  111  mettent 
en  évidence  ces  quatre  covariants  associés,  gy  gt,  /*,  h',  dont  voici 
les  premiers  termes  : 

g  =  (b*  —  ac )x6  -+- . . . , 

g'  =  {ae —  4  bd  -h  te*)**  -t- . . . , 

h  =  (  1  b*  —  3  abc  -+-  a1  d  )  x»  -+- . . . , 

A'=  [ib(ae  —  ibd  -+-  3cl)  —  a{af—  36e  -h  -icd)]  x*  -+-. . ., 

la  forme  primitive  étant  supposée 

f={a,b,cy  d,  e,/Hx,y)*. 

Or  il  existe  au  moins  un  co variant  cubique  qu'on  pourra,  par 
exemple,  définir  comme  l'invariant,/  de  la  forme  biquadratique 
suivante  : 

(tl  JUL  JU    JUL    */ûx  YV 

\dx>9  dx*àjr'  dr*  dy*  '  ôx  dy*%  ày*  )  \    '     /  ' 

et  qui  ne  pourra  jamais  s'exprimer  par  une  fonction  entière  de/, 
g,  g1 ,  h,  A',  qui  sont  respectivement  des  degrés  5,  6.  2,  9  et  5. 

11  existe  donc  bien,  au  point  de  vue  algébrique,  un  caractère 
important  qui  appartient  exclusivement  aux  formes  de  degrés 
moindres  que  cinq;  mais  il  y  a,  même  pour  ces  formes,  des  pro- 
priétés qu'on  doit  regarder  comme  exceptionnelles,  et  qui  peu- 
vent véritablement  les  faire  considérer  comme  des  cas  singu- 
liers dans  les  théories  générales.  Ainsi,  les  formes  cubiques  ne 
possèdent  point  de  covariants  linéaires,  qui  se  présentent  pour 
toutes  les  autres  formes  de  degrés  impairs.  Les  formes  biquadra- 
liques  n'ont  pas  non  plus  de  covariants  quadratiques  qui  se  pré- 
sentent, au  contraire,  pour  toutes  les  autres  formes  de  degrés 
pairs.  Or,  de  là  découlent,  dans  la  nature  de  ces  formes,  de  pro- 
fondes différences,  que  nous  nous  attacherons  à  apprécier  et  à 
faire  ressortir  dans  la  suite  de  nos  recherches. 

Paris,  juillet  1 8 5 4 - 


SUR 

LE  NOMBRE  DES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE 

COMPRISES  ENTRE  DES  LIMITES  DONNÉES. 


(Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Borchardt,  Journal  de  Crelle,  t.  52). 


En  poursuivant  mes  recherches  sur  le  théorème  de  M.  Sturm 

j'ai  réussi  à  traiter  par  les  mêmes  principes  les  équations  à  coeffi- 
cients imaginaires,  ce  qui  m'a  conduit  au  théorème  de  M.  Cauchy 
pour  le  cas  du  rectangle,  du  cercle  et  d'une  infinité  d'autres  courbes 
qui  sont  même  à  branches  infinies,  comme  l'hyperbole.  La  théorie 
des  formes  quadratiques  vient  ainsi  donner  pour  ces  théorèmes  des 
démonstrations  indépendantes  de  toute  considération  de  continuité, 
comme  celle  que  vous  avez  déjà  pu  conclure  vous-même  de  ce  que 
j'ai  dit  au  sujet  du  théorème  de  M.  Sturm  dans  les  Com/tles  ren- 
dus de  l' Académie (')  (i853,  Ier  sem.,  p.  20,4 )-La  réduction  d'une 
forme  quadratique  à  une  somme  de  carrés,  qui  a  été  le  sujet  de 
votre  Mémoire  sur  l'équation  dont  dépendent  les  inégalités  sécu- 
laires, joue  le  principal  rôle  dans  mes  recherches.  Seulement,  au 
lieu  des  substitutions  où  la  somme  des  carrés  des  variables  qu'on 
introduit  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  variables  primitives, 
je  considère  des  substitutions  réelles  quelconques.  On  a  alors  cette 
proposition  dont  je  donnerai  une  démonstration  très  facile,  dans 
la  suite  des  Mémoires  sur  les  formes  quadratiques  que  je  destine 
au  Journal  de  Crelle  :  De  quelque  manière  que  l'on  fasse  éva- 
nouir les  rectangles  dune  forme  quadratique  par  une  substitution 
réelle,  le  nombre  des  carrés  qui  se  présenteront  affectés  de  coef- 
ficients de  mêmes  signes,  sera  constant.  Ce  nombre  est  ainsi  un 
véritable   invariant  pour  l'ensemble  des  formes  équivalentes  par 

(  l  )   Voyez  pajçe  28/1  de  ce  volume.  E.  P. 
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des  substitutions  réelles.  Maintenant  voici  le  premier  théorème 
qu'il  faut  établir,  pour  traiter  les  équations  à  coefficients  imagi- 
naires. 


I. 


Soient 


X  =  t  ■+-  ix'.         Y  =  y  -+-  iy\         . . . ,         U  =  u  -+-  iu 
n  variables  imaginaires,  i  désignant  y  —  1  *  et 

X0  =  t  —  ir\         Y0  =  y  —  iy' U0  =  u  —  iu' 

leurs  conjuguées  respectives;  la  forme  quadratique  suivante  : 

«p  =       X0(a|(|X  +  ai)îY  +  ..,  +  a,)flU) 
-h  Y0(a,?!  X  +  o,(,Y+...T-a,,,U) 


-H  l0(flfl,|X-ra„(1Y- 


-*/i,«U) 


sera  évidemment  réelle  en  mettant  en  évidence  x,y%  . . .,  u\  x1 
y,  . . .,  u\  si  les  constantes  a^  et  av,pi  sont  des  quantités  ima 
ginaires  conjuguées,  ce  qui  suppose  réelles  altl,  a2,j,  . . .,  a{ 

Sous  cette  condition  nommons  A,,  Aa,  A,, 
nants  qui  suivent  : 

A,  =  aXA,         At 


.,  A„  les  détermi- 


«1.1 
«ri 


A,  = 


«i.i  «l.*  «î.a 
«U  «i.t  «i.3 
«1.1       «.1,1       «.1.3 


A„  = 


«i,î 
«t.î 

«M 
«t.i 


«l.i 
«s.î 


«1. 
«• 


«/î.l       «/!.* 


Tous  ces  déterminants  sont  réels,  car  ils  se  reproduisent  en  met- 
tant les  colonnes  horizontales  à  la  place  des  colonnes  verticales, 
011  "v,a  a»  lieu_de  a^;  ce  qui  revient  à  changer  dans  les  éléments 
\/—  1  en  —  v7—  »•  (^ela  étant,  si  Ton  fait  évanouir  les  rectangles 
de  la  forme  ?  par  une  substitution  réelle,  le  nombre  des  carrés 
qui  se  présenteront  avec  des  coefficients  positifs  sera  double  du 
nombre  des  termes  positifs  de  la  suite 


aV 


An-t 
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et  le  nombre  des  carrés  multipliés  par  des  coefficients  négatifs  sera 
le  double  du  nombre  des  termes  négatifs  de  la  même  suite.  On  voit 
par  ce  théorème  que  les  formes  telles  que  <p  se  comportent  comme 
des  formes  à  un  nombre  d'iudéterminées  moitié  moindre,  ce  qui 
est  surtout  important  pour  l'Arithmétique ,  comme  je  l'ai  démontré 
dans  la  théorie  nouvelle  dont  j'ai  fait  dépendre  la  décomposition 
des  nombres  en  quatre  carrés.  Mais  la  considération  de  ce  genre 
de  formes  me  semble  également  indispensable  pour  arriver  au 
théorème  suivant,  qui  est  un  théorème  fondamental. 

H. 

Soit 

F(z)  =  \zn  -+-  Bz"-1  h-.  ..-+-  R*  h-  L  =  o 

une  équation  dont  les  coefficients  sont  des  quantités  imagi- 
naires quelconques,  et  a,  6,  c,  . . .,  k  ses  racines;  nommons  A0, 
B0,  ...,  Iv„,  L0  les  quantités  conjuguées  de  A,  B,  ...,  IL,  L,  et 

posons 

F»(z)  =  A03«  -h  B0««-»-+-...+  K(l3  +  L0. 

La  forme  quadratique  suivante  : 

(x  h-  by  -h . . .  -+-  bn   '  a )* 


F.(6)F'<6) 


7-r-  (o?  +  Â/+...+  A:»-1  u)*, 


^F,(*)F'(*) 

fonction  symétrique  des  racines  a,  6,  . ..,  A*,  sera  toujours  réelle, 
et  jouira  de  cette  propriété  que,  si  l'on  fait  évanouir  les  rectangles, 
1e  nombre  des  carrés  affectés  de  coefficients  positifs  sera  égal  au 
nombre  des  racines  «,  b,  . . .,  A*,  dans  lesquelles  le  coefficient  de  * 
sera  positif,  et  le  nombre  des  carrés  affectés  de  coefficients  néga- 
tifs égal  au  nombre  des  racines  dans  lesquelles  le  coefficient  de  i 
est  négatif. 

Pour  le  démontrer,  je  vais  introduire,  comme  plus  haut,  les  in- 
déterminées imaginaires  conjuguées 

X  =  x  -+•  ix\        X0  =  x  —  ix\         Y  =  y  -h  iy\         Yy  =  y  —  Ly  '.  . . . , 

U  =  u  -+■  iu',         U0  =  u  —  Lu' , 
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et  en  posant,  pour  abréger, 

.e(a)  =  X  +  aY+...+  an-i\J.         e0(a)=X0H-aY0  i-.,.  +  a,,-|lJ0l 
je  considérerai  la  nouvelle  forme 

*=F^)B(fl'^)TF^W)e(M'(6,  +  ''' 

En  désignant  par  ©'  ce  que  devient  s,  lorsqu'on  met  xf,y,  ...,  u 
au  lieu  de  Je,  y,  . . .,  i/,  on  aura  évidemment 

<J>  =  ©  -h  ©'  : 

mais  il  sera  beaucoup  plus  facile  de  raisonner  sur  cette  forme  <& 
que  sur  ©,  qui  contient  un  nombre  d  indéterminées  deux  fois 
moindre.  Pour  démontrer  en  premier  lieu  la  réalité  des  coeffi- 
cients, je  remarquerai  que  les  racines  de  l'équation 

F0(iî)  =  o 

seront  les  conjuguées  a0,  0Q,  ...,  X0  des  racines  de  la  proposée: 
de  sorte  qu'on  aura,  par  la  décomposition  en  fractions  simples, 

9(<i)  0(a0)  tf(£u)  B(X-0) 


F0(«)        (a  --  a0)  Fi(a0)        (  a  —  />0  )  F'0(  ô0  )       "'      (a  —  X„  »  F0  ^X^' 
d'où  cette  expression  de  4>,  savoir  : 

_      ï^ill'  '  [ Hu/„ji_   _  e(^())  ___  O(X-q)  1 

~~        F'(tij    [_(a— a  o)^'0  (et  t))       (a  —  b0)  l\(b0)   '*"       (a  — X0)  F'„  (X0;J 

-H 

/Ho^xj  r em«»_ e«*o)  H(X0)        I 

"*"  ^Vo  L<*— "<>;  f"; (a0)  "^  (X  -  6o)~F'J (M ~h" ,H"  (X— X^F;  (X^J " 

Or,  en  réunissant  les  termes  contenus  dans  une  même  colonne 
verticale,  on  trouvera  de  suite 

.         V^  —  /H(,(<7(,  i  6(q0  ) 
Z+     V\a*  )F0(a0; 
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ce  qui  est  bien  l'expression  primitive,  dans  laquelle  on  a  changé 
-h  /  en  —  /. 

Ce  premier  point  établi,  je  fais  la  substitution  suivante  : 

e(q0)  _  t  e(60)  _  e(A-p)  _ 

e0(a)  _  t  90(b)    _  e0(k)   _ 

W(^)-^         F\V)  ""7l0ï"     ""'         F7*)  ~u°' 

€  et  ç0,  ?(  et  rl0,  . . .,  u  et  u0  étant  des  variables  imaginaires  conju- 
guées. De  là  résultera  évidemment  une  substitution  toute  réelle, 
entre  les  éléments  réels  des  indéterminées  X,  Y,  . . . ,  L1  et  £,  rt , . . . ,  u, 
puisque  le  système  des  équations  posées  ne  change  pas  en  mettant 
—  i  au  lieu  de  -f-  i.  Ainsi,  lorsqu'on  fait  évanouir  les  rectangles, 
le  nombre  des  coefficients  des  carrés  qui  ont  un  signe  donné  sera 
le  même  pour  la  forme  4>  et  la  transformée  en  £,  rn  . . .,  u,  savoir  : 

.♦,=      ;ç0(_i_  +__!_  +...+  — ^\ 

V  b  —  a0        b—  b0                  b  —  k0/ 
-h 

\A:  — a0        a: — 60  k—ko] 

Or  il  est  facile  d'appliquer  à  cette  transformée  le  théorème  I,  et 
d'obtenir  le  terme  général  de  la  suite  » 

A,,      --,       —,       ..., . 

A,         A2  A„_, 

Je  considère  pour  cela  le  déterminant  lm  relatif  aux  m  premières 
variables  et  aux  racines  «,  6,  . . .,  y,  g;  le  rapport  de  détermi- 
nants -— —  sera  la  valeur  de  —  qu'on  tirera  des  équations  linéaires 

*£  iti  i\  la 

a  —  a0        a  —  b0  '       a  — /0        a  —  #0       *  ' 

ij  ITJ  l'X  «jjl  , 

6  —  a0        6  —  60       *  *  *       6— /o        b  —  Ço  ~~  T<  ' 

? 1 ! 1_  _i 1 IZ __ 

26 


*r— «0    '    ^—^0  ^—  /o    '    £'  — #0        ** 
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dans  l'hypothèse  particulière  que  les  seconds  membres,  à  l'excep- 
tion de  u/,  soient  nuls. 

Or,  on  satisfait  à  ces  équations  de  la  manière  suivante  : 

Soit 

U(z)  =  (z  —  a){z  —  b)..Az  —  #),     n0(5)  =  (z  —  a0)  (z  —  b0). .  .(z  —  g9), 

on  fera 

n(a,)    [        S'Ilo(q)  |  r/ll0(6)  fr'lMg)      1 

45        n'0(rto)  |(a0-a)n'(a)        (a0-6)n'(6)       '"       (a0-^)nr(^J' 

.        n(60)  r     rn0(q)  r/n0(6)  txfn0(^)    i 

""'        ni(60)L(60-a)II'(a)        (bo-b)W(b)       '"       {b0-  g)  X\'(g)y 

.       11  (g0)  r     S'tM«)       .       r;u0(b)  \i'n0(f)    i 

ce  qui  donnera  de  suite,  pour  le  cas  particulier  qu'on  a  en  vue, 

donc 

£  =  ^  =.■(,._,):  Norme  jjï$. 

quantité  qui  a  précisément  le  signe  du  coefficient  de  i  dans  la  ra- 
cine g.  Ainsi,  les  coefficients  des  carrés  dans  la  forme  W,  ou  dans 
la  forme  $,  lorsqu'on  aura  fait  évanouir  les  rectangles,  offriront  un 
nombre  de  ternies  positifs  et  de  termes  négatifs  double  du  nombre 
des  termes  positifs  et  négatifs  de  la  suite 

i(a0  —  a),     iibo  —  b),     ...,     i(k0  —  k); 

donc,  à  cause  de  la  relation  $  =  ©  4-'f',  le  nombre  des  coefficients 
des  carrés  qui  offriront  un  signe  donné,  lorsqu'on  fera  éva- 
nouir les  rectangles  dans  la  forme  ©,  sera  égal  au  nombre  des 
termes,  ayant  ce  même  signe,  dans  la  série  des  coefficients  de  i 
des  racines  a,  6,  . . .,  k. 

111. 

Les  résultats  précédents  sembleront  sans  doute  inapplicables 
dans  la  pratique,  à  cause  de  la  difficulté  d'évaluer  les  fonctions 
symétriques  des  racines  qui  se  présentent  pour  les  coefficients  de 
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la  forme  quadratique  ©.  Mais  ce  n'est  là  quhine  difficulté  appa- 
rente, comme  vous  allez  voir.  Reprenons  l'expression 

et  faisons  la  substitution  suivante,  que  m'a  suggérée  la  notion  des 
formes  adjointes,  telle  que  je  l'ai  indiquée  dans  une  de  mes  Lettres 
à  M.  Jacobi  (f  )  (Journal  de  Crelle,  t.  40,  p.  263  et  suiv.)  sur  la 
théorie  des  nombres. 
Posons 

i  dy  __  i  dv  __  i  cfcp  __ 

Un  calcul  extrêmement  simple  montre  que,  si  l'on  désigne  par 

.      î(a),     £(b),     ...,     £(k) 

ce  que  deviennent  les  quotients 

F(*)         ¥(z)  F(z) 

,      -,      ...»     Tt 

z  —  a       z  —  b  z  —  k 

quand  on  y  remplace  zV-  par  z^,  on  obtiendra  la  transformée 

—  lF0(a) 


'-StSt'i"-» 


Or  cette  transformée,  qu'on  peut  substituer  pour  notre  objet  à 
la  forme  <p,  s'évalue  immédiatement  et  sous  fornle  explicitement 
réelle,  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  proposée 

F(z)  =  o. 

Considérez  pour  cela  l'expression 

y  F0(q)    F(z)    F(z') 
Z*  F' (a)  z  —  a  z'-a 

où  z  et  z1  sont  deux  variables  distinctes  ;  elle  se  transforme  succes- 
(»)  Voir  p.  137  de  ce  Volume.  E.  P. 
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sivement  de  la  manière  qu'expriment  ces  relations,  savoir  : 
F0(fl)    F(3)    F(z')        w/^p/   ,N  V  F<>(«) 


^  F'(a)   z  —  a  z'—a  V~       ^  '  Zd  F' (a)  (z  —  a)iz'—a) 

=  F(*)F(s')  yF0(g)/      i i\ 

5'—  z       AàF'{a)\z  —  a        s'— a) 

_  Fiz)F(z')  TF0(z)  _  F0(z')-\ 
z'-z       |_F(*)         F(z')\ 


=  F(z')F(t(z)  —  Fiz)Ftl{z') 

Ainsi  la  transformée  £  sera  ce  que  deviendra  l'expression  évi- 
demment réelle 

.  F(z')  F0{z)-F(z)F0{z')  * 
—  1   _ _ , 

quand,  après  avoir  effectué  la  division,  on  remplace  successivement 
puis 

z'<}       z'i       z'-  zn~i 

par 

S0>       ~l5       ~2?         •  •  •  »        5rt—i. 

Soit,  par  exemple, 

F(£)  =  as*  -h  ^c  h-  o-r-  na'-s2  —  6's  -h  c')\ 


on  trouvera 

1   Fiz')Fu(z)  --  Ff^F„(3') 


—  ifl^' —  ba')zz'~  iac' —  ca')(c-f- s')  -h bc —  cb' 


et,  par  suite,  cette  expression  de  f  : 

J  i  =  (a£>' —  ba  )  z\  -h  •>.(  fle' —  ca')  w0-i  -H  (bc'—  cb' )  z%. 

Cette  méthode  pour  obtenir  la  forme  £  et  les  rapports  de  cette 
forme  avec  les  racines  de  l'équation  F(z)  =  o  étant  bien  établis, 
voici  les  premières  conséquences  à  en  tirer. 


IV 


Soit  <I>  le  coefficient  de  /  dans  l'expression  <p(.r  -H  /v)«  où  y  est 
une  fonction  rationnelle  à  coefficients  réels  ou  imaginaires.  Si  Ton 
considère  x  et  y  comme  deux  coordonnées  rectangulaires  dans  un 
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plan,  l'équation  4>  =  o  représentera  une  courbe,  relativement  à 
laquelle  nous  distinguerons  dans  ce  plan  deux  régions  différentes. 
Je  dirai  que  les  points  dont  ces  coordonnées  substituées  dans  la  fonc- 
tion <î>  la  rendent  positive  occupent  la  région  positive,  et  que  ceux 
qui  la  rendent  négative  occupent  la  région  négative.  Cela  posé, 
représentons  géométriquement  chacune  des  racines  imaginaires 
a,  6,  . . .,  k  par  un  point  dont  l'abscisse  et  l'ordonnée  seraient  la 
partie  réelle  et  le  coefficient  de  /  de  cette  racine,  on  pourra  déter- 
miner combien  de  points  ainsi  obtenus  se  trouvent  dans  Tune  ou 
l'autre  des  régions  que  nous  avons  définies.  En  effet,  si  l'on  éli- 
mine z  entre  les  équations 

F(z)  =  o,         u  =  ©(*), 
l'équation  en  u  aura  pour  racines 

o(a),     <p(6),     ...,     <p(*); 

ainsi  la  forme  quadratique,  déduite  de  cette  équation,  conduira  à 
déterminer  le  nombre  de  ces  racines,  dans  lesquelles  le  coefficient 
de  i  a  un  signe  donné,  et  par  conséquent  le  nombre  des  racines 
a,  6,  . . .,  £,  de  l'équation  proposée  qui  occupent  la  région  positive 
ou  négative,  relativement  à  la  courbe  <î>  =  o. 
Soit,  pour  premier  exemple, 

©(*)  =  (*  —  S-**))»; 

les  coefficients  de  *,  dans  les  racines  de  l'équation  en  u,  nous  con- 
duisent alors  au  nombre  des  racines  de  l'équation  proposée 

qui  sont  renfermées  dans  l'intérieur  d'un  rectangle,  ayant  ses  côtés 
parallèles  aux  axes  coordonnés.  Désignons  par  ^(Ç,^)  le  nombre 
des  termes  positifs  contenus  dans  les  coefficients  des  carrés  après 
l'évanouissement  des  rectangles,  lorsqu'on  opère  sur  la  forme  qua- 
dratique relative  à  l'équation  en  u;  l'expression 

T  [*(£>**)  —  *(So,  *))  —  *(£,  *)o)H-w(£o»i)o)] 

représentera  précisément  le  nombre  de  ces  racines  qui  sont  con- 
tenues dans  le  rectangle,  ayant  pour  coordonnées  de  ses  sommets 
les  points 
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En  effet,  si  Ton  représente  Tune  quelconque  des  quantités  a, 
6,  . . .,  k  par  x  -h  iy,  le  coefficient  de  i  dans  les  racines  de  u  sera 
(x  —  Ç)  (y  —  rj),  donc  7r(Ç,  i\)  sera  le  nombre  des  quantités  x,y, 
contenues  dans  les  deux  angles  opposés  par  le  sommet,  ayant  les 
côtés  parallèles  aux  axes  coordonnés,  et  pour  l'origine  le  poinl 
x  =  ^y  =  rn  l'un  de  ces  angles  ayant  ses  côtés  parallèles  aux  di- 
rections positives  des  axes.  La  différence 

représentera,  dans  l'intérieur  des  deux  parallèles, 

*  =  £,         a?  =  60, 

l'excès  du  nombre  des  racines,  dans  lesquelles  y  est  >  ti,  sur  le 
nombre  des  racines  dans  lesquelles  y  est  <C.rn  si  Ton  a  toutefois 
£0  <C  5?  et  l'on  en  conclut  de  suite  la  formule  ci-dessus,  en  consi- 
dérant une  nouvelle  ordonnée  tj0  <  yj,  et  retranchant  les  deux  dif- 
férences 

*(Ê|1ï)— *(É0i*l)>  ^($»^0)  — 7T(5o,  T)0). 

Si  nous  prenons,  en  second  lieu, 

<?(*)  =  P*«-+-g,z-+-R, 

la  forme  quadratique  relative  à  l'équarion  en  u  donnera  le  nombre 
des  racines  qui  sont  dans  l'intérieur,  et  le  nombre  des  racines  qui 
sont  à  l'extérieur  d'une  hyperbole  équilatère,  placée  dans  le  plan 
d'une  manière  quelconque.  Enfin,  nous  remarquerons  les  propo- 
sitions suivantes  : 

i°  Soit  rc(Ç)  te  nombre  des  termes  positifs  contenus  dans  tes 
coefficients  des  carrés,  pour  ta  forme  quadratique  relative  à 

l'équation 

FU-WÇ)  =  0, 

la  différences^) — -îz(^0)sera  le  nombre  des  racines  «,  6,  ...,Â\ 
dans  lesquelles  le  coefficient  de  i  est  entre  les  limites  £,  Ç0. 

2°  L'expression  semblable  ^(s)  —  ^(^o)?  relativement  à  Ce- 

quatton 

F(;-i*)  =  o, 
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donnera  le  nombre  des  racines  dont  les  parties  réelles  sont 
entre  les  limites  Ç,  £<>• 

3°  Relativement  à  l'équation 


'(^0— 


tc(£)  sera  le  nombre  des  racines  dont  le  module  est  moindre 
que  £. 

En  général,  on  trouvera  le  nombre  des  racines  contenues  dans 
Tinlérieur  de  courbes  fermées,  si  la  fonction  cp  est  le  quotient  de 
deux  polynômes  du  même  degré. 

V. 

La  forme  quadratique 

2d  F0(a)F'(a)' 

composée  avec  les  racines  a,  6,  . . .,  k  de  l'équation 

F(*)  =  o, 
où 

8(a)  =  x  -+-  ay  -h. . .-+-  an~x  u, 

et  qui  m'a  conduit  sans  aucune  considération  de  continuité  au* 
cas  précédents  du  théorème  de  M.  Cauchy,  est  susceptible  d'une 
transformation  remarquable,  par  laquelle  nous  allons  retrouver 
les  énoncés  mêmes  de  l'illustre  géomètre.  Soit 

F(z)=p/(z  )-+-/>,/,  (*),        F0(*)  =  */(*)  +  ?,/,<*), 

Pi  Pm  Vi  °\  étant  des  constantes  quelconques,  telles  cependant  que 
les  degrés  de  F  et/  soient  égaux. 

Nommons  a,  [3,  . . .,  x  les  racines  de  l'équation  f{z)  =  o,  et  re- 
présentons par  tu  le  déterminant  *  :  je  dis  qu'on  aura  cette 
équation 

e»(q)  e«(&)  e»(*) 

F0(a)F'(a)  "*"  F0(b)  F'(  b)  "*"  '  '  '~*~  F0(k)F'(k) 

_  i  r     *'(«)      .      eny;  et(x)    i 
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Désignons  respectivement  par  o  et  <p'  les  deux  formes 

par  A  et  A7  leurs  invariants,  par  y  et  y'  leurs  formes  adjointes. 

Comme  je  l'ai  remarqué  daus  une  de  mes  Lettres  à  M.  Jacobi, 
sur  la  théorie  des  nombres,  les  i mariants  de  y  et  yj  seront  A*"', 
A'"-1,  et  leurs  formes  adjointes  :  A"-2^  et  A'"-2©'.  Cela  posé,  et 
d'après  la  définition  même  que  j'ai  donnée  des  formes  adjointes, 
les  forme>  7,  ^  sont  représentées,  en  vertu  du  théorème  IV,  par 

A      A  l 

les  expressions  symboliques 

F(z')F0(z)  —  F(z)F0(z')         et         f(s,)ft(z)-f(z)fi<s') 

z  — ■  z  z  —  z 

Or  les  relations 

font  voir  que  la  première  est  le  produit  de  la  seconde  multipliée 
par  le  déterminant  co.  Ainsi,  nous  avons  déjà 

A  A 

De  cette  équation  identique    on  conclut  d'abord,  en  égalant  les 
invariants  des  deux  formes  ^  et  to  £,  > 

£/i-i  a'"-1 

-—  —  co"  — ; —  ou  A  =  10"  A. 

A»  A'» 

En  égalant  ensuite  les  formes  adjointes,  il  vient 

A"-2©  A'//-Îcp'  ç  o' 

=  lOn  —  *    —  OU  —    =  (i)"-1    -^-r 

A"  -»  A'"-1  A  A 

et,  par  suite, 

9   =   -    O     i  «  ). 


(')  Remarquez  que  ^  —  A*  F„(  a  )  Fu(  6)  . . .  I\,(  A  )  ;  c'est   donc  la   fonction  qui 
provient  de  l'élimination  de  z  entre  F(«)=u,  F,(*)  =  o.  On  peut  l'obtenir  sous 
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Je  vais  faire  usage  de  ce  résultat,  en  supposant 

F(5)  =/(*)+«/,(  5),  F0C*)=/(5)-l/l(«), 

/et/i  étant  des  fonctions  réelles  dont  la  première  soit  de  degré  /i, 
condition  qu'on  peut  toujours  remplir  en  multipliant,  si  cela  est 
nécessaire,  F  par  une  constante  imaginaire.  Dans  ce  cas,  l'identité 

?~     F0(<i)F'(«>     ^YÏTbTWîT)  "f""*"h  F«(X-)  F'(A-) 

où  a,  [3,  ....  x  sont  les  racines  de  l'équation  réelle  /  (z)  =  o,  con- 
duit à  ces  théorèmes  (  *  )  : 

Nommons,  pour  abréger,  t:  et  V  les  nombres  de  termes  positifs 
et  négatifs  que  présentent  les  coefficients  des  carrés  de  la  forme  y, 
après  l'évanouissement  des  rectangles.  D'après  mon  théorème  fon- 
damental, 7r  sera  le  nombre  des  racines  de  V équation  F(z)=  o, 
dont  le  coefficient  de  i  est  positif,  et  v  le  nombre  de  ces  racines 
dans  lesquelles  le  coefficient  de  i  est  négatif. 

Or  ces  deux  nombres  vont  recevoir  une  acception  nouvelle. 

La  variable  z  croissant  de  —  oo  à  -f-  oo,  tz  sera  le  nombre  de 

fois  où  le  rapport  j-f—  passe  en  s' évanouissant  du  positif  au 

négatif,  plus  le  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires  de4 
V équation  f(z)=  o,  et  v  le  nombre  de  fois  où  le  même  rapport 
passe  en  s' évanouissant  du  négatif  au  positif  augmenté  encore 
du  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires  de  la  même 
équation. 

Supposons  en  premier  lieu  les  racines  a,  Jï,  —  x,  toutes  réelles; 


forme  de  déterminant,  puisque  -  est  Tin  variant  de  lu  forme  représentée  symbo- 

F(z')b\(z)-F(z)F,(z') 
liq tiennent  par  — i — —^ — ^ : — - — '• 

(  •  )  La  fonction  désignée    ici    par  s  diffère  par  le  facteur  /  de  lu  fonction  dé- 
signée plus  haut  par  la  même  lettre.  K.  P. 
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ou  pourra  faire  évanouir  les  rectangles  de  ©  par  la  substitution 
oe  qui  donnera  la  transformée 

Dr,  en  sVvanouissant  par  exemple  pour  z  =  a,  le  rapport  y-^- 

passera,  pour  des  valeurs  croissantes  de  la  variable,  du  négatif  au 

positif,  ou  du  positif  au  négatif,  suivant  que  la  quantité  -*—  sera 

positive  ou  négative;  ainsi,  dans  ce  cas,  les  nombres  w  et  v  ont 
bien  la  signification  indiquée. 

Kn  second  lieu,  supposons  la  présence  des  racines  imaginaires, 
et  soient  par  exemple  a  et  ,3  deux  racines  conjuguées.  Relative- 
ment à  ces  deux  racines  on  fera 

«(»>       x=X|t-Y,         _^1L_=X_,-Y, 

ce  qui  donnera 

OH*)  <>«<£) 

Vinsi,  en  général  (toutes  choses  égales  d'ailleurs),  deux  racines 
imaginaires  conjuguées  donnent  lieu  à  la  différence  de  deux 
carrés,  lorsqu'on  fait  évanouir  les  rectangles  par  une  substi- 
tution réelle,  ce  qui  donne  bien  la  signification  attribuée  aux 
nombres  t.  et  v. 

On  en  conclut  (pie  la  différence  tz  —  v  sera  l y  excès  du  nombre 

de  fois  où  le  rapport  -  -^-  passe  en  s' évanouissant  du  positif 

au  négatif f  sur  le  nombre  de  fois  où  ce  rapport  passe  en  s' éva- 
nouissant du  négatif  au  positif. 


Ce  sera  donc  l'indice  intégral 


j 


:  f<3* 
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qui  représente  par  suite  la  différence  entre  le  nombre  des  racines 
de  l'équation  F (z)  =  o,  dans  lesquelles  le  coefficient  de  i  est  po- 
sitif, et  le  nombre  de  ces  racines,  pour  lesquelles  ce  coefficient  est 
négatif.  Cette  remarque,  faite  déjà  par  M.  Sturm  dans  son  Mé- 
moire sur  le  théorème  de  M.  Cauchy,  a  les  conséquences  que  nous 
allons  indiquer. 

VI. 

Considérons  une  courbe  fermée  C,  rapportée  à  des  axes  rectan- 
gulaires, et  dont  les  coordonnées  s'expriment  par  les  formules 

les  fonctions  y^  ©,  cp,  étant  entières.  Je  supposerai  qu'en  faisant 
croître  t  depuis  —  oo  jusqu'à  -+-  oo,  on  obtienne,  en  revenant  au 
point  de  départ,  tous  les  points  de  cette  courbe.  Cela  étant,  j'ob- 
serve que  le  théorème  de  M.  Cauchy,  pour  un  contour  quelconque, 
est  évident  lorsqu'on  l'applique  à  l'équation  5  =  0. 

Il  suffit,  en  effet,  d'un  peu  d'attention  pour  reconnaître  qu'en 
suivant  la  courbe  C,  toujours  dans  le  même  sens,  jusqu'à  ce  qu'on 
revienne  au  point  de  départ,  le  rapport  -  passera,  en  s'évanouis- 
sant,  autant  de  fois  du  positif  au  négatif  que  du  négatif  au  positif, 
si  l'origine  des  coordonnées  est  en  dehors  de  la  courbe.  Au  con- 
traire, si  l'origine  se  trouve  dans  son  intérieur,  ce  rapport  passera 
en  s'évanouissant,  deux  fois  de  plus  du  positif  au  négatif  que  du 
négatif  au  positif. 

Cela  posé,  un  simple  changement  d'origine,  en  rapportant  la 
courbe  à  de  nouveaux  axes,  passant  par  le  point 

*  =  *,        7  =  P, 

permettra  d'étendre  le  théorème  de  M.  Cauchy  à  l'équation 

z  —  a  —  tp  =  o. 

De  là  résulte  que  nous  pouvons  immédiatement  déterminer  l'in- 
dice intégral  relatif  à  toutes  les  équations  imaginaires  de  la  forme 

?(0-+-i>i(0-(«-+-*P)X(')  =  o; 


412  OEUVRES    DE    CHARLES    HERMITE. 

et,  par  suite,  l'excès  du  nombre  de  leurs  racines  dans  lesquelles 
le  coefficient  de  i  est  positif,  sur  le  nombre  de  leurs  racines  dans 
lesquelles  ce  coefficient  est  négatif,  cet  excès  étant  zéro  ou  deui, 
suivant  que  le  point  x  =  a,  y  =  |3  est  extérieur  ou  intérieur  à  la 
courbe  C. 

Cela  posé,  faisons  dans  l'équation  proposée 

F(M)  =  0.  Z=    — , 

en  appliquant  ce  qui  précède  au  résultat  de  cette  substitution  dan* 
chacun  des  facteurs  simples  z  —  a,  z  —  6,  . . .,  z  —  k,  de  F(z), 
on  arrive  à  cette  proposition  : 

L'excès  du  nombre  des  racines  de  r  équation 


L      *<o      J 


dans  lesquelles  le  coefficient  de  i  est  positif,  sur  le  nombre  des 
racines  dans  lesquelles  ce  coefficient  est  négatif,  est  égal 
à  deux  fois  le  nombre  des  racines  a,  b,  ...,  k  de  V  équation 
¥{z)  =  o,  qui  sont  renfermées  dans  l'intérieur  de  la  courbe  C. 
Ainsi,  en  désignant  par  u  ce  nombre,  et  en  nommant  P  et  N  le 
nombre  des  termes  positifs  et  négatifs  qui  se  présentent  dans 
la  forme  quadratique  relative  à  l'équation  en  t,  lorsqu'on  a 
fait  évanouir  les  rectangles,  on  aura  la  relation 

{i=  -  (P  —  IN). 

Voilà  où  je  me  suis  arrêté  dans  l'élude  de  cette  découverte  m 
belle  et  si  grande  de  M.  Cauchy.  J?ai  été  amené  à  cette  étude  en 
grande  partie  par  des  recherches  sur  des  questions  arithmétiques 
qui,  depuis  Tannée  1847,  ont  appelé  mon  attention  sur  les  form«> 
quadratiques  composées  d'une  somme  de  carrés  de  fonctions  sem- 
blables des  racines  d'une  même  équation,  \ussi  ai-je  éprouvé  une 
véritable  satisfaction  à  rattacher  à  la  considération  de  ces  formes 
ces  magnifiques  théorèmes  de  M.  Sturm  et  M.  Cauchy,  qui  ouvrent 
l'ère  nouvelle  de  l'Algèbre  moderne.  Sous  ce  nouveau  point  de  vue. 
d'ailleurs,  le  fait  de  l'existence  d'une  infinité  de  systèmes  de  fonc- 
tions jouissant  des  mêmes  propriétés  pour  la  détermination  de* 
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nombres  des  racines  réelles  ou  imaginaires,  qui  sont  comprises 
entre  des  limites  données,  se  présente  dès  les  premiers  pas  et  d'une 
manière  qui  en  fait  mieux  saisir  le  caractère  et  l'importance. 

Parmi  les  formes  variées  dont  le  théorème  de  M.  Sturm  est  ainsi 
susceptible,  la  suivante  me  semble  la  plus  simple  : 

Soit  l'équation  proposée 

f(z)  =  o. 

Nommons  f{  la  dérivée  de  f  et  désignons,  comme  précédem- 
ment, par  «(£)  le  nombre  des  termes  positifs  de  la  forme  qua- 
dratique qui  a  pour  expression  symbolique 

(z-Xi)f(z)fx(z)-(z'-l)f(z)f(z') 

■ ; 9 

z  —  z 

lorsqi/on  a  fait  évanouir  les  rectangles  ;  le  nombre  des  racines 
réelles  comprises  entre  deux  limites  Ç  et  Ç0  sera 

rc(Ç)  — ir(Ço). 

Une  analyse  particulière  m'a  donné,  pour  la  détermination  du 
nombre  total  des  racines  réelles  et  imaginaires,  cet  autre  théorème  : 

Soit,  sous  forme  homogène, 

u=f(x,y) 

le  premier  membre  de  l'équation  proposée  du  degré  n.  Posons 

u0  =f(xo,y0) 

et  considérons  l'expression 

i  /  du  du0        du  du0  \ 

Wo  —  **y  \  dur  dy0        dy  dxn  )  ' 

En  remplaçant,  la  division  faite, 

d  une  part,  et  de  Vautre 

respectivement  par  X,  Y,  . . .,  V,  on  obtiendra  une  forme  qua~ 
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dratique  (u);  et,  relativement  à  cette  forme,  la  quantité  dé- 
signée précédemment  par  iz  —  v  sera  le  nombre  total  des  racines 
réelles  de  V équation  u  =  o,  moins  une  unité. 

Soit  u'  ce  que  devient  u  par  la  substitution 

x=  \x'-+-  \l/,        y  =  X0a:'-+-  ^y'\ 

les  deux  formes  quadratiques  (u)  et  (*/')  seront  équivalentes,  et  si 
Ton  nomme  X',  Y',  . ..,  V  les  indéterminées  de  (uf),  la  substitu- 
tion pour  passer  de  Tune  à  l'autre  s'obtiendra  par  l'identité  sui- 
vante : 

(X,  Y,  ...,  V)(*fjry-"  =  (X\  Y',  ....V'HXoth-X^,  H*  +  Wr^*, 

où,  d'après  l'excellente  notation  de  M.  Cayley, 

(X,  Y,  ...,  V)(x,^)«-2  =  X#«-*-t-^— ?  Y:r"-*^-*-...-hV/»-». 
Hyères,  28  janvier  i854« 


SUR 

LE  NOMBRE  LIMITÉ  D'IRRATIONALITÉS 

AUXQUELLES  SE  RÉDUISENT  LES  RACINES  DES  ÉQUATIONS 

A  COEFFICIENTS  ENTIERS  COMPLEXES  D'UN  DEGRÉ 

ET  D'UN  DISCRIMINANT  DONNÉS. 


(Extrait  d'une  Lettre  à  M    Borchardt,  Journal  de  Crelle,  t.  53.) 


Permettez-moi,  en  continuant  en  quelque  sorte  ce  que  je  vous 
ai  écrit  au  sujet  de  la  détermination  des  racines  imaginaires  des 
équations  algébriques,  de  vous  entretenir  des  questions  arithmé- 
tiques auxquelles  je  songeais,  lorsque  chemin  faisant  j'ai  été  ainsi 
amené  aux  théorèmes  de  M.  Cauchy  et  de  M.  Sturm.  Ces  ques- 
tions arithmétiques  avaient  pour  objet  la  théorie  des  nombres  com- 
plexes, et  en  particulier  l'étude  des  formes  décomposables  en  fac- 
teurs linéaires,  lorsque  les  coefficients  sont  des  entiers  de  l'espèce 
a  -f-  b\J —  i .  Pour  le  cas  des  entiers  réels,  la  réduction  des  formes 
quadratiques  définies  avait  été,  comme  vous  savez,  l'instrument 
analytique  que  j'avais  surtout  mis  en  œuvre;  mais,  pour  passer  de 
là  aux  nombres  complexes,  il  fallait  à  ma  méthode  une  modifica- 
tion que  j'ai  été  bien  longtemps  à  découvrir.  C'est  le  hasard  en 
effet  qui  me  l'a  donnée,  en  traitant  de  la  décomposition  des  nom- 
bres en  quatre  carrés,  sous  le  point  de  vue  que  j'ai  indiqué  dans  le 
Tome  47  de  ce  Journal.  Je  vais  essayer  de  vous  en  donner  une 
idée  précise  en  démontrant  le  théorème  que  j'ai  eu  déjà  occasion 
d'énoncer  dans  une  note  de  mon  travail  sur  la  théorie  de  la  trans- 
formation des  fonctions  abéliennes  : 

Les  racines  de  toutes  les  équations  à  coefficients  entiers  com- 
plexes, d'un  degré  donné,  et  pour  lesquelles  le  discriminant 
(déterminant  de  Gauss)  a  la  même  valeur,  ne  représentent  qu'un 
nombre  essentiellement  (imité  d'irrationalités  distinctes  (*). 

(*)  Comme  le  rappelle  M.  Herinitc,  ce  théorème  a  été  énoncé  par  lui  pour  la 
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J'aurai,  pour  cela,  deux  points  principaux  à  établir.  Le  premier 
consiste  dans  la  théorie  arithmétique  de  la  réduction  de  ces  formes 
quadratiques  à  indéterminées  imaginaires  conjuguées  que  j'ai  fait 
servir  à  la  démonstration  du  théorème  de  M.  Cauchv.  En  dési- 
gnant parx,  y\  5, ...,  t\  /i  -f-  i  indéterminées  imaginaires,  et  par x8, 
JKoî  ^0?  •  •  •  ?  *'o  leurs  conjuguées  respectives,  elles  sont,  comme  vous 
savez,  définies  de  cette  manière  : 

/*=       x0(at%0T  -+-  a0Av-raùti  54-...-+-  a0,„t>) 


avec  la  condition  que  u^  et  <7v,u.  seront  des  quantités  imaginaires 
conjuguées.  En  mettant  en  évidence,  tant  dans  les  coefficients  que 
dans  les  indéterminées,  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  y'—  i, 
la  forme  /"sera  si  l'on  \eut  un  cas  particulier  des  formes  réelles 
à  in  -h  2  indéterminées,  mais  qu'on  traite,  grâce  au  jeu  des  quan- 
tités imaginaires,  par  les  procédés  essentiellement  propres  am 
formes  à  n  -+-  i  indéterminées  seulement.  Sans  insister  davantage 
sur  cette  considération  que  j'ai  développée  ailleurs  dans  le  cas 
de  n  =  i,  j'énoncerai  les  propositions  algébriques  suivantes  qui, 
si  simples  qu'elles  soient,  doivent  être  au  moins  indiquées  pour  ne 
rien  omettre  dans  l'enchaînement  des  idées. 
i"   Eu  faisant,  dans  /",  la  substitution 

.r  =  xX     -î-  ac'Y     — .  .  .  -+-  0L{f"  Y, 

i     y  ^  i\     -+-  VV    —  ...—  jb'"  Y. 

S        z^    ;X    -r-  v'Y    — ...  -r  fw)V, 


t.  ^  >%x     -4-  X'Y    -r-...-f-  X<"'V; 
*o  --"  *<>  \>  —  *„  V„ -h .  .  .  -r-  a;,'1  V0, 

v  —  rt  x  —  v  y  -u       ^  oh'v 

/"  —  r"'  vc        ,^u  ■  o       •  •  •  ~~  r'y     '  0^ 

C0        =        À„      X0     —        Ây         ^      ,,        —     .        .       .      -,"        A0"  X      0, 


première  t'ois  ilaii^  son  .Mémoire  sur  la  transformation  oVs  fonction*;  ahéliennos 
(  »oir  plus  loin  |>.  177,1.  (Juant  au  tliéorénie  analogue  relatif  aux  nombre*  réel*, 
AI.  Hermiie  l'avait  deiiionlié   antérieurement  (p.  j.»5  de  ce  Volume  .        E.  I*. 
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où  a  et  a0,  (î  et  (30?  etc.  sont  des  quantités  imaginaires  conjuguées, 
on  aura  une  transformée  de  même  nature.: 

F  =  X0(  A0,0  X  4-  A0,i  Y  -+-  A0|,  Z+...+  A0,„  V  ) 
4-  Y0(A,,0  X  -+-  A,,i  Y  -i-  A,tt  Z  -+-. .  .4-  A,,»  V) 
* 

-+■  V0(  A„t0X  4-  An,,  Y  -+-  A„,,Z  -+-. .  .4-  Anf»V), 

de  sorte  que  A^v  et  AVîîJl  seront  comme  au>v  et  a^yVL  des  quantités 
conjuguées. 

2°  Soient  D,  rf,  u>,  co0  les  déterminants  des  systèmes  suivants  : 

(Ao.o     A0,i     . . .      A0,/i  \  /  «o,o     ao,i     •  •  •     ao,n   . 

u  _     ^i,o     A,tl     ...      Ai.»  f  rf—J  ai'°     aj»1     "•     ai»*  (• 


A«,o     A,,,,     ...     An<a  /  v  aWt0    aHfi     ...     e 

a     a'      ...      a<*>  \  /  a0     a'0      ...     <%</" 


=  )  p  P'   ...    p<«>(  Wi=i  p0   p;   ...   p;-> 


l  B    8'    ...     3(rt)  ' 

j'        "-) )' 

/  l  X.     X'     . . .    x<«>  / 


X     X'     ...     X<">  /  \  Xo      X0     . . .     Xi 

on  aura  l'équation 

D  =  dojo>0y 

d'où   résulte   que  d  peut  être   regardé   comme  l'invariant  de  la 

forme  f. 

En  vue  de  la  théorie  de  la  réduction,  j'ajouterai  cette  remarque 

qu'en  posant 

r      df    df  ,. 

iT  =  «o,o/— ^-  -g-  =     ,ro(*i,i.r-+-&i.î*-t-----t-*i,ii«') 

4-  50(62>1^  4-  6,,,s  4r. .  .4-  b^nv ) 

4- t>0(  6„,i.r  4- 6n,s  3  4-.  .  .4- &w,,,l>) 
OÙ 

^(X,V=  a0,0aU,V CT(X,0^0,V» 

on  obtient  une  forme  aux  indéterminées^  et^0î  z  ctz0j  ...,«•♦  et  r© 
qui  est  un  covariant  de  y,  relativement  à  la  substitution  (S,  S0) 
quand  on  y  suppose 

a=i,        P  =  o,        y  =  o,        ...,        X  =  o. 
El  si  l'on  appelle  D' l'invariant  de  g,  on  aura 

D'=a»7JD. 
H.  -  I.  27 
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Cela  posé,  je  vais  établir  qu'étant  donnée  une  forme  f  dêfimit*  m 
peut  trouver,  pour  les  coefficients  de  la  substitution  S.  des  mm- 
bres  entiers  complexes,  dont  le  déterminant  co  soit  un,  et  tekqse 
dans  la  transformée  F  on  ait 


m  n -M  ) 


(a)  A0(0A|v|...A|,,M<'2     *      D. 

Ce  sera  cette  transformée  que  j'appellerai  réduite.  A  cet  effet,  p 
considère  l'ensemble  des  formes  déduites  de  /,  par  toutes  les  sub- 
stitutions (S,  S0)  à  coefficients  entiers  complexes  et  au  détermi- 
nant i.  Je  distingue  ensuite,  dans  ces  transformées,  celles  où  W 
coefficient  de  XX0  est  le  plus  petit  possible.  Parmi  ces  dernières. 
je  dis  qu'il  en  existe  une  que  je  représenterai  ainsi  : 

F  =      X0(  A0,0X  -+-  A0.,  Y  -h. .  .-h  A0,nV> 

+  Y0(A1(0X+AMY+...-fA1(„V) 


V0(Aw.oX  -h  AWf,  Y  -h. .  .-h  Art,n  V) 


et  remplissant  ces  deux  conditions  :  premièrement,  que  la  forme 

G  =  A0,oF-^  ~=      Yf(BlflY-HBlilZ-+-...-+-Blt,Vj 

+  Z,(B,,|Y  +  B!,!Z4-...+  B,.1IV) 
_;_ 

-f-V0<B„,iY-+-  Brt,,Z  -+-...  -+.  Bm.mV) 

soit  réduite  dans  le  sens  propre  aux  formes  à  n  paires  d'indéter- 
minées ;  secondement,  que  les  parties  réelles  et  les  coefficients 
de  y —  i  dans  les  diverses  quantités  A0î{JL  soient  moindres  en 
valeur  absolue  que  la  moitié  du  coefficient  minimum  A0ï0.  En 
effet,  en  faisant  dans  F  la  substitution 


\  = 

r 

-h  mp 

-h  nj 

-»-., 

,  .-r-ro, 

Y  --= 

m'p 

+  n'j 

-h. 

.  .-+-  r'o, 

Z^ 

m*  9 

-h  n"  j 

-+-. , 

..4-r'o, 

V  = 

m{n)  9 

-+-  n;"Jj 

-T-. 

.  ,-+-r  n)v, 

Xo  = 

*o 

-t-  nt0  90 

-*-n0Jo 

-H.. 

..-1-roPoi 

Y0  = 

m'o  9o 

-r-ni3o 

— f- .  , 

..4-r>0, 

Z0  = 

Wo9o 

-+-n';3o 

-T-.. 

..+  r>o, 

V0=  mM"  9o-+-  n(0w)30 -*-... -+-  ÙHÎ*o> 
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on  trouvera  une  transformée  S,  dans  laquelle  le  coefficient  de  rr0 
sera  encore  A0>0  et  où  la  forme  6  analogue  à  G,  savoir 

«*       4      c      d£  f,£ 

sera  (d'après  ce  qui  a  été  dit  tout  à  l'heure)  la  transformée  de  G 
par  la  substitution  : 

Y  =  m' o      ■+-  n'3    -+-  . . .  -+-  r'  d. 


V  =  m<">  9  -+-  n(M,3  -h ...  -f-  r'">  u0; 

Y0=my90    ■+■  «o3o -+-...-+-  rj,»0, 
Z0=m'i90   ■+- njjo -+-...-+- r^Ho, 

» 

V0=  mi«>p0-*-n<0M>jo-t-. . .-+-  r0«>o0. 


Mais  cette  substitution  est  la  plus  générale  entre  les  n  paires  d'in- 
déterminées conjuguées,  et  peut  être  employée  à  réduire  la 
forme  6;  on  voit  donc  bien  qu'on  peut  admettre,  dans  l'ensemble 
des  formes  dont  j'ai  parlé,  l'existence  d'une  transformée  remplis- 
sant la  première  des  conditions  énoncées.  Quant  à  la  seconde,  on 
y  satisfait  à  l'aide  des  entiers  complexes  m,  «,...,  r,  qui  restent 
jusqu'ici  arbitraires;  en  désignant,  en  efl'et,  pour  un  instant, 
par  û0,{i  les  coefficients  de  £  qui  correspondent  à  A0)li,  on  a  les 
relations 

«o,i  =  mA0f0-r-  ni'A0,i-h  m*  A0,2-t-.  . .-+-  m(/l)  A0tW, 

iî0,2  =  n  Art>0  -r-  n'A0,i  -+-  n*A0,s  -*-.  ..  +  u('"A0,B, 


«o,«=fA0,o  -+-r'A0,i  -+-r*A0t2  -+-. .  .-+-  r^A0,„, 

et  Ton  voit  qu'on  peut  déterminer  les  entiers  complexes  m, 
n,  . . .,  r,  de  manière  que  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  \/ —  i 
dans  û0,i,  o0,2?  •••>  «*o,«  s(>ient  au-dessous  de  i  A0,o.  Admettant 
donc  l'existence  de  la  forme  F,  remplissant  les  deux  conditions 
précédentes,  nous  allons  supposer  que  la  relation  (a)  soit  vraie  à 
Tégard  des  formes  réduites  contenant  n  paires  d?indéterminées  et 
nous  en  conclurons  qu'elle  a  lieu  nécessairement  dans  les  formes 
qui  en  renfermant  n-\-  i.  Elle  se  trouvera  ainsi  établie  dans  toute 
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sa  généralité  puisqu'elle  a  lieu  comme  je  l'ai  fait  voir  ailleurs 
{Journal  de  Crclle,  t.  17)  pour  n  =  i .  A  cet  effet,  j'observe  que, 
les  coefficients  de  la  forme  G  ayant  pour  expression  générale 

B{jl,v  =   '»0,oAjA,V Ajjt,oA<),v» 

on  trouvera,  lorsque  les  deux  indices  sont  égaux, 

de  sorte  que  ces  quantités  peuvent  alors  être  regardées  comme  les 
invariants  de  formes  quadratiques  à  deux  paires  d'indéterminées 

formes  qui  seront  définies  et  réduites  :  définies,  car  nous  avons  sup- 
posé f  et,  par  suite,  F  elle-même  définie,  et  réduites,  parce  que 
le  coefficient  minimum  A„,0  sera  au  plus  égal  à  A^u,  et  que  la 
partie  réelle  comme  le  coefficient  de  \f — i  dansA^o  sont,  en  valeur 
absolue,  au-dessous  de  la  limite  ^-V0,o.  Donc,  d'après  ce  que  j'ai 
établi  dans  le  Mémoire  précité,  on  aura 

Ao,o  Aji.,a<C  ^  B(x,ji. 
et,  par  suite, 

AJ,0  A,fl  A2>î . .  .\„,fl  <  2"  B,,,  B2,j. . . Bw,n. 

Mais,  en  admettant  la  relation  (a)  pour  les  formes  réduites  G,  qui 
contiennent  n  paires  d'indéterminées  et  dont  l'invariant  est  AJ  0*  D, 
on  aura 


n  \  n  - 


B  i,  t  »*,«...  I*„.,.<  a     -      Ai'.0M); 

or  on  en    conclut,  après  avoir  multiplié  membre  à    membre  par 
l'inégalité  précédente  et  supprimé  le  facteur  AJJ  0*, 


n  (  n  ■*-  1  ) 


Ao,o  A i,i  A*,» . . .  AWf„  <  ->.     -      D. 

(Test  ce  résultat  qui  tout  à  l'heure  me  servira  de  base  pour  la 
théorie  de  la  réduction  des  formes  décomposablcs  en  facteurs  li- 
néaires, et  qui  sont  à  coefficients  et  indéterminées  complexes.  Mais 
j'indiquerai  d'abord  la  conséquence  suivante  qui  s'en  tire  immé- 
diatement. 

Concevons  qu'en   vue  de  la  théorie  des  formes  f  telle  que  je 
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l'envisage  ici,  on  modifie  l'idée  arithmétique  de  classe^  de  manière 
à  désigner  ainsi  l'ensemble  des  transformées  déduites  d'une  forme 
donnée,  par  ces  substitutions  spéciales  (S,  S0)  lorsqu'on  attribue 
aux  coefficients  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  complexes, 
pour  lesquelles  le  déterminant  u>  =  i ,  on  aura  ce  théorème  :  La 
totalité  des  formes  de  la  même  expression  analytique  /,  lors- 
qu'on les  suppose  définies,  et  à  coefficients  entiers  tant  réels 
que  complexes,  ne  représente  pour  un  invariant  donné  qu'un 
nombre  essentiellement  limité  de  classes  distinctes.  Effective- 
ment, dans  la  réduite  F,  tous  les  coefficients  réels  A^  sont  limités 
en  vertu  de  la  relation  (a)  et  les  modules  des'coefficienls  imagi- 
naires A^v  Ie  sont  par  la  condition 

qui  résulte,  comme  on  le  voit  immédiatement,  de  ce  qu'on  suppose  F 
une  forme  définie.  On  n'aura  donc  pour  une  valeur  donnée  de  l'in- 
variant qu'un  nombre  limité  de  réduites  et,  par  conséquent,  un 
nombre  limité  de  classes. 

Je  passe  maintenant  au  second  point  qui  me  reste  à  traiter  pour 
arriver  à  mon  théorème. 

Soit  o  une  forme  à  n  indéterminées  imaginaires,  x,  y,  . . .,  u,  à 

coefficients  complexes,  et  décomposable  en  n  facteurs  linéaires, 

, savoir  : 

A  =  ax  -f-  a  y  -f-, . .-+-  a[n-x)u, 

B  =  bx  -h  b' y  -+-..  .4-  b(n~x)  uy 


L=  Ix  •+-  l'y  +... h-  /(«-» M, 

de  sorte  qu'on  ait 

0-AB...L. 

Ces  quantités  A,  B,  ...,  L  ne  se  trouveront  point  complètement 
déterminées  par  la  forme  donnée  ©,  car  il  est  clair  qu'on  peut 
multiplier  par  un  facteur  constant  chacune  d'elles,  pourvu  que  le 
produit  de  tous  ces  facteurs  constants  soit  l'unité.  J'observe  cepen- 
dant que  le  déterminant  A,  relatif  au  système  de  ces  fonctions  li- 
néaires, ne  subira  aucun  changement  par  l'introduction  de  ces  mul- 
tiplicateurs arbitraires,  car  en  remplaçant  A,  B,  . . .,  L,  par  lt  A, 
/2B,  ...,  tn\j  le  déterminant  relatif  aux  nouvelles  fonctions  sera 

titf..tn*, 
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cl  l'on  doit  faire,  comme  nous  l'avons  dit. 

Nous  pouvons  donc,  désormais,  regarder  A  comme  absolument 
déterminé  par  la  forme  proposée  cp.  Cela  posé,  j'introduis  encore 
les  facteurs  linéaires  conjugués  de  A,  B L,  qui  seront,  en  sui- 
vant la  notation  déjà  employée, 

A0=  a0x0-¥-  a'Qy0-{-...-±-a,0n-i)u0. 
B(>=  b0or0-hb'0y0-ï-...-r-  />0;,",>mot 


I-o=  /o-*\>-*-  /i  .To -*-.••-+-  ton~l)«Of 


et  dont  le  déterminant  sera  désigné  par  A0.  Puis  je  compose,  avec 
ces  deux  groupes  de  fonctions,  la  forme  quadratique  suivante,  de 
la  nature  de  celles  qui  nous  ont  occupé  précédemment,  savoir 

/=ÀA0-t-  BB, -+-... -*-U.0. 

Cette  forme  dépendra  essentiellement  des  multiplicateurs  arbi- 
traires que  Ton  peut  introduire  dans  les  fonctions  linéaires  \. 
B,  ...,  mais,  quels  que  soient  ces  multiplicateurs,  son  invariant  D 
sera  la  quantité  entièrement  connue 

D  =  AA„, 

de  plus  elle  sera  toujours  définie,  et  l'on  pourra  lui  appliquer  la 
méthode  de  réduction  exposée  plus  haut.  Concc\ons  donc  qu«* 
pour  un  système  déterminé  des  facteurs  linéaires  A,  B,  ..  .,  L,  oU 
ait  ohtenu  la  substitution  propre  à  effectuer  cette  réduction.  (>l 
que  je  continuerai  de  représenter  par  la  notation  (S,  S0).  fcn 
effectuant  la  partie  de  cette  substitution  désignée  par  S,  dans  *« 
B,  ...,  L,  je  supposerai  qu'ils  deviennent 

SI  =  a X  -+-  u'  Y  -î- . . . -f-  a*»-1»  U, 
j&  =  bX-*-b'Y  -4-...-f-b("  -»U, 


jC  =l\  -M'Y  ^...+  l«»-»U, 
tandis  que,  par  la  substitution  S0?  les  facteurs  conjugués  A0,  B0, 


NOMBRE    LIMITE    D'IRRATIONALITÉS.  4*3 

L0  se  changent  en 

5l0=  û0X0-h  û'0  Y0-h. . .-+-  o^-^Uo, 
»o  =  b0X0-f-  b'0  Yo-f-. . .-+-  V-»  U0, 


iT0  =  loX0  -4-  l'o  Y0  4-. . .-+-  If-»  U0. 


De  là  résultera  pour  la  transformée  de  <p,  par  la  substitution  S, 

l'expression 

*  =  *&...*, 

et  pour  la  transformée  réduite  de  /,  par  la  substitution  (S,  S0),  la 
suivante 

"       F  =  31310-+-  Mo  +  . .  .4-ii0. 

Cela  étant,  je  vais  démontrer  qu'en  supposant  la  forme  donnée  cp, 
à  coefficients  entiers  complexes,  et  irréductible,  dans  ce  sens  que 
l'équation  0  =  0  n'admette  d'autres  solutions  entières  que 

:r  =  o,        y  =  o,  ...,         u  —  o, 

les   coefficients   de   O,   qui   seront   aussi   des   entiers  complexes, 
auront  tous  des  valeurs  finies  et  limitées  par  l'invariant  D  =  AA0. 
Soient,  à  cet  effet,  j,  o-j,   ...,  07,.,,  les  coefficients  de  XX0, 
YY0,  ...,  UU0,  dans  la  forme  réduite  F,  à  savoir 

j  =  nû0   -hbbo  -+-... -h  U0, 
^i=a'ûi-hb'b'0-f-...-4-l'l'0, 


Ces  relations  peuvent  s'écrire  de  la  manière  suivante 
1  =  mod*    — =    -4- mod2     —=    -+-. . .-+-  mod* 


\/<j  /^  y/1 


9 


o'  b'  l' 

[  =  mod*    -—    +modJ    -—   -+-...-*- mod*    -—  1 


i  =  mod*    m         -+-  mod*  -— =  -+-...-»-  mod*    _ 


et  montrent  alors  que  les  modules  des  quantités  -^=>  — -9  •  •  •  sont 

ya     y/a 


4?4  OEUVRES    DE    CHARLES    HERMITE. 

tous  inférieurs  à  l'unité.  Il  en  résulte  qu'en  représentant  par  V  le 
produit  des  facteurs, 

a  û'  a(/,—,) 


b               b' 

h(/i-i> 
v'*»*-i 

i  v       r  v 

c'est-à-dire  ce  que  devient  <ï>,  lorsqu'on  y  remplace  X,  Y,  ...,  U 
par 

«  x,     'y,    ...,  _L=u, 

les  modules  des  coefficients  de  cette  transformée  sont  eux-mêmes 
limités.  En  effet,  si  pour  fixer  les  idées  nous  considérons  le  coef- 
ficient d'un  quelconque  des  termes  de  *F,  que  nous  représenterons 
par  X/,Y^...U*,  les  exposants  étant  des  entiers  dont  la  somme 
«st  7i,  on  trouve  sans  peine  que  la  valeur  maximum  de  son  mo- 
dule est  donnée  par  le  facteur  numérique  qui  multiplie  le  même 
•terme  XpY(?...Us  dans  la  puissance  polynomiale 

-j-(X-H  Y  -4-...-T-  U)". 

/lï" 

Cela  posé,  convenons  de  désigner,  par  les  expressions  symboliques 

suivantes 

jX/»Y7...U'(     et    [X#»Y*...U']t 

les  modules  des  coefficients  de  TLpYi...\Js  dans  O  et  W.  11  est  clair 
•qu'on  aura,  d'après  la  relation  qui  lie  les  deux  formes, 

(i)  :XpY?...U*(  =  [Xj»Y7...U*]  v/œ/'<i'(...t;i_1 

et,  en  particulier,  pour  les  coefficients  des  puissances  les  plus  éle- 
vées des  indéterminées, 

/  jX«j  =  ix»]|/5% 
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Or,  en  multipliant  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient 

!X»i)Y«:...!U«|  =  [X«][Y«]...[U«]V/(crcrJ...crn_1)"î 

mais,  d'après  la  relation  caractéristique  pour  les  formes  quadra- 
tiques réduites,  et  la  valeur  de  l'invariant  de  F,  que  nous  avons 
trouvé  précédemment  égal  à  AA0,  on  a 

-n\n— 1) 
QTJj .  .  .  (!„_,  <  tf  AA0  ; 

il  en  résulte  donc  que 

!X«!;Y^...!U«!<[X«][Y«]...[u«].2iLJ^— /ÂTo 

et  finalement,  en  ayant  égard  aux  limites  des  quantités  [X'1], 
[Y-],..., 

;x«!!Y«!...!U«!<2— i <aa0)«". 

in» 

Voici  donc  déjà  les  coefficients  des  puissances  les  plus  élevées  dans 
la  forme  4>,  limités  au  moyen  de  l'invariant  AA0.  Et  c'est  en  ce 
moment  que  nous  employons  la  condition  d'irréductibilité  de  celte 
forme  telle  qu'elle  a  été  posée  plus  haut,  de  manière  qu'aucun  de 
ces  coefficients  ne  puisse  être  supposé  s'évanouir.  N'ayant  obtenu 
en  effet  qu'une  limite  de  leur  produit,  dans  le  cas  où  l'un  d'eux 
serait  nul,  on  ne  pourrait  plus  rien  conclure  sur  les  autres.  Main- 
tenant et  à  l'aide  des  valeurs  de  ces  quantités  :  |XWJ,  jY'1),  ..., 
nous  obtiendrons  des  limites  pour  les  coefficients  des  autres  termes, 
en  déduisant  des  coefficients  (i)  et  (2)  la  suivante 

P  7  * 

)  \p  Y7. .  .U*  I  !  X"  i1"  »  J  Y»  C~~» . . .  i  U«  j1" 

.P         .1  .*   

=  [X#»Y*...U*][X»]       «[Y*]       "...[U«]       "•(**!...  *„-!)» 

et  remplaçant,  dans  le  second  membre,  [X^Yf  ...U'],  [X"],  [Y"],  ... 
et  le  produit  <T?i...<T„_i  par  leurs  limites  supérieures.  Il  vient  ainsi, 
en  désignant  (/>,  çr,  ...,  s)  le  coefficient  de  X^Y^...U*  dans  la 
puissance  (X  +  Y+...+  U)"  : 

;xpY^...U'!iX«il~«!Y«;l~«...;u«!1"^<^^,  ...,*)2Î_ (aa0)K 
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Nous  sommes  ainsi  parvenu  à  la  proposition  annoncée  sur  la  ré- 
duction des  formes  décomposables  en  facteurs  linéaires,  et  qui 
nous  autorise  à  donner,  aux  transformées  telles  que  <ï>,  le  nom  de 
formes  réduites.  Mon  théorème  sur  les  racines  des  équations 
algébriques  à  coefficients  entiers  complexes  en  est  une  conséquence 
immédiate,  comme  vous  allez  voir. 
Soit 

une  équation  de  cette  nature.  En  désignant  ses  racines  par  a,  6, 
c,  ...,  A*,  /  le  discriminant,  ou  déterminant  de  Gauss,  sera  le 
nombre  entier  complexe 

Cela  posé,  faisons  dépendre  de  cette  équation  une  forme  ;p  à  coef- 
ficients entiers  complexes,  que  nous  définirons  de  cette  manière: 

o  =  P«-i(;r-4-a;'-i-al3  -^-..,  +  a»   l  u)  (x  -+-  by  -+-  b*z  +  ...  +  K,m)... 
X  (x-+-ly  +  /*j -*-... -h/"  •*!/). 

Mous  remarquerons  d'abord  que,  pour  cette  forme,  la  quantité  A 
est  précisément  ^/iD.  Soient,  en  effet, 

A  =  x  -h  a  y  -+- ...  -4-  a"-1  m, 
B  =  x  -h  by  -h ...  -h  bn~x  n , 


L  —  x       ly  -+-...-+-  /"    "m; 


d'après  sa  définition  même,  A  sera  le  produit  de  P"""1  multiplié  par 
le  déterminant  relatif  au  système  des  facteurs  linéaires  A,  B,  ...,  b. 
Or,  on  sait  que  ce  déterminant  est  la  fonction  alternée  égale  au 
produit  des  différences  «les  racines  a%  b,  ...,  /,  de  sorte  qu'on  a 
bien  A  —  y/rj .  Je  dis  maintenant  que  les  racines  de  deux  équa- 
tions différentes,  auxquelles  correspondent  des  formes  cp,  arithme- 
tiquement  équivalentes,  doivent  être  regardées  comme  présentant 
les  mêmes  irrationalités.  Soient,  en  effet, 

Jh"4-<CU>"  » -h.. .      «  h- 6  =  o 
et 

*  r=  p«-i  (  X  -+-  a  Y  -f- . . .  -h  a"-  »  L ')  (  X  -h  b  Y  — . . .  -4-  b«-»  U  ). . . 

x(X  +  lY+...+  MUj 
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une  seconde  équation,  ayant  pour  racines  n,  b,  ...,  I,  avec  la  forme 
correspondante.  S'il  est  possible  de  déduire  $  de  <p,  par  une  sub- 
stitution à  coefficients  entiers  complexes  et  au  déterminant  un,  c'est- 
à-dire  d'avoir  identiquement  ©  =  <ï>,  en  prenant 

ar  =  aX-+-tt'Y-f-...-f-  «<"-!>  U , 
>r=pX-4-p'Y-4-...-4-p(»--i>U, 


te  =xX  +  x'Y  -+-... -4- x(l»-llU, 


on  pourra,  en  désignant  par  /l?  /2,  ...,  t„  des  constantes,  poser  les 

relations 

j-fa7-r...-+-rtfl-,M  =  ^(X-f-aY  -+-  .  .-f-o"-1!)), 
*-*-  */+...+  ^-,w  =  <î(X-hbY-t-...-4-b«-1U), 
• » 

'*-+-  ly  ■+-...-+- /«-1  m  =  /«(Xh-iy  +...+  i«-»U). 

Or,  en  effectuant  la  substitution  et  désignant  pour  abréger  la  fonc- 
tion entière  à  coefficients  entiers  complexes  a(l,-f-?(/)  i'-f-.--  -^-*f<,*,,l~~, 
par  9/(i>),  ces  relations  donneront 

Xera)-4-Yei(a)-f-...-4-U6ll-.,(a)  =  /i(X-4-dY+...+  o»-  »U), 
X0(^)4-Yô,(6)-f-...-hU0w_,(6)  =/s(X  +  kY+...+  b*-*U), 

• • ••• i 

X6(f)  +Y0,(/)+...+  Lîe^!(/)  =^(X-*-lY  -+-... -M«-»U). 

On  en  conclura  les  expressions  suivantes  des  racines  a,  b,  ...,  I 
par  a,  6,  .. .,  /, 

rt_6,(a)  0«(g)  O—i  (g) 

rt-o<>7'      n     "ôT^"       ""  =  "T^7' 

0(4;'  0(6/  '  °  0(ô)    • 


1  -  "6(77*  "0777'        ""      {        ~WT' 

et  il  est  visible  qu'en  partant  de  la  substitution  inverse,  pour 
déduire  ©  de  <I>,  on  arrivera  à  des  expressions  toutes  semblables 
qui  donneront  les  racines  «,  6,  ...,  /,  au  moyen  de  o,  b,  . . . ,  l. 
Nous  sommes  donc  bien  autorisé  par  là  à  regarder  les  racines  des 
deux  équations  comme  présentant  les  mêmes  irrationalités. 
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Cela  posé,  considérons  l'ensemble  des  équations  de  degré  w, 
ayant  même  discriminant,  avec  la  série  des  formes  çp,  qui  corres- 
pondent à  chacune  d'elles.  Ces  formes,  en  nombre  infini,  ayant 
toutes  le  même  invariant  AA0,  à  savoir  le  module  du  discriminant, 
seront  réductibles  à  un  nombre  limité  de  réduites  <&.  Or,  les  équa- 
tions, dont  les  racines  pourront  présenter  des  irrationalités  dis- 
tinctes, seront  celles-là  seules  auxquelles  correspondent  des  formes 
ayant  des  transformées  réduites  différentes  (').  Elles  seront  donc 
bien  essentiellement,  comme  je  l'ai  annoncé,  en  nombre  fini. 


(')  Kn  effet,  des  formes  ayant  même  réduite  sont  arilhmétiquement  équiva- 
lentes, et  il  a  été  expliqué  plus  haut  comment  les  racines  des  équations  dont 
elles  dépendent  offrent  dés  lors  les  mêmes  irrationalités.  Voyez  au  reste,  sur  cette 
question  de  l'équivalence  des  formes  décomposables  en  facteurs  linéaires,  mon 
premier  Mémoire  sur  la  théorie  des  formes  quadratiques  {Journal  de  Crellc, 
1.47). 


SUR  * 

L'INVARIABILITÉ  DU  NOMBRE  DES  CARRÉS  POSITIFS 

ET  DES  CARRÉS  NÉGATIFS  DANS  LA  TRANSFORMATION 
DES  POLYNOMES  HOMOGÈNES  DU  SECOND  DEGRÉ. 


(Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Borchardt,  Journal  de  Crelle,  t.  53). 


Paris,  ce  24*  avril  i856. 

Dans  le  cas  où  vous  le  jugeriez  convenable,  vous  pourriez 

publier  la  démonstration  suivante,  du  principe  découvert  par 
Jacobi,  et  employé  par  lui  à  la  démonstration  des  belles  formules 
pour  les  conditions  de  réalité  des  racines  des  équations  algé- 
briques, que  vous  avez  données  dans  votre  Mémoire  sur  l'équation 
à  l'aide  de  laquelle,  etc.  Rien  d'ailleurs  n'est  plus  simple  que 
d'établir  ce  principe  que  j'énoncerai  ainsi  : 

Quelque  substitution  nielle  que  Von  emploie  pour  réduire 
un  polynôme  homogène  du  second  degré  à  une  somme  de  car- 
rés, le  nombre  des  coefficients  de  ces  carrés  qui  auront  un  signe 
donné  sera  toujours  le  même. 

Supposons,  en  effet,  qu'un  polynôme  bomogène  du  second 
degré  /,  à  n  •+■  1  indéterminées  x,  y,  . . .,  r,  se  réduise  à  l'expres- 
sion suivante 

/  =  £„#;  -h  ttx*  -H. . .-+-  e„jrj, 

en  faisant 

ç    =z\x0-h\,Xl-±-...-i-l{")Xn. 
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Si  l'on  donne  une  seconde  substitution  également  réelle. 


^ç- 


f  r  =  /X0  — /  X, —...—  /*  X., 

de  laquelle  résulte  la  transformation  analogue 

/=rl0Xî+râIXï^...-riliXî, 

il  s'agit  de  prouver  que  le  nombre  des  coefficients  e,  qui  auronl 
un  signe  donné,  sera  égal  au  nombre  des  coefficients  rê?  qui  auronl 
le  même  signe. 

A  cet  effet,  et  pour  fixer  les  idées,  supposons  négatifs  e0,  £j, ....  s; 
et  positifs  les  coefficients  suivants  :  £/+,.  e,+2.  ...,  s„.  Supposons 

aussi  que  rlfc.  yi(,  ....  7é*  soient  négatifs,  tandis  que 74*+I.  7,*+2 t^ 

seront  positifs.  On  aura  d'abord  en  égalant  entre  elles  les  deui 
expressions  de  la  forme  /, 

£o^î  —  ei^î  -h. .  .-r-  £/, Jr%  =  rj0XJ  -t-  râ,  Xf  -<-.  .  .—  T,„XJ 

les  \ariables  étant  liées  par  ces  équations 

/    î/0+a'/1-r...-r2'';J„=rtX0-a'X|-r..,-ffl»\B, 
)     ?Xu-^{i>|-7-...-r-^"-J-»=6Xo--Ô'Xi^-...-t-^«-Xll. 

'  '     / ; • 

[    >.y04-  A\r,  -T-...-T-  A^«  X„  =  /\0  -f-/'\,   —  ...-r-/"   \„. 

A\ant  d'aller  j>1  tis  loin,  j?ol>scr\e  qu'on  pourra  toujours  les  ré- 
soudre  par  rapport  aux  indéterminées  x  ou  X,  si  l'invariant  <le y 
est  différent  de  zéro,  et  si  aucune  des  quantités  e  et  r4  n'est  nullr. 
Soient,  en  effet,  J  l'invariant  de  /,  o  et  ci  les  déterminants  relatifs 
aux  substitutions  (i)  et  (a);  on  aura 

de  sorte  que  rf  et  o  ne  pourront  jamais  être  supposés  nuls  sous 
les  conditions  admises. 

Cela  remarqué,   remplaçons  xQ,  xt,  ...,  xi  d'une  part,  jt,-+i, 
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#i+2?  ...,#«  de  l'autre,  par 

xt)  T\  Xi  Ti+\         av+t  xn 

et 


X0               X, 

x* 
v7—  •nk 

.,  Xn  par 

/ '           / '          "" 

—  ; 

Remplaçons  de  même  X0,  Xl?  . . .,  X*  par 


Cl    X*+i,    X*+2, 


puis  effectuons,  par  rapport  à  ces  nouvelles  indéterminées,  la  réso- 
lution des  équations  (3).  On  sera  par  là  amené  à  la  relation  sui- 
vante 

--xj-xï_...-xi4-xkl  +  x2+t -*-... +  xs, 

où  Ton  pourra  supposer 

Sx»  =/?0X0+  $r0Xi-t-...-w0  X„, 
•^l  =/>l^fl+<r/l  X, -»-... -4- *|  X„, 

1 ; ; ;' 

\    #/*  =  pn  X0  ■+-  qn  X i  -i-  .  .  .  -T-  Sn  X„, 

les  coefficients  étant  essentiellement  réels.  Or,  je  vais  établir  l'im- 
possibilité d'une  telle  relation  dès  que  Ton  suppose  À*  différent  de  i. 
Pour  fixer  les  idées  j'admettrai  que  l'on  ait  k  >  /,  et  j'observerai 
que,  parmi  les  diverses  équations  auxquelles  les  coefficients  de  la 
substitution  (4)  doivent  satisfaire,  on  voit  s'offrir  en  premier  lieu 
celle-ci 

— PÎ  —p\  —  •  •  •  —  Pi  h-  Phi  -+-PÎ+2-+--  •  •-*"/>?/  =  —  »> 

qui  ne  pourrait  évidemment  être  vérifiée  que  pour  des  valeurs  ima- 
ginaires des  quantités  />,  si  l'on  avait 

/>0=o,        pt  =  o,         ..,,        Pi=o. 

Or,  on  va  voir  comment  de  la  substitution  (4)  il  est  possible  d'en 
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déduire  une  nouvelle,  qui,  transformant  le  polynôme 

(5)  —  xi  —  x\  -...  —  x)  +  x}+x  -*-*?+,  -4-. ..-+-*•£ 
en 

(6)  _  XJ  -  X? -...-Xj+Xj^Xk, -*-... -4- XJ, 

ait  encore  ses  coefficients  réels,  et  de  plus  présente  ce  caractère, 
que  l'indéterminée  X0  ait  disparu  dans  les  expressions  des  indéter- 
minées x0y  x{,  . . .,  Xk-\ .  Comme  on  suppose  k  >  j,  k —  i  sera  au 
moins  égal  à  i  et,  les  conditions  précédemment  énoncées  se  trou\ant 
réalisées,  notre  théorème  se  trouve  par  là  même  démontré. 

A  cet  effet,  nous  remarquerons  que  l'on  peut,  sans  changer  le 
polynôme  (6),  y  remplacer  X0  et  X|  par 

cosoX0-h  sinçpXi,     sinç>X0— cosoX| 

et  introduire  par  là  un  angle  arbitraire  dans  les  formules  (4),  <p 
deviendront 

x0  =  (p0  cos©  -+-  q0  sino)X0-h  (p0  sino  —  q0  cos«)Xj-+-. . ., 
Xi  =  (pi  cosq  -h  qi  sino)X0-4-  (pi  sino  —  qx  cosç)Xj-4-. . ., 

&n=  (/>«coso-+-ynsino)X0-4-(/>nsino  — ^ncoso)X!-T-.... 

Maintenant  et  quels  que  soient  les  coefficients  p  et  y,  etc.  on 
pourra  disposer  de  cet  angle,  de  manière  à  avoir 

/>0  COS  O  -r-  7o  s'n  9  =  O, 

et  Ton  sera  amené  à  une  nouvelle  substitution  également  réelle 
où  l'indéterminée  X0  aura  déjà  disparu  dans  la  valeur  de  x0.  Cela 
fait,  partons  de  cette  nouvelle  substitution  pour  y  introduire  ^ 
nouveau  un  angle  arbitraire,  en  remplaçant  X,  et  X2  par 

cosoXi-f-  sin^Xj,     sinç/Xj  —  cosoXs, 

ce  qui  se  fera  encore  sans  changer  le  polynôme  ((3).  On  voit,  <%n 
raisonnant  comme  tout  à  F  heure,  que  l'on  pourra  annuler  le  coef- 
ficient de  X,  dans  l'expression  de  x0.  Or,  des  calculs  analogue 
pourront  être  continués,  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  amené  à  rem- 
placer Xa_,  et  Xa  par 

cosoX A-i-h  sineX*,     sinoX/,.  ,—  cosoX*, 
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et,  en  dernière  analyse,  on  voit  que  de  la  substitution  (4)  on  aura 
déduit,  par  des  opérations  toujours  possibles,  une  substitution 
réelle  dans  laquelle  X0,  X,,  . . .,  X*_,  auront  disparu  de  l'expres- 
sion de  l'indéterminée  #<>•  Ce  premier  point  établi,  nous  concevons 
qu'on  répète,  en  raisonnant  sur  l'indéterminée  suivante  xt,  des 
opérations  toutes  semblables,  mais  en  se  bornant  à  faire  dispa- 
raître de  proche  en  proche,  dans  l'expression  de  cette  indéter- 
minée, les  coefficients  de  X0,  X|,...,Xa_2.  On  n'aura  ainsi  besoin 
d'introduire  dans  les  substitutions  successives  que  les  indétermi- 
nées X0,  Xn  . . .,  X*_i,  de  sorte  que,  ces  calculs  faits,  on  ne  verra, 
reparaître  dans  la  valeur  de  x0  aucune  des  indéterminées  qui  en 
ont  déjà  été  éliminées.  Cela  posé,  il  est  clair  qu'en  raisonnant 
d'une  manière  analogue  successivement  sur  x2}  #3,  etc.,  on  sera 
en  dernier  lieu  conduit  à  faire  disparaître  la  seule  indéterminée  X0, 
de  la  valeur  de  #a_|.  Elle  ne  se  trouvera  point  d'ailleurs  dans  les 
indéterminées  précédentes  Xk..*,  a>_3,  ...,  -r0?  et  de  la  sorte  on 
sera  parvenu  à  une  dernière  substitution,  conséquence  de  la  substi- 
tution (4),  transformant  encore  le  polynôme  (5)  dans  le  poly- 
nôme (G)  et  qui  tombe  dans  le  cas  indiqué  plus  haut,  où  il  est 
manifestement  impossible  que  les  coefficients  soient  des  quantités 
réelles. 
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Dans  mon  Mémoire  Sur  l'introduction  des  variables  continues 
dans  la  théorie  des  nombres  (Journal  de  M.  Crelle,  t.  41  )  (f),  j'ai 
fondé  la  réduction  arithmétique  des  formes  cubiques  sur  la  consi- 
dération de  certaines  formes  quadratiques,  fonctions  rationnelles 
des  racines  de  ces  formes,  et  qui  jouissent  de  propriétés  singu- 
lières, que  je  vais  indiquer  en  peu  de  mots. 

Soit  la  forme  cubique  proposée 

/=(A,B,B\  K)(x%y)*^  \{x  —  zy)(x  —  {*„>•;(•*•  — Ï.T)- 

Suivant  que  les  racines  seront  toutes  réelles,  ou  que  l'une  d'elles 
le  sera  seulement  et,  par  exemple,  [i  et  vêtant  imaginaires  conju- 
guées, ces  formes  seront 

(  I  )  X(.r  —  ay  i2  -  -     ;*(./■  —  $y  )*-  -;-  v  (x  —  *>y)', 

Cl 

(••*)  X(x  —  %yy-r-x\x(x-  $y)(a-  —  77), 

à,  a,  v  étant  des  constantes  arbitraires.  Ce  sont  là  du  moins  le> 
expressions  telles  qu'elles  sont  envisagées  dans  le  Mémoire  citr 
précédemment.  Mais  pour  ce  que  je  vais  avoir  à  dire,  je  modifierai 
ces  expressions  de  la  manière  suivante,  en  considérant  au  lieu  <!«' 
la  forme  quadratique  (1) 

A*[X(P  —  7)2(#  —  aj)*-i-|JUa  —  *()*(x  —  ?/)!  +  v(a-  $)*(x  —  ^y)*]  =  ï, 
(')  Voir  p.  iO.J  «le  ce  Volume.  K.  I*. 
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et,  au  lieu  de  la  forme  (2), 
A*[-  X(?  -  ?)*(*• -o^)*-*-  ^(a-PKa-YX*-  $y)(x  -  ^y  )]=//. 

Il  est  aisé  de  voir  que  Ton  arrive  ainsi  à  obtenir  deux  co variants 
de  la  forme  proposée,  quels  que  soient  X,  |A,  v.  Cela  posé,  soit 

F  =  (51,  *,  »\  €')(x,  y)>—3<(x  -  ay)(r  -  by)(x  —  cy), 

en  prenant 

&  =  — A'A'-aB*  +  3ABB',  3  =  _B2B-AA'B  +2AB'*, 

31' =      A'*A-+-2B'»— 3A'BB\        y=      B'*B  -h  AA'B'-  s*A'B«, 

de  sorte  que  F  soit  le  covariant  cubique  de  f.  Or,  pour  concevoir 
deux  formes  quadratiques,  G  et  H,  composées  avec  F,  comme  g 
et  h  le  sont  respectivement  avec  f,  ces  formes  seront 

%*[l(b  —  c)*(x  —  ay)*-*-  m(a  —  c)*(x  —  by)*-hn(a  —  £)*(*  —  cy)*]  =  G 

et 

5lJ[—  l(b  —  c)*(x —  o^)2-h'2/n(a  —  6)(a  —  c)(x —  cy)]  =  H; 

or,  elles  jouissent  de  cette  propriété  singulière  que  l'on  aura 

1"  G  -  A^, 

où  A  est  l'invariant  de  la  forme  proposée  y,  en  prenant 


3V" 

•    i*  • 

v> 

m 

=  —  ;i-i- 

la 

H-  ;jl  -+- 

v), 

n 

=  —  v  -\- 

■  la 

-h  \X-r- 

v): 

•2° 

H 

=   lh 

» 

en  faisant 

/      :=    - 

-x  + 

4,u 

3 

f 

ni  =  - 

3 

-H 

Ces 

formules 

donnent  d'ailleurs 

/m  H-  /ai  -4-  mn  =  X[jl  -f-  Xv  -h  jjlv, 
m1  -f-  2  itn  =  [jl*  -+-  u  Xjx. 
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Parmi  les  nombreuses  conséquences  arithmétiques  qui  résultent 
de  là,  je  me  bornerai  à  indiquer  les  suivantes  : 

Supposons  X  =  [a  =  v  =  i ,  les  équations  donneront  /=m=/i=  i  ; 
or,  dans  ces  hypothèses,  les  formes  quadratiques  g  et  A  jouissent 
de  cette  propriété  qu'en  effectuant,  dans  la  proposée/",  la  substitu- 
tion propre  à  réduire  g,  ou  la  substitution  propre  à  réduire  A, 
suivant  que  les  racines  a,  jï,  y  seront  toutes  réelles  ou  non,  les 
transformées  obtenues  seront  des  formes  réduites,  dans  le  sens 
propre  aux  formes  cubiques.  Or,  les  formes  G  et  H  étant,  dans  le 
cas  où  nous  nous  plaçons,  respectivement  proportionnelles  à  g 
et  A,  on  voit  que  Ton  aura  à  employer  précisément  la  même  substi- 
tution pour  réduire  une  forme  cubique  donnée  f  et  son  cova- 
riant  F. 

En  d'autres  termes,  on  peut  également  dire  qu'une  forme 
donnée  cubique  et  son  covariant  cubique  sont  toujours  simultané- 
ment de  formes  réduites  ou  non  réduites,  propriété  remarquable 
et  qui  ne  se  retrouve  pas  dans  la  théorie  des  formes  quadratiques 
ternaires,  où  les  adjointes  des  formes  réduites  ne  le  sont  pas  elles- 
mêmes  en  général. 
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SUR  LES  FORMES  CUBIQUES. 


Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Matkematics,  t.  f,  1857. 


Samedi,  3  mars. 
Mon  cher  Monsieur, 

Dans  un  Mémoire  que  j'ai  adressé  il  y  a  bientôt  un  an  à  M.  Crelle, 
j'ai  annoncé  des  recherches  sur  la  théorie  dont  vous  vous  êtes  vous- 
même  occupé  et  cette  recherche  doit  faire  suite  à  un  Mémoire 
publié  dans  le  Tome  41,  dans  lequel  vous  pouvez  voir,  sur  la  du- 
plication de  la  forme 

j  b*  —  ac,  -  (  bc  —  ad),  cJ—  bd  >  (x,  y)1, 

des  calculs  qui  ne  sont  pas  sans  analogie  avec  ceux  que  vous  me 
communiquez  (*).  Voici  le  principe  de  ces  recherches  : 

Soient  la  forme  proposée  f  =  (a,  6,  c,  rf)(^/)5,  ©  le  covariant 
ci-dessus  (p,  y,  r)(x,y)'-,  p  =  b2 — ac,  <2q  =  bc —  ad,  r  =  c2 — bd> 
et  F  le  covariant  cubique 

F  =  (A,  B,  C,  D)(x,  y)*  =      (axt-L-vbxy-h  cy*)  (gx-i-  ry) 
—  (bx* ■+-  icxy  ■+-  dy*)(px  -+-  qy)\ 

on  a  ce  théorème  algébrique  : 

U  expression  la  plus  générale  des  formes  cubiques  ayant  le 
même  covariant  quadratique  ç  est 

(l)  Cette  Lettre  répond  ù  une  Lettre  de  Cayley  insérée  aussi  dans  le  Tome  I  du 
Quarterly  Journal.  E.  P. 
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/  et  u  satisfaisant  à  l'équation 

/«  —  Afi*=  i.         A  =  q*—pr. 

Cela  posé,  et  introduisant  une  division  en  ordres  des  formes 
cubiques,  basée  sur  la  division  en  ordres  des  formes  quadra- 
tiques 3,  j'établis  ce  lemme  : 

Sirs  appartient  à  l'ordre  P.  P.,  t  et  u  devront  être  entiers  pour 
que  les  coefficients  de  F  soient  entiers  comme  ceux  de  la  pro- 
posée. 

Voici  la  démonstration  : 

Soit  F  =  (A,  B,  C,  D)(.r.  r)\  on  aura 

a  =  a<-f-Aw,         b  =  bt  —  B  i#,         o  =  c/ —  Cm.         d  =dt-T-Vu, 
ad  —  bc  -t-  cb  —  */a  —  8  Am, 
aD  —  bG  -h  cD  —  d  A  =  \  A/, 

donc  SA*/,  \  A/  sont  entiers. 
Je  joins  ensuite  à  l'équation 

a  r=  «/  --  A  m 
celle-ci 

<y  a  —  //  b  ---:  A  /  -:-  a  lu  ; 

il  en  résulte,  pour  dénominateur  commun  de  t  et  //, 

A2— <?*A  ■-://». 

Or,  on  ]>eul  supposer  que  l'on  raisonne  sur  f,  ou  une  trans- 
formée de  /,  telle  que  le  coefficient  p  du  co\ariant  »  soit  premier 
à  A  et  impair,  comme  le  fait  souvent  Diricblet.  Tromant  donc 
\  A/  —  entier,  p3 1  =  entier,  je  multiplie  par  a  et  u,  pris  tels  que 
f\  A  a  4-  /r1  pi  =  i  et  j'ajoute,  etc.;  de  même  pour  u. 

Voici  donc,  si  A  est  positif,  une  infinité  de  formes  à  coefficients 
entiers,  qui  ont  un  même  covariant  ç,  à  savoir  le*  formes 

t  et  u  satisfaisant  à  l'équation  V1 —  Am2=  i  . 
Or,  je  fais  dans  F  cette  substitution 


0; 


j   x  --  (TH-ryU)X-hTUY         | 


AU«::l, 
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:»t  en  écrivant  pour  abréger 

(t  -t-  u  v/Â)(T  -f-  U  v/Â)3  =  t  ~  u  /À, 

je  trouve  pour  résultant 

t/n-uF; 

d'où  je  conclus  aisément  que  toutes  les  formes  tf+  mF,  qui 
correspondent  aux  solutions  en  nombre  infini  de  l'équa- 
tion t2 —  àu2=  i,  se  ramènent,  par  la  substitution  dont  il  s'agit, 
à  celles  où  (t  +  u^K)  esl  une  puissance  moindre  que  3,  de  la 
solution  fondamentale  t  -f-  uA.  Voici  donc  seulement  les  formes 
non  équivalentes  qui  donnent  le  même  covariant  ©  : 

H.  -/+»*> 

III.  (T»H-A-j*)/-f-arjF. 

Je  les  dis  non  équivalentes,  car,  s'il  y  a  un  moyen  de  les  trans- 
former Tune  dans  l'autre,  comme  elles  ont  toutes  même  covariant 
quadratique  o,  ce  ne  pourra  être  qu'en  employant  les  substitutions 
qui  changent  o  en  lui-même,  c'est-à-dire  les  substitutions  déjà 
considérées  (i)  et  dont  on  a  vu  l'effet. 

Le  cas  où  le  coefficient  q  esl  impair  me  semble  pouvoir  se  traiter 
de  même;  mais,  occupé  en  ce  moment  d'une  autre  recherche,  je  ne 
me  sens  pas  le  courage  nécessaire  pour  l'entreprendre. 

Recevez,  Monsieur,  l'assurance  des  sentiments  de 
votre  très  dévoué 
C.  H. 

P. -S.  N'y  a-t-il  pas  quelque  chose  à  compléter  dans  cette  partie 
de  votre  méthode  où  vous  dites  :  «...  ayant  trouvé 

(A,  -  B,  C)({,  rt)*=  (A,  -  B,  C)(î,f  r,,)', 

ce  qui  implique  que  £,  et  y|,  soient  des  fonctions  linéaires 
de  Ç,  7i  »(').  Pourquoi? 

f1)  Quarterly  Journal,  t.  I,  1807,  p.  8(>. 
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Je  vous  renouvelle,  et  avec  plus  d'instance,  la  demande  que  je 
vous  faisais  dans  ma  dernière  lettre,  de  me  parler  en  détail  de 
votre  découverte  du  nombre  des  solutions  entières  et  positives  de 

l'équation 

ax  -f-  by  -+-  cz  -h. .  .=  n. 

L'intérêt  que  vous  me  marquez  avoir  pris  à  cette  question  m'a 
engagé  à  m'en  occuper,  et  sans  être  sorti  jusqu'à  présent  du  cas  si 
simple  de  l'équation  ax  -+-  by  =  /i,  j'en  ai  vu  assez  pour  être  con- 
vaincu qu'elle  est  effectivement  très  digne  d'attention.  En  attendant 
que  vous  me  communiquiez  vos  formules  générales,  voici  de  mon 
côté  ce  que  j'ai  rencontré.  Me  proposant  d'abord  de  déterminer 
par  une  méthode  directe  le  système  complet  des  solutions  entières 
et  positives  de  l'équation  ax  -+-  by  =  n  (où  a  et  b  sont  positifs  et 
sans  diviseurs  communs)  j'opère  connue  il  suit.  Je  remarque,  en 

premier  lieu,  qu'on  a 

ax  <  /* ,        by  <  // . 
ce  qui  conduit  à  faire 

VA  -\>  E  (  j  )  étant  les  plus  grands  nombres  entiers  contenus  dan* 

•- »  7>  et  les  nom  elles  indéterminées  x!  et  y1  devant  être  néees- 
a     b  ^ 

sairement  posithes,  comme  les  premières  x  cl  y. 
vSubslituant  et  faisant,  pour  abréger, 

a  et  p  étant  positifs    et   respectivement  moindres  que  a  et  b,  il 
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vient  la  transformée 

ax' -+-  b/  =  n  —  a  —  {S  =  /i', 

où  /i  est  remplacé  par  n\  quantité  plus  petite,  mais  certainement 
positive,  car  autrement  la  proposée  ne  serait  pas  résoluble  dans  le 
sens  que  nous  entendons.  Continuons  en  faisant 

»•— e(ï)-<«    *'-*K(ï)-p'; 

on  aura  cette  nouvelle  transformée 

Répétant  les  mêmes  opérations,  et  posant  d'une  manière  géné- 
rale 

n/_  a  E  (£\  =  a',         ni—  b  K  (^)  =  (K 
n/_  a'— p'=/i'+», 
on  aura  la  transformée  du  rang  i  -H  i 

dont  les  indéterminées  sont  liées  aux  indéterminées  primitives  par 
les  relations 

— (=)-«(5)*«(ï)-..-(-.^(ï)-(-.^. 

r-«(î)-"c(ï)+E(f)-...*(-./E(-)-,-,VH, 

sorte  de  développement  ensuite  convergente,  puisque  les  nombres 
/!,  n',  n",  . . .  vont  toujours  en  décroissant.  Mais  ces  nombres,  si  la 
proposée  est  effectivement  soluble,  sont  positifs  et  ne  peuvent 
diminuer  indéfiniment;  ainsi,  après  un  nombre  fini  d'opérations,  on 
en  trouvera  nécessairement  deux  consécutifs,  nl  et  ni+x  par 
exemple,  égaux  entre  eux.  Or  cela  entraîne  af'-r-jî'=o  et,  par 
suite,  a'  =  o,  J31  ==  o,  puisque  toutes  les  quantités  a  et  ^  sont  posi- 
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tives;  il  s'ensuit  que 

rf...(ï).»«(ï). 

c'est-à-dire  que  nl  est  un  multiple  de  ab,  a  et  b  étant  premiers 
entre  eux  par  hypothèse.  Soit  ni=  u>«6;  la  transformée  de  rang/ 
(qui  se  reproduirait  identiquement  dans  les  opérations,  si  on  les 
continuait)  aura  cette  forme 

aar'4-  by'  =  taab, 

qui  montre  que  Ton  doit  faire 

x'  =  bt,        yi=arl1 

où  S  et  r\  sont  des  entiers  et  satisfont  à  la  relation 

;  -+-7)  =  10. 

Voici  donc  les  expressions  analytiques  de  toutes  les  solutions 
entières  et  positives  de  l'équation  proposée, 


(A) 


(„,.:(ï).-,(i>E(£)-...+,-/.p.(^)+,-«. 

('=E©-KïH(?)----+,->'-'K;£H-''"" 


en  attribuant  à  ç  et  r4  les  m  -+-  i  systèmes  de  valeurs  qui  satisfont 
à  la  condition  Ç  -|-  yj  =  10.  (Test  bien  évident,  car  la  totalité  dc^ 
solutions  (entières  et  positives)  d'une  transformée  du  rang  quel- 
conque i  s'obtient  par  les  formules  ci-dessus 

.w=e  (£)-*"-■,      y  =  E(Ç)-y+«, 

où  xt+l  et  yi+l  doivent  être  des  solutions  positives  de  la  trans- 
formée suivante,  et  toutes  celles-ci  doivent  être  employées  sans 
exception,  aucune  d'elles  ne  pouvant  conduire  à  des  valeurs 
négatives  pour  xl  et .y'\  car  elles  ont  respectivement  pour  limite* 
supérieures 

et  Ton  a 

Les  expressions  (A)  me  semblent  d'un  calcul  arithmétique  plu  s* 
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facile  que  celles  que  l'on  tirerait  de  la  méthode  si  connue  d'Euler 
ou  de  Lagrange.  Au  fond,  cette  méthode  revient  à  joindre  à  l'équa- 
tion proposée  a x  -\-by=n,  une  autre  a'x  -+■  b'y  =  f}  t  étant  une 
nouvelle  indéterminée,  a' et  b'  étant  déduits  par  les  fractions  con- 
tinues de  a  et  b,  de  manière  que  abf —  ba'=  1 .  De  ces  deux  équa- 
tions on  tire 

x  =  nb'  —  bt,        y  =  at  —  na', 

et  il  faudrait  en  dernier  lieu  dé  terminer  les  valeurs  de  t  qui  rendent 
x  et  y  positifs.  Mais  j'en  viens  à  la  détermination  de  w;  je  me 
fonde  à  cet  effet  sur  cette  remarque  très  simple,  qu'en  appliquant 
ma  méthode  à  l'équation  ax  -f-  by  =  N,  où  N  =  n  -h  kab,  k  étant 
un  nombre  entier,  on  trouve  la  série  M',  N",  ...,  correspondant 
parfaitement  à  la  série  des  nombres  /?',  /**,  . . .,  de  sorte  que  l'on  a 
toujours 

N'=/i'+far6,        N"=n"-t-Aa6,        etc.. 

Ainsi,  lorsque  l'on  sera  parvenu  à  la  limite  des  opérations,  c'est- 
à-dire  lorsque  n'=  u>a6,  N1'  sera  (w  4-  k)ab\  le  nombre  des  solu- 
tions entières  et  positives  de  la  nouvelle  équation  est  donc  égal  au 
nombre  des  solutions  de  la  première,  augmenté  de  k.  Cela  posé, 
désignons  par  xs  le  plus  grand  entier  contenu  dans  -y>  et  faisons 
n  =  rsab  -+-  v,  w  sera  évidemment  égal  à  m  plus  le  nombre  des 
solutions  de  l'équation  ax  -\-  by  =  v.  Mais  si  cette  équation  est 
possible,  comme  v  est  inférieur  à  ab,  l'application  de  ma  méthode 
conduira  pour  dernière  transformée  à  ;-f-ri  =  o,  qui  n'admet 
qu'une  seule  solution,  Ç  =  o,  r,  =  o;  ainsi  to  =  T3  ou  ct-+-i,  suivant 
que  l'équation  ax  -f-  by  =  v  est  impossible,  ou  possible,  en 
nombres  entiers  et  positifs. 

Bain-de-Bretagne,   12  juin.  • 


SUR  LA  THÉORIE 


DR    LA 


TMNSF0HMAT10N  DES  FONCTIONS  ABÉMENNES. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XL,  i855. 


I. 


En  représentant  par  ox  un  polynôme  du  cinquième  ou  du  sixième 
degré  en  x,  et  posant 

rr  dx  ry  dy 

(•)  i 

rd*   ^   /•'  ^^  „  ^ 


•'■    F 


r 


,W 


J.rn     )/oX         Jy% 


>/?x 


on  sait,  par  les  travaux  de  Giïpel  et  de  M.  Rosenhain,  que  x-\ —  * 
et  xy  s'expriment  par  des  frac  lions  dont  le  numérateur  et  le  dén  ^ 
initiateur  sont  des  fonctions  des  arguments  u  et  r,  qui  ont  unev 
leur  unique  el  finie  pour  toutes  les  valeurs  finies  réelles  ou  imag^"^5  . 
naires  de  ces  arguments.  Ces  illustres  géomètres  ont  en  même  temp-^     c 
donné,  sous  une  forme  analogue,  l'expression  analytique  de  trei^-^     -^ 
autres  fonctions  de  //  et  de  r  qui  dépendent  algébriquement,  mai^  v 

d'une  manière  irrationnelle,  des  deux  premières.  Comme  elles  son^        -j 
aussi  à  sens  unique  pour  toutes  les  valeurs  finies  des  arguments,!^ 
est  impossible  de  ne  pas  les  conserver  dans  le  calcul,  et  le  svstèmr  & 
complet  des  quinze  fonctions  se  présente  dans  l'étude  des  trans  -^ 
cendantes  abéliennes  du  premier  ordre,  comme  sinami/,  cosam  + 
et  bamu  dans  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques.  Je  dési^  '^ 
gnerai  ces  quinze  fonctions  par  fK  (w,  i?)'/a(w>  *0>  •••î/is(w)r^    -'f 


/ 
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et  par /(*/,  v)  l'une  quelconque  d'entre  elles.  Semblablement,  je 
nommerai  F,  (m,  t>),  F2(m,  p),  .  ..,FI5(m,  v)  les  fonctions  de  même 
nature  auxquelles  on  parviendrait  en  prenant  pour  point  de  dé- 
part les  équations 


<*) 


Y  -*-  ÙX  j  /     Y  +  °>'   » 

K        »  Al  v 


v7^  -V.     fyy 


où  a,  fi.  y,  S  sont  des  constantes  et  tyx  un  polynôme  du  cinquième 
ou  du  sixième  degré  en  x.  Maintenant  je  poserai,  comme  il  suit, 
le  problème  de  la  transformation  des  fonctions  abéliennes  du  pre- 
mier ordre  : 

Le  polynôme  ox  étant  donné,  déterminer  les  coefficients 
de  'lx  et  les  constantes  a,  ^,  y,  S,  de  telle  sorte  que  les  quinze 
fonctions  F  (m,  r)  puissent  s'exprimer  rationnellement  par  les 
quinze  fonctions  /(*/,  o). 

II. 

On  sait  que  les  fonctions  symétriques  rationnelles  de.r  ct>',  dé- 
finies comme  fonctions  de  u  et  v  par  les  équations  (i),  possèdent 
<juatrc  paires  de  périodes  simultanées,  et  que  ces  périodes,  ou  au 
moins  leurs  doubles,  appartiennent  aux  quinze  fonctions  f(u,  t'). 
Ainsi,  en  désignant  par  les  lettres  co  et  u  les  indices  simultanés  de 
périodicité,  on  aura  quatre  relations  de  cette  forme 

/(w-f-aj0l  v  "î-y0;  =/("•  O. 
/(iz-T-oj,,  u-f-u,  .)=/(!#,  r>, 

/(M  -h  (U,,    ^-t-Jj)  =/(|/,    |»)f 

/("-+-w3,  f-r-u.iJ^./Yi/,  r). 

Mais  il  existe  entre  ces  périodes,  telles  qu'on  les  tire  du  calcul  in- 
tégral, une  liaison  exprimée  par  l'équation  suivante  : 

El  si  Ton  nomme  ûj  et  V,-  les  quantités  analogues  à  10/  et  u/,  dans 
les  fonctions  F(m,  t>),  on  aura  de  même 

(4)  "0V3  -  G3V0  -t-  ûi  Vt  —  12,V,  =  o. 


-14' 
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Cela  posé,  si  l'on  demande  que  les  fonctions  F(w,  v)  s'expriment 
rationnellement  parles  fonctions  f(u7  r),  il  faudra  évidemment 
que  les  périodes  simultanées  co/  et  u,  appartiennent  à  F,  et  soient, 
par  suite,  des  sommes  de  multiples  entiers  des  périodes  û/  et  V,. 
On  devra  donc  avoir  ces  relations  linéaires  à  coefficients  entiers, 
savoir  : 

to0  =  a0û0-t-«iûi-+-«iiis4-flf3Û3,     ^o  =  tfoV0-+-aiVi-i-aîV14-a3rj, 

ci>!  =  b0Q0-*-  ôiQi-^ôtQt-^ô^Qi,     ui  =  b0  V0-f-  bx  Vff-  bt  \\  +  6,r„ 
(5;  / 

1  w,  =  CoQo-i-C!  ûi-HCiÛi-4-  c,û3,     jj  =  c0r0-t-clr,-~cJr1H-C|V11 

w3  =  <f0  û0  -f-  <f  i  Qt  -+-  </t ûj  -h  rf3  U3,     ^s  =  ^o *"o  -+-  dx  rt -h  </j  Vs  -4-  </, Vj. 

Mais,  à  cause  des  relations  (3)  et  (4),  on  voit  que  les  nombres  en- 
tiers qui  composent  le  système  linéaire 

a0     «i     a4     ax 

.  à%     bi      bs     b% 

c0     ci     c2     c3 


d0     dt     dt    dî 


j 


ne  sont  pas  entièrement  arbitraires.  L'étude  arithmétique  des  pro- 
priétés de  ces  systèmes  particuliers  de  seize  lettres,  qui  vient  ainsi 
s'offrir,  a  été  le  point  de  départ  de  mes  recherches  et  m'a  donné 
les  résultats  suivants. 

111. 

En  premier  lieu,  et  pour  satisfaire  à  la  relation 

sous  la  condition 

120V,  —  U,  V0  -f-  ûi  V2  —  Qs  r,  —  o, 

il  faut  poser  les  équations  (') 

a0di  -+-  60^i  —  co^i  —  </0ûi  =  o. 

a0lh  "+■  ^0C2  C0^ï  ^o"î  =  °î 

^7)  «0^3  ■+■  boCt  ■-  c063  — -  </0<73  —  «,•/.,-+-  biCt  —  cxbt  —  d{a^ 

«ic/j  -f-  &i  C;i  —  r ,  63  —  rfj  </-,  —  o, 
a*  (f:i  -r-  b2  c3  —  c*  £3  —  di  </3  =  o. 

(')  M.  Hermitc  suppose  ici   implicitement   que   les   fonctions  abéliennes  >ont 
générales.  11  le  dit  d'ailleurs  explicitement  au  §  XIV.  K.  I\ 
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Faisons 

aQdz  -+-  60cj  —  c0bs  —  d0a3  =  axdt  -+-  bxct —  cxbi  —  d\  «5  =  k\ 

on  aura  les  propositions  suivantes  : 

i°  Le  déterminant  de  système  linéaire  (6)  est  un  carré  pariait, 
à  savoir  k2. 

2°  Si  deux  systèmes  linéaires  sont  soumis  aux  conditions  (7),  on 
obtiendra,  en  les  composant,  un  nouveau  système  linéaire,  pour 
lequel  elles  auront  également  lieu.  Et  en  exprimant  la  relation  de 
composition  par  l'équation 


a9     at  at  a3  ^       ;   a0  a,  it  a3    \       !   A0  At  As  A3  j 

*o     bx  bt  b3  f  ^  J   fr  p,  fr  M  =  )   B»  «1  B*  J*3  f 

t  ci  c3  (      j  Yo  Yi  Y2  Y*  (  C0  C,  Ci  G,     ' 

1  dt  d3  )       (  o0  o,  o2  o3  J       (  D0  D,  Ds  D3  ) 


c0     c 
d0    d] 


on  trouvera,  si  l'on  pose  comme  précédemment, 

a0d3  ■+•  b0  c3  —  c0  b3  —  d0a3  =  ax  d%  -h  bx  cs  —  cx  bt  —  dx  a,  =  A\ 
«o  ^3  ■+-  Po  Ys  —  Yo  ?3  —  o0  a3  =  aâ  8j  -h  ^  y*  —  Yi  P*  —  Si  «i  =  x, 
A0D3-t-B0C3  —  C0B3—  D0A3  =  A,D2-+- BtCs- dB,—  D,A,=  K, 

l'équation 

K  =  Jtx. 

3°  Si  x  =  1 ,  on  aura  donc  K  =  /»*;  alors  je  définirai  comme  équi- 
valents les  systèmes 

a0     ax     ûfj     a3  \  (  A0     Ai     As     A3 


M 


*o  *>i  *>î  *>3  f       1  B0  B,  B2  B3 
c*     ci      Ci     c3  [       j  C0  Ci  C2  G3 


<*o  ^1  «fe  d3  J  \   Do  Di  D2  D3 

Cela  posé,  lorsque  k  est  premier,  le  nombre  total  des  systèmes  non 

équivalents  est 

1  -t-  *  -h  Jfc«  -f-  Â3. 

4°  Ces  systèmes  non  équivalents  sont  représentés  par  ces  quatre 
types,  où  les  lettres  i  désignent  des  nombres  entiers  arbitrairement 
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pris  dans  la  série  o,  i ,  2,  . . .,  k  —  1  : 
1  o  o  o  \  [1000 


k  i o  1    \  tko  i  H  \ 

0  '  o   o  F  J  o  A  i'  1   f 

l     iooioi      00  A-t  ioorok 

]     \  o  o  o  £  J     \  o  o  o  1  ]  '  000  1  J 


5°  A  l'un  quelconque  d'entre  eux  correspond  toujours  un  autre, 
et  un  seul,  tel  qu'en  les  composant,  on  obtienne  le  système 

l  k  o  o  o 

*  o  k  o  o 

(o  o  k  o 

o  o  o  k 

ou  un  système  équivalent  à  celui-là. 

<>"  Soit 

/  a0     ai     a4     n3 

)  b0     b,    %     b3 

c0     Cj     c2      c, 

d0     di     d,     d3 

un  nouveau  système  linéaire,  pour  lequel  on  ait 

a,)d3-+-  b0c3  —  c0b3  —  d0a3  =  a^j-h  biC2  —  Cibs  —  dia2  =  !. 

On  pourra  représenter  dans  toute  leur  généralité  les  systèmes 
correspondant  à  un  nombre  premier  /r,  en  faisant,  et  dans  Tordre 
.qui  est  indiqué,  la  composition  suivante  : 

1    u0     aj      ;i2      a3  \       /  k    o     o     o  \       .'  a0     a!      %t     a3 

\    b0        b,        h,        b3    (  \     O       /i        OOf  \     p0        Pi        ?1        £3 

j  r0      e,      c2      c;,  (       j  o     o      1      o  i       )  y0     Vi      Yï     V*  ( 

\  d0     d|     di     d3    '       \  o     o     o     1    J       '   o0     ot      Ot      o3  ] 


IV. 


Les  propositions  que  je  viens  d'énoncer  montrent  avec  évidenc 
.que  les  systèmes  linéaires  composés  de  seize  éléments  assujettis 
vérifier  les  équations  (7),  sont  entièrement  analogues  aux  système- 
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linéaires  à  quatre  lettres  j  ^°  "!.  M1)-  Les  considérations  suivantes 

rendront  cette  analogie  encore  plus  manifeste.  Je  rappellerai 
d'abord  ce  que  M.  Gauss  nomme  substitution  adjointe  à  une 
substitution  donnée.  Soit,  par  exemple,  la  substitution  S,  entre 
quatre  indéterminées 

x  =  rt0 X  -h  ai  Y  ■+-  at Z  -+-  a2  \' , 
y=b0X-hblY-+-biZ-hbzV, 
z  =ctfX4-CiY  +  r,Z  +  c3  U, 
m  =</0X-4-£/,Y-f-//8Z-f-«/,U. 

et  A  le  déterminant  du  système 

«0       <*1      ai      aA 

b0  b]  bt  bz 
cQ  C|  ct  o, 
d0     di     dt     dz 

la  substitution  2  adjointe  à  S  sera 

dl    _        rfA  ^        rfA    3        */A  „ 
aa0  aa!  da^  da3 

d\    _        dl  _        rfA    _        rfA  „ 

'^dF^+Tiïr^+dbJ  +  aT^ 

dl    _         •/A  __         rfA    .        rfA   ^ 
ar0  ac!  acj  ac3 

d\    9        dd  _        rfA    .         rfA   _ 
a«o  «»i  aaj  aas 

Mais  c'est  seulement  en  vue  de  la  théorie  des  formes  quadratiques 
à  plus  de  deux  indéterminées  que  M.  Gauss  introduit  cette  notion, 
car  une  substitution  entre  deux  indéterminées  étant 

x  —  a^X-t-  a{X, 
y  =  60X -+-£>!  Y, 


(')  Voyez  sur  les  systèmes  linéaires  une  Lettre  que  m'a  adressée  M.  Eisenstein 
{Journal  de  M.  Liou  ville,  t.  XVII),  et  dans  les  Comptes  rendus  de  r  Académie 
de  Berlin  (juin  i85a  ),  un  article  du  môme  géomètre,  intitulé  :  Uber  die  verglei- 
chung  von  solchen  ternàren  quadratischen  Formen,  tvelche  verschiedene  de 
terminanten  haben. 

H.   -    I.  2i| 
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on  obtient,  pour  la  substitution  adjointe, 

r  =  6iJ  —  bQn, 
9  =  —  «îJT  h-  a0^, 

*»t  il  est  visible  qu'on  passe  de  la  première  à  la  seconde  en  faisant 

r-_r_r,         Y=-JT. 

Or  une  propriété  toute  semblable  appartient  aux  substitutions 
à  quatre  indéterminées,  dont  les  coefficients  vérifient  les  équa- 
tions (7).  Alors,  en  effet,  la  substitution  adjointe  S  se  déduit  de  S 
en  faisant 

x  =  u,  y  =  ),  3  =  —  9,  u  =  —  r, 

X  =  A-«,        Y  =  X3,        X=  —  X1),        U=-XX 

Ce  résultat  découle  de  ce  qu'on  peut  remplacer  le  système  des 
équations  (7)  par  le  suivant  : 

«o  ^3  ■+■  «i  bt  —  at  bx  —  az  b0  =  o, 
ao  ci  4-  ai  Cj  —  at  ci  —  «3  c0  =  o, 
ao  d%  -+-  «1  rt*i —  #i  #*î  —  «3  a*o  =  A", 
60  c3  -f-  &|C2  —  bt Ci  —  63 c0  =  X*, 
&o  dz-*-bxdt  —  bt  dx  —  b3d0  =  o, 
c0 d3  -+-  C\dt  —  c2  dx  —  c3d0  =  o, 

qui  lui  est  entièrement  équivalent. 


V. 


Un  dernier  lemme  nous  reste  encore  à  établir  avant  d'aborder  la 
théorie  de  la  transformation  des  fonctions  abéliennes.  Soit 

l'expression  générale  d'une  forme  à  quatre  indéterminées,  les  coef- 
ficients vérifiant  la  relation  a;j  =  aj,i  et  le  signe  ^  s'étcndant 
aux  valeurs  o,  i,  2,  3  des  deux  indices.  En  établissant  entre  les 
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coefficients  de  cette  forme  les  équations  suivantes  : 

«oo#is  H-«îi«oi  —  «oi(ao3  -H«u)  =  Oj 

«ll«J3  H"  <*33#01  —  #1»("U  H"  «03>  =  O, 
«00«13  —  «11#0I  "+•  «Ol(«IS  —  «OSj  =  O» 

«m#iï —  «33  «oi  —  «m(«i*  —  «03)  =  o; 

elle  jouira  de  cette  propriété  que,  la  forme  adjointe  étant  désignée 
par 

on  aura 

A^o»  ^11 x** &*)  —  £(3o,  Ji,  <£??  ^3)» 
en  faisant 

r0  =  foi9t      r,  =  /ojr2,      *-,  =  —  /$*,,      x3  =  —  /<;  jr,. 

La  quantité  3  est  donnée  par  la  relation 

<*0O«33  H-#01<*J3  #01#I3  —«03  =  rtll<*ll  "+"  «0l«*3  —  #0l«13  —  «Îj   =  0, 

et  son  carré  est  précisément  l'invariant  de  f. 

De  là  résulte  facilement  la  proposition  suivante  :  Soit 

une  transformée  de/,  obtenue  par  la  substitution  linéaire 

.r0  =  a0X0  +  fl|Xi+  «îXj  -f-  «3X3, 
^1  =  &oX0-+-6,  X|  -h  6,X,-h  6,X3, 
^,  ^  c0  X0  -h  Ci  X,  -h  cj  X,  -+-  c3  X3, 

J*3  =  il0  X0  -H  «*!  Xi  -h  rfjXj  H-  C/3X3, 

dont  les  éléments  vérifient  les  équations  (7),  les  coefficients  A/y 
seront  soumis  aux  mêmes  conditions  que  ceux  de  la  proposée. 
Ainsi,  on  aura 

Aoo  A33  —  AJ3  =  An  Ajj  —  A}2, 
A«o  Ajj  *+■  Afj  A01  —  A0j(  A03  H-  Au)  =  o, 
A-ii  Afj  -+-  A33A01  —  Ai3(Au  -f-  A0J)  =  o, 
AooAu  —  An  A0j  -+•  Aoi(  AIS  —  A03)  =  «» 
Aji  A13  —  V33  Aoî  —  A 13  C  A  is  —  A03)  =  o, 
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et  enfin,  si  Von  pose 

A00A33-+-  A01  Aî3 — A0jA13—  AJS=  An  Au-!- AoiAj3  —  A0jA|S —  A|j  =  A, 

on  obtiendra 

A  =  /*8. 

Ce  résultat  montre  qu'on  peut  isoler  en  quelque  sorte  les  formes/ 
des  formes  générales  à  quatre  indéterminées,  pour  les  comparer 
entre  elles  par  les  substitutions  spéciales  que  nous  avons  définies. 
On  pourra  ainsi  se  poser  sous  ce  point  de  vue  le  problème  de  l'équi- 
valence arithmétique  de  ces  formes,  établir  la  notion  de  classe,  re- 
chercher les  rapports  entre  les  classes  distinctes  qui  correspondent 
à  une  même  valeur  de  0.  Dans  un  Mémoire  publié  dans  le  Journal 
de  Crelle,  tome  47,  page  343,  j'ai  déjà  donné  un  exemple  d'une 
théorie  arithmétique  conçue  de  cette  manière,  et  qui  se  rapporte  à 
des  formes  à  quatre  indéterminées  d'une  nature  analogue  à  celle 
des  formes  binaires.  Mais  il  me  suffit  ici  d'avoir  donné  la  notion 
des  formes/,  dont  on  va  voir  le  rôle  important  dans  la  théorie  des 
fonctions  abéliennes. 

VI. 

Les  propriétés  des  fonctions  de  deux  arguments  analogues  à  la 
transcendante  0,  que  Jacobi  a  introduite  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  étant  la  base  de  nos  recherches,  il  est  nécessaire 
que  nous  les  rappelions  en  peu  de  mots. 

Soit  d'abord 

F(Q0a--f-Ui.r,  V0ar -h  IV;  = /(>,.?), 

en  ayant  égard  à  la  relation 

Û0  V3  —  Q3  V0  -+-  û,  Va  —  12,  V ,  =  o, 

on  trouvera  qu'aux  périodes  simultanées  de  F,  représentées  par 
correspondent  respectivement  dans  la  fonction  transformée  /.  les 
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périodes 


i,       o, 


o, 

', 

», 

G', 

G, 

H, 

où  l'on  fait,  pour  abréger, 

G      û,V,— ûiV3           H_  ÛjV, 

-  Ûi  rt 

û«v,  — û,r0'       "      û|V0  — û0Vi'        *      q0v,  — û^'o" 
Cela  posé,  désignons  par  &(x,y)  la  forme  quadratique 

et  soit 

(8)         ^(^T)  =     x^  ( i)m1+"P  efrcKJ/n+[iJ:r+(î/i4-v)j1+{/ii<&(îOT4-|M'i-+-v)  j 

la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  m  et  /*, 
depuis  — oo  à  4-x>.  En  attribuant  aux  quantités  /?,  y,  [jl,  v  toutes 
les  combinaisons  possibles  des  valeurs  o  et  i,  on  obtiendra  les 
seize  fonctions  par  lesquelles  Gopel  et  M.  Rosenhain  ont  exprimé  les 
numérateurs  et  le  dénominateur  commun  de  £t  (&,y),  ^2(^1  y),  •  •  •» 
*\  *{xiy)-  Ces  fonctions,  que  nous  réunirons  dans  une  même  forme 
analytique,  en  gardant  les  quantités  />,  (7,  jjl,  v,  vérifient,  comme 
on  le  reconnaît  très  facilement,  les  relations  suivantes  : 

iJ)  '  e(x-i-H,^-+-G')=(—  0^e(ar,  y)e-M*y+G'>, 


S(x  -+-  G,  y  -4-  H)  =  (—  i)7  0(x,  jr)  e-^**-»-G 


Et,  réciproquement,  ces  relations  déterminent  la  série  (8),  sauf  un 
facteur  constant;  qu'on  suppose,  en  effet, 

on  trouvera,  en  substituant,  que  les  deux  premières  sont  satis- 
faites, quel  que  soit  A„v/,  et  les  deux  dernières  donneront,  en  éga- 
lant dans  les  deux  membres  les  coefficients  des  mêmes  exponen- 
tielles, 

A- /M  f/t-»-i  =  Am%ny 

'*  //!-+- 1,11  ==  A//i,/»ï 

d'où  il  suit  bien  que  le  coefficient  Km^n  est  un  facteur  constant. 
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La  forme  que  nous  avons  donnée  à  la  série  (8)  met  également 
en  évidence  la  relation 

en  appelant  pour  un  instant  80  celle  des  seize  fonctions  dans  la- 
quelle />,  y,  [jl,  v  sont  tous  égaux  à  zéro.  On  voit  par  là  qu'en  aug- 
mentant les  arguments  de  demi-périodes,  on  peut  aussi  exprimer 
les  seize  fonctions  par  Tune  quelconque  d'entre  elles. 
Enfin  nous  aurons  cette  propriété 

(ii)  G(—*%  —  y)  =  (--  0'iV+^e(.r.tr). 

d'où  résulte  que  les  fonctions  impaires  correspondront  aux  valeurs 
de  />,  y,  [jl,  v,  qui  donneront 

Ces  fonctions,  comme  Ta  déjà  remarqué  Gopel,  sont  au  nombre 
de  six. 

VII. 

Ces  préliminaires  établis,  nous  aborderons,  comme  il  suit,  le 
problème  de  la  transformation. 

Soit,  en  conservant  les  notations  du  §  III, 


b0      b{       ùi 

r0      C|      Cj      c3 

\  d0     di     dt     di 


"1  \ 
b,  I 


un  système  linéaire,  dont  les  éléments  sont  des  nombres  entiers 
qui  vérifient  les  équations 

ttQc/i-i-  b()cx—c(tb{  —  d{!)a{  —  o, 
a0  di  -i-  b0  Ci  —  c0  bt  —  d„  <72  =  o, 
ft{)  d,x  -■  b0c3  —  c0  h*  —  du  a%=  A , 
rfyd-2  biCi — r,/>2  —  dx  a*-=  A\ 
(t ,  r/{  ~/»|C3  —  cx  bz  —  d\  r/3  =  o, 
"2  fU  -    bic3—  (^  b3  —  ditti—  o. 

Pour  abréger  récriture,  représentons  un  instant  par  3/ la  fonc- 
tion linéaire  mx  -f-  />,  r.  /  désignant  Fun  des  nombres  o,  1,  2.  3. 
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et  posons 

(12)     e(50-f-  G^3-+-  Ihs,  «,+  Hz3+  G' zt)  eM-o^-i^+Qi*»**"  =  n(.r.  >); 

on  aura  ce  théorème  : 

La/onction  U(x,y)  satisfait  à  ces  équations  de  même  /orme 
que  les  équations  (9),  savoir  : 

n(^-M,j')         =(— i)mn(^,fcv.», 

1  II(:r  -+-  //,  y  •+■  #'  ;  =  (-  i)P  n  (.r,  j)  *-/**<*>■-•-*''•, 

e*s*  Z'o/i  représente,  pour  simplifier,  les  quantités  aibj —  ajbt, 
aiCj — ajd,  . . .,  par  (ab)ij,  (ac)//,  etc.,  les  valeurs  de  g,  /*,  g1 
et  de  h'1  —  ggf  seront 

_  (db)tl  -f-  (//&).tl  G  -h  ft(</6)0,  H  -4-  (a7> )0i  G'-h  (</&)»(  H»  —  GG'} 
I  s  ~~  {ab)n  -r-  («6;,,  G  -h  2(«^3 11  -4-  (a6)JSG'-t-  (a£)i,(ll«— GG')  ' 

1  h  _  (a<t)oi  -hjadht  G  -f-  [a«*rf )0,  —  A 1 11  -f-  (ad)^G'-r-{ad)tl(  11»  — GG') 

j  (ab)0l  +  (ab)3lG-ï-  ï(«^3H  -h  («6)02G'-h-  (a6)î3(H*  —  GG)       ' 

j  f  _  (ac)oi  -4-  (flc),u  G  -+-.?,  (flrr),))t  11  H-  (gç),a  G -h  (ar)»(H*  —  GG')  ^ 

I  *  ~  (a6)0i-M«6)3|G  -r- A(ab)03\i  -r-  {ab)ôiG' -r-  (abfaill*  -GG')' 

\  hl__       r=(cd)0t^(cd)3]G-h'2(cd)^U-^(cd)0iG'-h(cd)i3(\V-GGf) 
gë       (ab)ol  -h  (ab)u  G  -f-  *{ab)ô3  H  -+-  (ab)oiG'-k-  (a6)23(ll*  —  GG')  ' 

On  aura  enfin,  pour  les  nombres  entiers  m,  U,  p,  4,  /e$  ex- 
pressions 

n  =  [jl^o-^-v  b{  -+-pbt-{-  qb3,b0b3  ■+- b^b^ 

j      P  —   (XCyH-VCl  H-^Cj  -h^C,  -f-   C0C3   H-  C|Cj, 

\    q  =  ji d0  -4-  v  c?!  -4-  />*/2  -f-  70*3  -,-  d0d3-\-  didf. 

Nous  ajouterons  comme  corollaire  à  ce  théorème,  qu'en  résol- 
vant les  équations  (i/\),  par  rapport  à  G,  H,  G',  H2 —  GG',  on  ob- 
tient 

q  _  (cd)^-h  (ac)^g  -^  T.jbc^h  -f-  (db)oig'-+-  (ab)0i(Jt*  —  gg') 

I(cd  )i3-h{ac)î3g  -+-  2(bc)i3/t  -,-  idù)l3g'  -f-  (ab)î3(h*  —  g  g')1 
,  (^^3 -H  («c)i3^  -;-  x(bvh3k  -+-  (db)i3g'-±-  (ab)n(/i*  —  ^'j      ' 

J  q,=  (c</>.n  -4-  (flrr)3l^  ->-  2(6c)1t  /i  -f-  (dbUtg'-ï-  (ab)'K{ilii  —  gg') 

I  J        (c^ji3-r-(ac)„^  +  2(bc)i3h  -h  idb)ng' -h  (ab)t3(h*  —  gg')9 

f  H,  ___  GC/  _  (c^)oi  -f-  (qc)oi  g  -f-  2^c)ftt  h  -*-  f  </6)01  y^-u  (<i6)01  (  A»—  £7r') 
»  *        (cd)i3+  (ac)i3g  -h  -i(bc)t3a  -~-  (db)l3g'  +  (ab)i3(h*--  g^)' 
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Les  résultats  que  je  viens  d'énoncer  mettent  immédiatement  en 
évidence  la  méthode  que  j'ai  suivie  dans  la  question  de  la  transfor- 
mation. Cette  méthode,  bien  naturelle  et  bien  simple,  consiste  à 
introduire  le  système  de  seize  fonctions  9,  analogues  à  8,  mais 
dans  lesquelles  G,  H,  G'  auront  été  remplacés  par  g,  A,  g1,  puis 
à  employer  les  relations  (i3),  pour  exprimer  IT(j?,  y)  par  des 
combinaisons  entières  et  homogènes  de  ces  seize  fonctions.  En 
efFet,  on  voit  de  suite  que  le  facteur  exponentiel  e1^5»*»-*-5»5****5"5'! 
étant  indépendant  des  quantités  /?,  q,  jjl,  v,  disparaîtra  dans  le 
quotient  de  deux  fonctions  différentes  U(x1y)J  qui  correspondenl 
à  deux  systèmes  distincts  de  valeurs  de  ces  quantités.  Or,  ces  quo- 
tients représenteront  les  quinze  fonctions  S  aux  argument 
z0  -h  G  Zi  4-  II  z2 ,  zt  -+-  H zz  -+-  G' 52,  exprimées  rationnellement 
par  les  quinze  quotients  provenant  de  la  division  de  deux  fonc- 
tions ty(x,y).  Mais  avant  d?exposer  cette  méthode,  nous  avons  à 
approfondir  la  question  suivante,  qui  mérite  un  examen  attentif. 


VIII. 

La  fonction  8(;r,  J'),  étant  seulement  définie  parla  série 

^  / i)mq+np  e/7T[(2/n-f-|iU-f-(2/n-viv]-f-{/7r<I»(2m-4-tiL,î«-4-V) 

n'a  d'existence  qu'autant  que  cette  série  est  convergente.  Or,  en 
posant 

G  =  <,\h-  *<j\       H  =  fio-t-  i[h       G'  =  ffi  +  <¥>       H*  -  GG'  =  ^o-r-  *u\ 

on  trouve  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  convergence 
consiste  en  ce  que  la  forme  quadratique  ((/,  fi,  (/')  soit  définie  et 
positive.  Il  est  donc  indispensable,  lorsqu'on  introduit  le  système 
des  fonctions  0(x,^),  de  s'assurer  si  la  condition  analogue,  rela- 
tive aux  éléments  g,  /*,  g',  se  trouve  remplie.  Ainsi,  en  posant, 
pour  mettre  encore  en  évidence  les  parties  réelles  et  les  coefficients 
de  /, 

nous  avons  à  reconnaître  si  la  forme  (JJ,  I),  fl')  est  elle-même  dé- 
finie et  positive. 
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A  cet  effet,  j'introduis  la  forme  suivante  à  quatre  indéterminées 

/(*o,  *i,  **,*»)  =  ff'^-f-  +  <j*î-+-  ((fCDo  —  ffo®)*ï+  (ff©0-  ffo©)*î 
-«S^i*i--a(ffiS-g'cO.)a?0arî-a((/0P)--ffSo)a-|*« 
—  a((DSo—  cOoS)a-«a?«—  *(&jo— ffffi)*i*-«-  *(/)&-  (MT)*o*j, 

et  je  représente  par  DXL  le  module  du  dénominateur  commun  des 
valeurs  de  g,  h,  g1,  dans  les  équations  (i4)  du  §  VII,  de  sorte  que 

01i*=[(a6)oiH-(a6)3iÇo4-^(a6)o3cOo4-(a6)o2(J>i,4-(«6)«(î)o]îî 

+  [(«*)«   ff  H"  2(«^)03  /)  +  («*)oi  ff'-H  (a*),,(D  ]». 

Cela  fait,  on  aura  les  théorèmes  exprimés  par  les  relations  sui- 
vantes :  • 

k 
%x*-r-*\xjr  •*-$'}*  =  âjfï/<*o*  —  a«y,  ^r- a,^,  6*r  —  a,^,  b3x— a%y\ 

Comme  la  seconde  montre  que  les  déterminants  I)2  —  gg',  fi2  —  (jV 
sont  de  même  signe,  il  suffira  de  prouver  que  l'un  des  coeffi- 
cients g  ou  g'  est  positif,  pour  être  assuré  que  (g,  I),  g')  est  une 
forme  définie,  et  positive  comme  (Ç,  /),  (j').  Par  là  on  se  trouve 
amené  à  la  considération  de  cette  expression  remarquable 

f(x0,XUXUX2) 

qui  présente  le  type  général  des  formes  à  quatre  indéterminées 
dont  j'ai  donné  précédemment  la  notion  (§  V).  Ainsi,  en  dési- 
gnant la  forme  adjointe  par  f (Jt0,  JTf ,  X2l  £3),  on  a  cette  propriété 
caractéristique  que  /  se  change  en  f  par  la  substitution 

De  là  résulte  une  analogie  très  grande  avec  les  formes  binaires; 
au  point  de  vue  algébrique,  par  exemple,  on  reconnaît  qu'elles 
sont  réductibles  par  des  substitutions  réelles  à  Tune  de  ces  trois 
espèces  : 

(0  xj  +  xj  +  xï  +  xï, 

<")  -XJ-XJ-Xi-X', 

(IH)  XjH-Xi-XJ-Xï, 
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mais  seulement  à  Tune  d'elles,  de  sorte  qu'on  doit  exclure  celles-ci  : 
±(XÎ-*-Xf-x-XJ-XI). 

Mais  je  n'insiste  pas  davantage,  en  ce  moment,  sur  cette  analogie, 
et  je  vais,  en  appliquant  les  formules  connues,  montrer  que  / 
appartient  à  l'espèce  (1).  Il  faut  pour  cela  calculer  les  invariants 
des  formes  f(x0,  x{,  o,  o),  /(#„,  x^  x2,  o),  et  enfin  l'invariant 
de/"  elle-même.  Ces  invariants  sont  respectivement 

%'-&>  çm-a*)*  et  (ffçr-B1)*- 

En  y  joignant  l'unité  et  le  coefficient  de  x\,  on  forme  ainsi  la  suite 
caractéristique 

Or  cette  suite  ne  présente  que  des  permanences,  puisqu'on  admet 
par  hypothèse  que  (j1  (/,  Cj(j'  —  /)2  sont  des  quantités  positives. 
De  là  résulte  que  la  forme  f  est  réductible  par  une  substitution 
réelle  à  une  somme  de  quatre  carrés  ;  ainsi  les  quantités 

k  k 

S-3J£ï/(*oi*ii*i»*a),  il'=  jjjfiM,«h«!,«i). 

sont  bien  essentiellement  positives. 

IX. 

En  posant 

gT*-^i/txy-h£'y*  =  y(r,jr), 

les  seize  fonctions  dont  l'existence  se  trouve  démontrée  par  ce  qui 
précède,  seront  représentées  ainsi  : 

§(x      y\    _   \?   / j^llli^-t-Hp  c«X.Î//f-f-lH>  J-»-(SiH- II)  V]-+- J-/1C?..S/w  -♦  -tll.S/f  +  llj^ 

les  nombres  m,  u,  p,  c\  étant,  comme  jjl,  v,  /?,  gr,  égaux  à  zéro  ou  h 
l'unité.  Elles  satisfont  aux  équations  suivantes,  entièrement  sem- 
blables aux  équations  (9),  et  qui  les  définissent  à  un  facteur  con- 
stant près,  savoir  : 

H(x-*-i,y)  =  (—  nm0< *r,  >-),         (I(j,/  +  i)  =-■  (—  u"G(r,  y), 
0(x  -+-  h,  y  -h  g' )  =  (—  D?  Q(t,  y)  erï<toy+*'\ 
0(x  -\-ff,y  -+-//)  —  (—  1)1  0(.r,  y)e-iiMx+*\ 
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Il  s'agit  maintenant  de  les  employer  pour  exprimer  la  fonc- 
tion U(XjV)j  que  nous  avons  définie  par  les  quatre  relations  (i3), 
§  VH.  A  cet  effet,  je  remarquerai  d'abord  qu'ayant 

nO,  y)  =  9(x,y)  tf'*i3.5i-«i5.+*te3.s.H, 
on  peut  joindre  à  ces  relations  fondamentales  la  suivante  : 
U(—x,  —y)  =  U(x,y)(—  i)p*+W. 

Or,  il  est  très  facile  d'établir  qu'en  supposant  À*  impair,  on  a 
/>v  -\-g[i  sa  pn  -1-  qm        (modi), 

de  sorte  que  nous  pouvons  écrire 

(ifi  bis)  ÏI(—  xy  —  y)  =  U(x,  y)(—  i)P«H-qm. 

Cela  posé,  je  fais  abstraction  de  toute  autre  propriété  de  lu 
fonction  U(x,  y)  et,  ne  gardant  absolument  que  les  relations  (i3) 
et  (16  Ois),  je  cherche  en  premier  lieu  combien  elles  impliquent  de 
constantes  arbitraires  dans  la  fonction  qu'elles  servent  à  définir. 

Pour  cela,  soit 

n(x,:r)=^(_l)pn  +  ,mA/ii;e'^'''-«<-'-<»»  +  ^H-if?,vM  +  m,1»+»1 

On  satisfera  ainsi,  quel  que  soit  Am?„,  aux  deux  premières, 
Il (*--M,  y)  =  (-  i)m  HO,  y),         U(x,  y  -■-  1)  =  (-  i)«  no,  y): 

quant  aux  deux  suivantes,  elles  donneront,  en  comparant  dans  les 
deux  membres  les  coefficients  des  mêmes  exponentielles, 

enfin  on  tirera  de  l'équation  (16  bis),  cette  dernière  condition 

ti8)  A_/rt  {it_,i_v=  A//it/f. 

Or  les  équations  (17)  font  voir  que  tous  les  coefficients  A/W)/,  s'ex- 
primeront par  ceux  où  les  indices  sont  moindres  que  /r,  et  qui 
sont  en  nombre  égal  à  À*2.  Distinguons  maintenant  celui  dont  le> 
indices  vérifient  les  conditions 

m  5=  —  m  —  ;x,         n  =  —  n  —  v         (  mod  k  ), 

qui  sont  évidemment  possibles,  puisque  le  module  est  impair. 
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L'équation  (18)  sera  alors  une  identité,  et  le  coefficient  dont 
nons  parlons  restera  arbitraire;  mais,  en  vertu  de  cette  même 
relation,  tous  les  autres,  qui  sont  au  nombre  de  A*2 — i,  seront 
égaux  deux  à  deux.  De  là  nous  tirons  cette  proposition  : 

L'expression  la  plus  générale  de  la  fonction  l\(x,y)qui  estai-, 
finie  par  les  relations  (i  3)  et  (16  bis),  renferme  — r —  coefficients 
entièrement  indépendants. 

X. 

Lés  considérations  précédentes  sont  également  applicables  à  des 
valeurs  paires  du  nombre  k.  Soient  par  exemple,  pour  Zr  =  2,  les 
relations 

(19)  U(x-r-\,y)=--  \\(x,  y),         Xl(x,y-ï-i)  =  l\(x,y)1 

•Il(x  -f-  /i,  y  -+-  #')  =  U(x,  y)  *-«'*«W>, 
n(x  +  #,  y-^h)  =  U(x,y)e-*i™*+*)\ 

on  trouvera,  en  posant 
les  conditions 


-»///,  «-+-2  - 


Donc  YY(x,y)  est  la  somme  de  quatre  séries  déterminées,  à  savoir 
colles  qui  se  trouvent  multipliées  respectivement  par  les  coeffi- 
cients A00,  A0,,,  A|)0,  A,?l.  qui  restent  seuls  arbitraires.  Or  on 
satisfait  également  aux  équations  (19),  en  prenant  pour  U(x,y) 
le  carré  d'une  quelconque  des  fonctions  G(;r,  y).  Donc  ces  carrés 
s'expriment  linéairement  par  quatre  nouvelles  fonctions,  et  de  là 
se  tire  immédiatement  la  réduction  algébrique  des  seize  fonctions  0, 
à  quatre  d'entre  elles,  prises  arbitrairement. 


XL 


En  général,  toutes  les  relations  algébriques  et  différentielles  des 
fonctions  9  peuvent  être  obtenues  d'une  manière  analogue.  Ici  ce 
sont  les  relations  algébriques  qu'il  nous  importe  de  considérer,  et 
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particulièrement  celles  où  entrent  d'une  manière  homogène  le  plus 
petit  nombre  de  fonctions,  et  qui  sont  en  même  temps  du  degré  le 
moins  élevé.  Telle  est  par  exemple,  après  les  relations  quadra- 
tiques, l'équation  mémorable  du  quatrième  degré  obtenue  par 
Gopel  (*)  entre  P',  S',  Fr,  S",  qui  se  déduisent  de  l'expression  gé- 
nérale de  6,  en  faisant  : 
Pour 


p\ 

tu  =  0, 

1»  =  O, 

P  =  <», 

q=  1, 

P', 

ut  =  O, 

ti  =  O. 

P  =  <>, 

q  =  0, 

S', 

m  =  l , 

u=  I, 

F=   »■ 

q  =  u, 

s% 

111  ■"=  1 1 

»  =  1, 

p  =  u, 

<\  =  '• 

Je  vais  encore  établir  l'existence  de  cette  équation,  et  des  autres 
du  même  genre,  qui  ont  aussi  lieu  entre  quatre  fonctions,  car  elles 
sont  fondamentales  pour  ce  qui  va  suivre. 

Soit,  à  cet  effet,  II (a?,  y)  une  fonction  ainsi  définie 

/  H(x  +  i,g)  =  l\(x,y)y 

)  U(x,y+i)  =  U(x,y), 

I  T\(T-*-h1y-+-if')=n(x,y)e-,"'rt*y+e'\ 

[  X\(x  -+-  g,  y  ■+-  h)  =  U(x,  y)er^i^lx^-8\ 

En  la  supposant  représentée  par  la  série 

2A  /«(S//i:r  +  îrtv)  +  ~  s(nt,n) 

Am,n  e  *  T  , 

on  Irouvera,  pour  déterminer  les  coefficients,  les  relations 

et  si  Ton  veut  exprimer  que  le  développement   représente   une 
fonction  paire,  on  y  joindra  la  suivante  : 

Alors  les  coefficients  se  réduisent  à  ceux-ci  : 

Ao,o,  A0tj.  Aî>0i  Ai,s,  A0,i,  A1|0,  A^,  A|fl,  A1$îf  Alt, 


(  '  )  Vojrcx  Tome  25  du  Journal  de  C  relie,  Je  Mémoire  de  l'illustre  géomètre  : 
.  Theorlœ  transcendentium  Abelianarum  primi  ordinis  adumbratio  levis. 
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et  la  fonction  U(x,y)  sera  la  somme  des  dix  séries  entièrement 
déterminées,  et  multipliées  respectivement  par  ces  coefficients  qui 
demeurent  arbitraires.  Cela  posé,  soient  60,  H%J  82,  83  quatre  des 
seize  fonctions  9;  nommons  9/  Tune  d'elles,  et  m/,  m/,  p/,  ^/  les  va- 
leurs des  nombres  m,  n,  p,  i|,  qui  la  caractérisent.  Faisons  encore, 
pour  abréger,  */=  p/it/— h-  ^-w/;  on  satisfera  évidemment  aux  équa- 
tions (19),  en  prenant  pour  Il(#,  y)  les  quatrièmes  puissances  de 
ces  fonctions,  et  les  carrés  de  leurs  produits  deux  à  deux,  quels 
que  soient  m/,  n,,  p/,  <],.  Or  on  peut  joindre  à  ces  expressions,  qui 
sont  au  nombre  de  dix,  le  produit  0o0|  62^3?  si  l'on  pose,  suivant  le 
module  2, 

»     II10-+-  tlll-t-  |||S-t-  lltj  -S  O,  M0+"l  +  llj+ll|=O, 

(10)  .     p0-h  p,  -h  ps  -4-  p,  ==0,  c|o-H  «li-+-  •!!-+-  «1j=o, 

Sous  ces  conditions,  on  obtient  nécessairement,  entre  les  onze 
quantités  que  nous  considérons,  une  relation  linéaire,  puisque 
toutes  s'expriment  linéairement  par  dix  fonctions  déterminées.  Or 
l'existence  de  cette  relation  suffit  à  notre  objet,  et  nous  n'aurons 
pas  à  employer  les  valeurs  des  coefficients,  qu'il  serait  d'ailleurs 
bien  facile  de  trouver.  Nous  nous  bornerons  aux  remarques  sui- 
vantes : 

i°  On  satisfait  aux  équations  (20)  de  la  manière  la  plus  géné- 
rale, en  prenant,  suivant  le  module  2, 


m0~  m, 

<"i 

~  m  -+-  m  1  y 

u«2  =  m  -T-  1112, 

ui3  -:=  m  -f-  W|  4-  Wj, 

n0—  n, 

"1 

--s  n  4-n,, 

n2==  n  -h  n5î 

hj=  n  -r-  ii|  ■+•  nj, 

Fo^V, 

Pi 

-  P  -+-vi. 

Pî^  1»  -^I»î, 

p3=  p  -hPl-Hp„ 

^0=  A, 

■!■ 

^   A  -H<h, 

-1î=  n  H-<h, 

<j3==  q  -h  qt  -f-qj, 

lit,  n,  p,  q,  étant  arbitraires,  et  les  autres  entiers  devant  vérifier  la 
condition 

Vi  nj  -+-  Pt  \\i  -+-  <h  m*  -+-  qjitii  ^  o. 

20  Des  quatre  fonctions  90,  9,,  9^,  93,  deux  peuvent  être  arbi- 
trairement choisies  parmi  les  seize  fonctions  0.  Ce  choix  fait?  >' 
existe  trois  systèmes  distincts  de  deux  autres  fonctions  qu'on  peul 
leur  associer,  de  manière  à  satisfaire  aux  équations  (20). 

3°  Les  fonctions  90,  9,,  9^,  93  peuvent  être  paires,  ou  bien  deux 
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seront  paires  el  les  deux  autres  impaires  :  aucune  relation  algé- 
brique du  quatrième  degré  n'aura  lieu  entre  quatre  fonctions  im- 
paires. 

XII. 

Je  considère  maintenant  une  fonction  homogène  de  90,  &i>  ^2?  ^3? 
dont  le  degré  soit  le  nombre  impair  k.  Une  telle  fonction  s'expri- 
mera linéairement  par  des  quantités  de  la  forme  Ojô'j  ^63,  où  a,  b, 
r ,  &  sont  des  entiers  positifs  dont  la  somme  est  k\  Cela  posé,  en 
assujettissant  ces  nombres  aux  conditions  particulières 

b-hb  =  e,        c-+-b=57j  (  mod.  2), 

£  et  rj  étant  o  ou  1 ,  on  formera  quatre  espèces  bien  distinctes  de 
fonctions  homogènes,  que  je  désignerai  ainsi  : 

ïïo(z'iy)  lorsqu'on  fera  e  =  o,     rt  =  o; 
ÏM#,  y)  »  e  =  1,     rt  =0; 

"î(^/)  »  £  =  O,       TQ  =   î; 

n3(3-,  y)  »  £  =-•  I,      rt  =  1; 

et  l'on  aura  ce  théorème  : 

Les  fonctions  U0(x1  y),  nf  (x;y),  \\2(x,y),  W^(x,y)  corres- 
pondent respectivement  à  80,  9,,  92,  93;  de  telle  sorte  qu'en  re- 
présentant par  Ui(x^y)  V  une  quelconque  d'entre  elles,  V indice 
pouvant  recevoir  les  valeurs  o,  1,  a,  3,  on  aura  les  relations  sui- 
vantes : 

n,(*  -+-  \,y)  =  (-  i)"S Wi(x,y),  Wi{xty  -+- 1)  =  (-  i)".-  U^x.y), 
^  n,(ar  4-A,/  +  ^')  =  (  —  i)F.- 11,(3-,  y)  e~Wr+*'\ 

*  Hi{x  -+-  g,  y  -+-  h)  =  (— 1)1<  11/(3?,  ^)  a-/irtr<ix+*)f 

II/(-  *— jr)  =  (-  I/MI^X,  jr), 

y//*  50/1/  analogues  aux  équations  de  définition  de  la  fonc- 
tion O/,  savoir  : 

e*(*  -+- 1,  y)  =  (-  om*  &/(*>  r)»      W*.  ^  +- 1)  =  (-  o"<  o,(  j-,  ^), 

6/(37  +  /i,/  +  rt  =  (-  i)F«  0,(3-,  vk)  tf-'irttr+^ï, 
M*  h-  *',  7  -+-  *)  =  (—  0V1«  0i(^,  r;  «-'*«*♦*', 

61  (  -  -r,  —  jO  =  (-  !/•  0/(3-,  y). 
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Je  vais  maintenant  établir  que  les  quatre  fonctions  Ui(x,  y) 
contiennent,  sous  forme  linéaire,  un  nombre  égal  à de  coef- 
ficients indépendants.  Concevons,  pour  cela,  qu'en  employant 
l'équation  homogène  et  du  quatrième  degré,  dont  nous  avons  éta- 
bli l'existence  entre  0o,  Q|,  02,  93,  on  élimine,  dans  ces  fonctions, 
toutes  les  puissances  de  Tune  des  quantités  9,  de  03  par  exemple. 
qui  surpasse  la  troisième.  Cette  réduction  faite,  toutes  les  expres- 
sions OjO^OJ,  où  l'exposant  fc  ne  surpasse  pas  3,  seront  linéaire- 
ment indépendantes.  Car,  s'il  en  était  autrement,  on  aurait  une 
seconde  relation  algébrique,  homogène  entre  60,  0|,  62,  68î  d'où 
résulterait  que  les  seize  fonctions  8  s'exprimeraient  algébrique- 
ment par  deux  seulement  d'entre  elles;  et,  par  suite,  que  deux 
quelconques  des  quotients  quadruplement  périodiques  seraient 
fonctions  algébriques  l'un  de  l'autre.  Nous  conclurons  de  là,  qu'il 
existe  précisément  autant  de  coefficients  arbitraires  dans  Ui(x,y) 
que  de  solutions  distinctes,  en  nombres  entiers  et  positifs,  des 
équations 

a  -+-  b  -t-  c  -+-  fc  =  /»,        b-t-fc  =  e,        c  +  ï  =  r(  (  raod  2), 

lorsqu'on  suppose  successivement 

&  =  o,  i,  a,  3. 

k1  +  • 
Or,  on  trouve  sans  peine  que  le  nombre  de  ces  solutions  est  —7—' 

c'est-à-dire  précisément  égal  au  nombre  des  coefficients  indépen- 
dants qui  entrent  linéairement  dans  la  fonction  définie  par  les  équa- 
tions (i3)et  (16  6f£)(f).  Cela  posé,  il  a  été  établi,  §  XI,  que  sur  les 
quatre  systèmes  de  quantités  m/,  u/?  p/,  ^/,  deux  sont  arbitraires. 
On  pourra  donc,  en  disposant  seulement  de  l'un  d'eux,  prendre 


(')  La  coïncidence  de  ces  deux  nombres  est  si  importante,  au  point  de  vue  ou 
je  me  suis  placé  dans  la  théorie  de  la  transformation,  que  je  crois  devoir  donner 
le  calcul  qui  sert  à  l'établir.  Soient  e,  et  r\l  les  valeurs  o  ou  1,  déterminées  par 
les  conditions 

«,=«+1,        rél       Ti-hi         (moda), 

on  trouvera  immédiatement  que,  pour 

b  =  0,        ï>  =  2, 
les  nombres  de  solutions  sont  respectivement  les  coefficients  des  puissances  #  ft 
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par  exemple 

it0  =  n  =  u604-  v6|  -\-pbt  h-  qb%  -+-  b0bz  ■+■  bxbt 

}    (moa  2), 

p0  =   p  =  |JLC0  -f-  VC!  -4-/>C,  -+-  £C,  H-  C0  C3   -+-  C|  Cj 

et  pour  *  =  o  faire  ainsi  coïncider  les  équations  (21)  avec  les  rela- 


jt4  3  dans  le  produit 


tandis  que,  pour 

b  =  1,       b  =  3, 

ces  mêmes  nombres  sont  les  coefficients  de  x*'1  et  x*~*  dans  le  produit 

(1— 3?)(i— a?')' 

De  là  on  conclut  que,  pour 

b  =  0,  1,  a,  3, 

le  nombre  total  des  relations  est  donné  par  le  coefficient  de  xk  dans  le  dévelop- 
pement de  la  fonction 

Xl+*(l-hX*)  -hXti^T>i(X  -hx*) 
(l—X)(l—X2)i 

Passons  maintenant  aux  valeurs  particulières  de  t  et  i\.  Lorsque  ces  quantités 
sont  nulles  toutes  deux,  cette  fonction  devient 

(i-f-J?3)  (i  +  J?3) 

(1  — *)(»  —  **  ),f 
cl,  dans  les  trois  autres  cas,  elle  se  présente  toujours  comme  égale  à 

(i-h  x*)(x  +x7) 

(l-X){l-X<)*' 

Mais  les  développements  de  ces  fractions  ont  même  partie  impaire,  car  leur  dif- 

x*  1   1 
férence  est  la  fonction  paire  —5 ;  donc,  pour  des  valeurs  impaires  de  k,  le 

x  —~  1 

nombre  des  solutions  des  équations  proposées  ne  dépend  pas  des  valeurs  de  c  et  t,. 
Ce  nombre  sera  ainsi  le  quart  de  celui  qui  se  rapporte  à  l'équation  unique 

a-hb-H«4-b  =  *, 

en  supposant  b  =  0,  1,  2,  3.  Or,  suivant  ces  cas,  on  trouve  successivement  les 
o  ombres 

«•  +  i)q+D       A(Xr-4- 1)       A(*-i)       (Ar-i)(Ar~a) 

,        ,  >        > 

•2  2  2  2 

et  leur  somme,  divisée  par  .'j,  est  bien  égale  à • 

II.  -  I.  3o 
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lions  (i3)et(i6  bis).  Nous  sommes  amené  par  là  à  celle  proposition 
fondamentale  de  la  théorie  de  la  transformation  des  transcendantes 
abéliennes  du  premier  ordre  : 

La  fonction 

n(a:,  y)  =  e(s0  ■+■  Gz3  -h  Hzt,  zx  -f-  Hz3  •+-  G'zt)  c^^o-i^i*i+*Ullxpi 

aux  modules  G,  H,  G'  peut  être  exprimée  par  une  fonction  en- 
tière et  homogène,  du  degré  A",  des  quatre  fonctions  ô0  (#,/), 
Oi(ar,^),  Qïixjjr),  93(,r,  y)  aux  modules  g,  h,  g*,  qui  dépendent 
des  premiers  par  les  équations  (i4)« 


XIII. 

Mais  ce  n'est  pas  une  seu-lementdes  seize  fonctions  8  qui  s'exprime 
ainsi  par  90>  ^,,  82,  ^3»  En  prenant  en  effet  pour  II (x,  y)  successi- 
vement les  quatre  fonctions  homogènes  de  ces  quantités  que  nous 
avons  précédemment  nommées  II0(x,  y),   II, (x,  y),    IT2(x, /), 

Iï3(x,  y),  et  qui  toutes  renferment  linéairement constantes 

arbitraires,  on  satisfera  de  la  manière  la  plus  générale  aux  équa- 
tions (i3)  et  (\6 bis)  pour  quatre  systèmes  différents  de  valeurs  des 
nombres  jjl,  v,  /?,  q.  Et  les  valeurs  de  ces  nombres  s'obtiendront 
en  posant 

m/EZH  fiflo-i-  '"*!  -+-  pat-\-  qa3  -h  a{>a2-h  «1/7,. 
h/  ~  iib0  -h  v&,  -4-  pb*  -+-  qb3  -h  bQb2  -+-  bx  bt, 
p#-  =  jjic0  +vr,  -h/>rj  -+-  <7c3  4-c0Cj  +  c,  c,, 
q,-  r^=  ;**/„  -h  va*!  -f-  /?a*3  -+-  ^rrt'j  -h  </0 «'s  -f-  c/!  </a, 

suivant  le  module  a.  Pour  plus  de  clarté,  je  désigne  par  u/,  v/,  /><. 
y/,  celles  qui  correspondent  à  m,-,  h/,  p,-7  ^/,  et  je  fais  5/  =  v,y>< -+-;a/7<; 
on  trouvera  alors  très  facilement 

f*o  -+-  [Ai  -f-  ;x,  -f-  flj  -:.=  o,  v0  -f-  v,   -4-  v,  -+-  v:,   L3  O    ) 

[■     (  mot!  *;*  ). 

*0  -h  5|  -h  Sj  -H  S3   -^  O. 

Or  ces  relations  sont  de  même  forme  que  les  équations  (20),  §  XI, 
et  Ton  en  conclut  cette  proposition  : 

Les  quitte  fonctions  S  que  nous  exprimons  par  des  fondions 
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homo gènes  et  du  degré  Xr,  de  90,  6,,  82,  83,  sont  liées,  comme 
celles-ci,  par  une  équation  homogène  du  quatrième  degré. 

XIV. 

Les  résultats  précédents  conduisent  immédiatement  aux  relations 
entre  les  quotients  quadruplement  périodiques  qui  proviennent 
de  la  division  de  deux  fonctions  6,  et  ceux  qui  proviennent  de  la 
division  de  deux  fonctions  8.  Ces  derniers,  en  regardant  g,  h,  g1 
comme  arbitraires,  représenteront  les  fonctions  périodiques  les 
plus  générales,  auxquelles  donnent  naissance  les  intégrales  ultra- 
elliptiques de  première  classe,  lorsqu'on  aura  remplacé  les  argu- 
ments x  et  y  par  d'autres  qui  en  dépendent  linéairement  d'une 
manière  quelconque.  On  obtient  ainsi  la  solution  du  problème  de 
la  transformation,  tel  que  nous  l'avons  posé  en  commençant.  Mais 
nous  allons  présenter  la  relation  obtenue  entre  les  fonctions  6  et  Ô 
de  différents  modules,  sous  une  forme  analytique  mieux  appro- 
priée aux  considérations  qui  nous  restent  à  développer. 

Mous  ferons,  dans  ce  but,  la  substitution  suivante  : 

x  =  x  +  Ax  +  ^u,       y  =  y  + g'x, +  /iu, 
et  nous  poserons 

£(*»  y»  *»  ",  &>  h,  ^)»0(*-i- A*-j-^u,  y  +  ^'*  +  Au); 

remplaçant  ainsi  la  fonction  6  aux  deux  arguments  x  et  y,  par  la 
fonction  Ç,  qui  dépendra  de  x,  y,  *,  u.  Cela  posé,  soient 

eV  =n  a© x  +  b0  u  +  c0 £  +  d0  u,  J*  =  a i  ce  -h  bt  y  +  C\  c  +  d\  u, 

&  =  asx  +  £,  y  -H  cs  i  +  ^2  u,         V)  =  a3x  +  6j  y  H-  c,  r  -+-  d3  u, 

on  trouvera  aisément  ces  relations  importantes  (  '  )  : 

^  +  G53  +  H  zt  =  &  +  GO  +  II£, 
*,  +  H*,  -h  G' 3,  =  J  +  H  t>  -+-  G' Je, 

Sa33  +  3l^î-h*^3,  -i)  =       «3(-^  +  HS  +  Gt))(jC  +  Ar  +  #u) 

+  6,f,\;4-H^  +  Gt))(if  +  #'c  -h  /i  u) 
+  0,(^+01  +  110)^  +  ^  -+-^u) 
+  M-^  +  G'o  +  II  £>)(.v +  #'*-,- /ni). 


(')  On   se   souvient  qu'au  §   VII,  la  quantité  atx  •*- bdy  a   êlè  désignée,   pour 
abréger,  par  zt. 
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Pour  abréger  l'écriture,  représentons  par  y^  cette  expression  de 
la  forme  quadratique  zQzz-{-  z%z2-\-  Q(z9j  z2),  et  convenons  de 
mettre  en  indice  à  la  fonction  Ç  les  valeurs  des  nombres  u*,  m,  p,  ^, 
qui  figurent  dans  la  fonction  0  dont  elle  dérive,  nous  aurons  alors 
ce  nouvel  énoncé  des  théorèmes  de  transformation  : 

Les  quatre  fonctions  représentées  par 

le  nombre  i pouvant  recevoir  les  valeurs  o,  1,2,  3,  s'expriment 
par  des  fonctions  entières  homogènes,  et  du  degré  k  des  quatre 
quantités  analogues 

Les  modules  g.  h,  g*  dépendent  de  G,  H,  G  par  les  équa- 
tions (1 4)i  §  VII,  et  les  quatre  nombres  jjl/,  v/,  p^  q%de  m/,  m/,  p,-,  ^ 
par  tes  relations 


(mod  2), 


im,==  {Ji/flr0  -+-  v/at  -\~  pidt  -+-  ^i«3  •+■  «oas  ^-«iflj, 
11/  ==  jjl,  60  -t-  v/  61  -+-  />/  6S  -+-  37  ^jH-60^j4-6,  6f, 
P/  SS  {1/  c0  H-  V,  C!  -j-/>,  Cj  -+-  «7/  c,  -+-  c0  c,  -4-  ct  cf, 

auxquelles  il  faut  joindre  les  suivantes  : 

imu  -4-  mi  H-  ut]  -+-  m 3  s  O,  11 0  -r  •■  1    r-  il]  -+-  113  ^  O,    | 

po  ■+-  pi  •+■  pi  -+-  p»  ==  o,  i|o  -+■  -li  -i-  »1î  -*-  «.Js  =  o,    >     (mod  2), 

*0-i-*l  "*-*î-H  *J^O,  » 

et  celles-ci,  qui  en  sont,  comme  nous  ï avons  dit,    ta  consé- 
quence : 

*o  -H  |Aj  -+-  ;Jtj  -f-  ;jl3  5S  o,  v0  -h  V,  -+-  Vj  -,-  V,  ==  o,    J 

/>o+/)t  +  jy,  +  ^  =  o;        <7u-+-<7i      </*-+- 73=0,   >    (mod  2). 

$0  ■+■  5i  '+-  5j  +-  53  —  °i  ; 


XV. 

Kn  (Kirtant  de  ces  résultats,  je  vais  déterminer  combien  s'ob- 
tiennent de  transformations  distinctes  lorsque  le  nombre  impair  A 
est  supposé  premier.  Je  nie  fonderai  à  cet  ellel  sur  cette  propo- 
sition : 


TRANSFORMATION    DBS    PONCTIONS    ABÉLIENKKS.  4fy 

Considérant  la  substitution 

K  =  flt0  X  -+-  «i  Y  h-  a,  Z  -+-  a,  U, 

£  =  YoX  h-  yi  Y  4-  YtZ  -+-  Y»t:, 

t)  =  80X-f-8,Y-f-8îZ-h8,U, 

*/o/?/  fe$  coefficients  sont  des  nombres  entiers  assujettis  aux  con- 
ditions 

*o8i-+-?oYi  — Yo?i  — 80«i  =o, 

«o8f  -4-  PoYi  —  ïo  ?i  —  80  «î  =  o. 
«<>8j-*-PoYj  —  Yo?3  —  80a,  =  i, 
«i8jH-PiYi  —  ïiPî  —  81»,=  1, 
«i  8*  -f-  ?!  y>  —  Yt  P»  —  $1  *s  =  °- 
«*8,  4-  fr  ys  —  Y*  ?3  —  8,a,  =  o, 

en  la  faisant  suivre  des  quatre  suivantes  : 

X  =  x,  l  X  =  »v, 

X  =  X*jct  /  X  =  kxj 

m.  <*  =  *'*-*-*  IV.     *  =  *»•  ., 

Z  =  Kz,  j   Z  =  t.r  -+-  l  y  -H  i, 

U  =  l\v  —  û  -T-  u,  \  U  =  Toc  -+-  l'y  -+- 11. 

01V  1,  *',  **  désignent  des  entiers  positifs  inférieurs  à  k,  on  pourra 
obtenir  dans  toute  sa  généralité  la  substitution 

A^  =  a0  .v  -f-  bo  ij  -h  c0 1  -t-  </0  u , 

J7  =  «1*  -H  61 -i|  -+-r,:+  é/,11, 
&  =  aj.v  -H  ^t-iJ-H-  Ctz  -f-  (/tu, 
t)  =  a3x  -+-  6,  y  -4-  Cj  z  -+-  rfju, 

dont  les  coefficients  sont  assujettis  aux  relations  fondamentales 

a*d\  H-  #0^1  —  cob\  —  dôix  =  o, 
a9dt  -+-  bçCf  —  c$b%  —  d0at  =  ot 
«o  ^5  -+-  ^0  cs  —  co  bi  —  d0  a  j  =  À', 
ax  dt  -t-  ^1  cj  —  Cj  6j  —  dx  at  =  A , 
ai  d2  -+•  bx  c,  —  Ci  63  —  </i  a%  =  o, 

**1  *^3  "+~  b%  Cj  —  Cj  63  —  i^i  #3  =  o. 
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Cette  proposition  renferme,  comme  on  voit,  la  théorie  arithmé- 
tique de  la  réduction  des  systèmes  linéaires 

an  b0  c0  d0 

a,  bx  c,  dx 

a,  bx  r,  dt 

a,  b9  c3  </, 

en  se  fondant  sur  la  notion  d'équivalence  qui  a  été  nommée,  par 
Eisenstein,  V équivalence  à  gauche  des  systèmes.  En  prenant,  an 
contraire,  l'équivalence  à  droite  des  substitutions  pour  point  de 
départ,  on  obtiendra  les  substitutions  ou  systèmes  réduits  que  j'ai 
donnés  §  II.  On  en  conclut  que  toutes  les  transformations  des 
fonctions  abéliennes  qui  répondent  à  un  nombre  premier  À",  ré- 
sultent des  transformations  particulières  où  Ton  emploie  les  sub- 
stitutions réduites  I,  II,  III,  IV,  combinées  avec  les  transformations 
où  figurent  les  substitutions  au  déterminant  un.  Or  le  nombre 
des  substitutions  réduites  étant  i  -f-  k  -f-  k*  -f-  À**,  on  obtient  pré- 
cisément autant  de  transformations  distinctes,  dans  lesquelles  les 
fonctions  s(,X,  Y,  Z,  U)  sont  exprimées  par  des  polynômes  homo- 
gènes et  de  degré  X ,  contenant  quatre  des  fonctions  £(«*  y?  *»  tt)- 
Nous  n'avons  plus  ainsi  qu'à  passer  des  fonctions  £(X,  Y,  Z,  U) 
aux  fonctions  ^(X,  5*.  £.  t>),  les  arguments  .V,  ?.  i,  O  étant  liés 
aux  arguments  X.  Y,  Z,  L"  par  les  équations  (22^.  Or.  en  omettant 
les  modules,  pour  abréger  récriture,  la  dépendance  de  ces  fonc- 
tions est  exprimée  par  la  relation 

***  mi.*.m  v  *V,  ?*.  S.  *T.  =  con>t.  ;..«.*.«■  \.  Y.  Z.  t  1, 

dans  laquelle 


«  =  ux«  -  vi,  —  /»*,  —  q  1,  —  *«  *,  —  *.  ï5 


mod  2  . 


Ceta  posé,  si  Ton  a 

m  —  >i,        ■  —  >.        f  =  /».        4  ==  7      «K^i  a  „ 

!i  :";-iïo;:o:î  >  se  lrvm\jint  ohanst*  en  elle-méine.  U  combinaison 
si*:  v'.'V.e  t-jins:ornution  axec  celles  qui  oornr«ffc>nd«l  aux  salfcti- 
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tu  lions  réduites  ne  donnera  point  de  formules  nouvelles.  Mais  si 
les  nombres  m,  It,  p,  q  ne  coïncident  pas  tous  avec  ja,  y,  p,  q,  la 
combinaison  de  cette  transformation  aura  évidemment  pour  effet 
de  permuter  les  expressions  des  diverses  fonctions  Ç,  dans  les  for- 
mules de  transformation  relatives  aux  substitutions  réduites. 

On  est  amené  par  là  à  une  considération  entièrement  semblable 
à  celle  qui  a  été  présentée  par  Abel  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  et  qui  a  pour  conséquence  de  multiplier  par  six  le 
nombre  total  des  transformations  données  pour  la  première  fois 
par  Jacobi.  Seulement,  il  faut  bien  remarquer  que  les  expressions 
rationnelles  de  la  forme 


y  = 


*'+P> 


considérées  par  Abel  ('),  conduisent  à  des  relations  irrationnelles, 
si  Ton  compare  deux  intégrales  elliptiques  prises  l'une  et  l'autre 
à  partir  de  la  limite  zéro. 

Dans  la  théorie  de  la  transformation  de  fonctions  abéliennes,  le 
nombre  de  ces  transformations  distinctes  dans  lesquelles  k  =  1  est 
égal  au  nombre  des  substitutions  différentes,  représentées  par  les 
équations  (22),  lorsqu'on  prend  les  coefficients  suivant  le  mo- 
dule 2.  Or,  en  ayant  égard  aux  relations  qui  existent  entre  les 
coefficients,  on  trouve  ce  nombre  égal  à  720,-  c'est-à-dire  au  pro- 
duit :  2.3.4. 5. 6;  nous  avons  ainsi  ce  théorème  : 

Le  nombre  des  transformations  distinctes  des  fonctions  abé- 
liennes qui  correspondent  à  un  nombre  premier  k  est 

72c  (1  +  ^  +  /?  +  /î). 


XVI. 


Parmi  ces  diverses  transformations,  celles  qui  correspondent  aux 
quatre  types  de  substitutions  réduites,  lorsqu'on  y  suppose  égaux 
à  zéro  les  nombres  entiers  /,  /',  i*,  méritent  une  attention  particu- 

(>)  Voyez  les  Œuvres  d'Abel,  tome  I,  page  379.  Ce  point  de  la  théorie  de  la 
transformation  sur  lequel  insiste  l'illustre  géomètre,  est  effectivement  de  la  plus 
grande  importance,  par  exemple  dans  la  recherche  des  modules  qui  donnent  lieu 
a  une  multiplication  complexe. 
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lière.  On  voit  alors,  en  effet,  se  présenter  immédiatement  la  notion 
importante  des  transformations  supplémentaires,  qui,  sous  le 
point  de  vue  le  plus  général,  résulte  de  la  cinquième  des  propo- 
sitions arithmétiques  données  §  III.  Les  substitutions  que  nous  al- 
lons ainsi  considérer,  dans  les  théorèmes  de  transformation,  seront 
les  suivantes  : 


X  =  JC, 

f  X=x, 

/  X  =  kx, 

(   X  =  *x, 

Y  =  V, 

II. 

Y  =  A,,, 

III. 

Y  =  1h 

j  Z  =  Az, 

IV. 

j  Y  =  Ai,, 

j    Z  =c. 

U  =  *u, 

(  U  =  *u, 

(  U=u, 

\     U    =  II. 

Alors  on.  trouve  que  la  forme  quadratique  désignée  par  y, 
§  XIV,  s'évanouit,  et  que  les  nombres  caractéristiques  im/,  •»/,  p/,  ^/ 
sont  respectivement  égaux  à  jx/,  v/,  />/,  q%  (•).  Ecrivant  donc,  pour 
abréger,  Ç/  au  lieu  de  Çu.,,vlfp,-,<7,*  et  introduisant  les  modules  trans- 
formés dans  la  fonction  où  se  fait  la  substitution  relative  aux  argu- 
ments, on  aura  cette  proposition  : 

Les  quatre  fonctions  représentées  par  chacun  de  ces  quatre 
types  ('): 

I.  Ç/f  *f     i,,     kz,  Au,  iG,  Iff,  jG'j, 

II.  &(*,     Ary,*,     Au,  iG,  H,     AG'), 

III.  &(**,  «f,    **,  ",     A- G,   H,     jG'V 

IV.  Ç/  (  A-.v,  X-Vf  *,     u,     AG,  AH,  AG'), 

s'expriment  par  des  polynômes  entiers  homogènes  et  du  de- 
gré k,  composés  des  quatre  fonctions 

*/(«t   «h  z>  "»  ^i   H?  G')- 

(•)  Cette  dernière  circonstance  peut  toujours  être  réalisée  à  l'égard  de  toutes 
les  substitutions  réduites.  Rien  n'empêche,  en  effet,  de  prendre  pour  chacun  des 
nombres  désignés  par  *',  i',  C  un  système  quelconque  de  résidus  suivant  le  mo- 
dule k,  au  lieu  des  résidus  minima  o,  it  a,  . ..,  k  —  i.  Or,  en  faisant  choix  des  k 
nombres  pairs  0,2,4,  . ..,  a  (A  —  i),on  voit  immédiatement  qu'on  aura 

ut,  -r- ja-,        i*,  =  v.,        pâ-=/\,        ^t^Qit        moda. 

(•)  On  peut  remarquer  que  les  transformations  relatives  aux  fonctions  I  et  IV 
correspondent  parfaitement  à  ce  que  Jacobi  nomme,  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  transformatio  prima,  moduti  majoris  in  minorent  et  transforma- 
tio  secunda  minoris  in  majorent,  (  Pu nda inenta,  p.  56.) 
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Cela  posé,  il  est  clair  qu'en  appliquant  Tune  après  l'autre  les 
transformations  relatives  aux  fonctions  I  et  IV  ou  II  et  III,  on  par- 
viendra de  ces  deux  manières  à  l'expression  de 

Ç/(*.y,  *!r,*tv*u,  G,  H,  G'), 

par  des  polynômes  entiers  homogènes  et  du  degré  k2}  contenant 
les  quatre  fonctions  aux  mêmes  modules 

Ki(*>  y»  *,  "i  G,  H,  G'). 

Revenons  maintenant  des  fonctions  Ç  aux  fonctions  de  deux 
arguments  dont  elles  tirent  leur  origine;  nous  obtiendrons  le  théo- 
rème fondamental  de  la  multiplication  des  transcendantes  abé- 
liennes,  à  savoir  que  les  quatre  fonctions  %i(kx,  ky)sont  des  po- 
lynômes entiers,  homogènes  et  du  degré  k2  composés  des  quatre 
fonctions  %i(x,y). 

XVII. 

Les  formules  de  multiplication  pour  les  quotients  quadruple- 
ment  périodiques,  provenant  de  la  division  de  deux  fonctions  0, 
découlent  naturellement  des  théorèmes  qui  viennent  d'être  éta- 
blis. Seulement,  il  importe  de  préciser  les  divers  groupes  de  trois 
quotients,  qui  correspondront  respectivement  aux  divers  groupes 
de  quatre  fonctions  0/,  dont  les  nombres  caractéristiques  ja/,  v/, 
/?/,  qi  sont  assujettis  aux  conditions 

I     HO  "+-  JX|  -4-  fX,  -h  flj  =  O,  Vj+V^Vi  +  VjSO,    \ 

(->.obis)    i  p0  -+-/>i  -+-/>î-t-  />*  =  o,        qo  +  qi  +  Çf*  Ç*  =  o,  >  (moda). 
f  *p  -+-  *|  H-  *i  -+-  *j  s  ot  ) 

Je  me  fonderai,  pour  cela,  sur  la  distinction  de  ces  quotients 
en  deux  genres  bien  différents,  telle  que  l'a  faite  M.  Veierstrass» 
non  seulement  pour  les  fonctions  abéliennes  du  premier  ordre 
que  nous  considérons  en  ce  moment,  mais  pour  celles  d'un  ordre 
quelconque  (').  Les  quotients  du  premier  genre,  en  adoptant  les 

(•)  Voyez  Journal  de  Crelle,  tome  47,  ou  dans  le  Journal  de  Llouville  (tra- 
daction  de  M.  Wœpcke),  le  Mémoire  dans  lequel  ce  savant  géomètre  a  donné  un 
aperça  de  ses  grandes  et  belles  découvertes.  Voyez  aussi,  dans  le  tome  XI  du  Recueil 
des  Savants  Étrangers,  le  Mémoire  de  M.  Hosenhain  couronné  par  l'Académie, 


'•7i 
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notations  de  cet  auteur,  seront  désignés  par  al  (x  i  )a,  avec  un 
seul  indice  qui  recevra  les  valeurs  o,  1,2,  3,  4-  I's  s'expriment 
comme  il  suit,  par  les  fonctions  B|i,v, />,?»  savoir  : 


3 1000 
60000 
ftioot 
60000 

ait  =  5 — » 
Uoooo 


al0  = 
al,= 


«1  ^ot  11 

o«ooo 


aU  = 


60 
60 
6jqii 
60000 


(leux  du  second  genre  seront  représentés  par  al(^r, .)')«, ^  avec 
deux  indices,  devant  chacun  recevoir  encore  les  valeurs  o,  1,2. 
s\%  f,  et  qu'on  pourra  permuter  entre  eux.  Ils  sont  au  nombre  de 
dix,  et  s'expriment  de  cette  manière  : 

6qqq  i 
60000 
6iiqi 
60000 
6tm 
60000 
61011 
60000 
61100 
60000 
6mo 
60000 


al0,t  =  al(,0  = 
alo,i  =  »li,o  = 
a!o,j  =  alj,0  = 

al0,4  =  alk,0  — 
a'i.î  =  a'î,i  ~ 
ali,s  =  al3,i  = 


•  1  «1010 

ali,4  =  al4t,  --=  - 

~oooo 


alf.j  =  al3,î  = 
alïf*  =  alv,t  = 
alj,v  =  alv,s  = 


60010 
60000 
60  no 
60000 
60100 


ri  qui,  beaucoup  plus  complet  sous  ce  point  de  vue  que  celui  de  Gôpcl,  renferme 
lei  expressions  du  système  des  quinze  quotients  périodiques,  telles  (sauf  une  lr- 
|txrc  modification)  que  les  donne  M.  Weierstrass. 
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les  indices  des  fonctions  0  étant  déterminés  dans  ces  formules  par 
la  condition  qu'en  supposant 

aIflt  =  -5 ,         a,P=:-5 '         a,»,p=  -« ' 

&0000  "0000  "0000 

jjl*,  y",  //,  7"  soient  les  valeurs  o  ou  i ,  qui  satisfont  aux  relations 

p'-p  +  p\      ?'  =  ?-+-?'  ) 

Cela  posé,  on  aura  ce  théorème  : 

Tous  les  groupes  de  trois  quotients  al(x,y)Jormés  avecquatre 
Jonctions  dont  les  nombres  caractéristiques  ja,-,  v/,  />/,  y/ 1^/7- 
fient  les  équations  (20  6/5)  seront  compris  dans  cette  forme  gé- 
nérale : 

al(*,.T)a>        »i(*\.r>p.Y»        »H'.r)8.ti 

sous  la  condition  que  les  indices  a,  [3,  y,  S,  s  seront  tous  différents 
les  uns  des  autres. 

Cette  condition  admise,  le  théorème  fondamental  pour  la  mul- 
tiplication des  arguments  dans  les  fonctions  ahéliennes  quadru- 
plera en  t  périodiques  s'énonce  ainsi  : 

I^s  trois  fonctions 

b\(At,  ky)%,         al(/,vr,  Ay)p,v         al(to,  ky)i,t 

sont  des  fractions  rationnelles,  ayant  pour  numérateurs  et 
dénominateur  commun  des  polynômes  entiers  et  du  degré  /'-*, 
par  rapport  à 

ai(j*»r)a,      *h*,y)?,y,      al(^r)s,ï- 

Ces  trois  fonctions  sont  d'ailleurs  liées  par  une  équation  du 
quatrième  degré,  conséquence  de  l'équation  homogène  et  du  même 
degré  qui  existe  entre  les  quatre  fonctions  &i(x,y). 


XVIII. 

C'est  aux  résultats  précédents  que  je  me  suis  arrêté  jusqu'ici 
dans  l'étude  de  la  transformation  des  fonctions  abéliennes,  et  je 
vais  terminer  cet  exposé  succinct  de  mes  recherches,  en  faisant 
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voir  comment  cette  théorie  analytique  de  la  transformation  se 
trouve  étroitement  liée  à  la  théorie  analytique  des  formes  quadra- 
tiques dont  j'ai  parlé  §  IV.  Reprenons  le  théorème  du  §  XIV, 
consistant  en  ce  que  : 

Les  quatre  fonctions  représentées  par 

*rtWfl(*.ff.  *.*>■<>,  H,  G'), 

5i  l'on  attribue  à  V indice  i  les  valeurs  o,  i , 2, 3,  s'expriment  au 
moyen  de  fonctions  homogènes  et  du  degré  A:,  des  quatre  quan- 
tités 

les  modules  gy  A,  g1  dépendant  de  G,  H,  G',  par  les  équa- 
tions (i4)  du  §  VII,  et  les  arguments  &,  ?T,  2?,  ©  de  «,  y,  x,  ur 
par  celles-ci  : 

I*\.  =  a0x  -f-  bo  y  -+-  c0*  -f-  ^o*, 
rj  =  aj,v  -+-  63 y  -f-  et  x,  -+-  */, u. 

Or,  à  cette  relation  ainsi  formulée  entre  les  transcendantes  Ç, 
de  différents  arguments  et  de  différents  modules,  correspond  la 
relation  arithmétique  que  donne  le  théorème  suivant  : 

Soit 

G  =  C/0  -f- 1  (,',      H  =  #0  -h  1  Ch     G'  =  (ji  -h  i({\      II*  -  GG'  =  (©«  -+-  *  &, 
/T  =  0o  +-  *S,       h  =  tj0  4-  e'b,      #'  =  8i  -h  i|\       A*  —  ^  =  *0  -i-  «*; 

nommons  S {&,?!,  &,  t))  la  forme  quadratique  qui  s'est  déjà 
présentée  §  VIII,  savoir: 

+  (^o-gocC))t)*-^)A:j--2((?i5-CJMS0)sX2> 
e/  considérons  de  même  V expression  semblable 

l'O,  y,  t,  u)  =  0'x«  -f-  09*  H-  (0'*o  —  0o  *)**  -H  (0*o  —  0o*)  u* 

—  a^xij  — 2(1^  —  0^0)^  —  a(M  —  9 M  «J"' 

—  ?.(^to  —  M)  m-2(Ho-  îi  fl'o)  y*  —  a  (Mo  —  303')  *«• 
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Les  variables  3C-,  g*,  &,  t)  étant  liées  à  «,  y,  r,  u  />a/*  /es  équa- 
tions (22),  rfo/?f  /es  coefficients  sont  des  nombres  entiers  assu- 
jettis aux  conditions  fondamentales 

I  a^dx  -+-  60 Ci  —  c0bi  —  dç/ix  =  o, 

I  a^d\-\-  b$C\  —  Cobf  —  d*a\  =  o, 

.    ,x  ]  a0ds-+-b0Ci  —  c06,  —  £/0«j  =  ^*, 

(  a3)  ' 

j  a,  dt  -+-  6t  cj  —  ct  bt  —  dx  at  =  k, 

1  «i  */j  ■+•  b\  Ci  —  v\  bt  —  </|  aj  =s  o, 

«ié/j  H-  6jc3  —  Cj&j  —  </jaj  =  o, 

0/1  aura  identiquement 

J<a&,gr,fc,t))_  ,,f(*.  «<,»,»») 

Telle  est  donc  la  nature  de  la  relation  entre  ces  deux  formes 
quadratiques,  semblablement  composées  avec  les  modules  G,  H,  G' 
et  Si  ht  g'i  (\ue  'a  première  se  change  en  la  seconde  multipliée 
par  A",  au  moyen  de  la  substitution  qui  transforme  les  transcen- 
dantes Ç  aux  modules  G,  H,  G',  en  des  fonctions  homogènes  et  du 
degré  A*,  des  transcendantes  analogues  aux  modules  g,  A,  g'.  On 
voit  ainsi  comment  vient  se  présenter  cette  étude  arithmétique  dr 
formes  particulières  à  quatre  indéterminées,  où  l'on  n'emploie  pas 
comme  instrument  analytique  les  substitutions  les  plus  générales 
entre  deux  groupes  de  quatre  variables,  mais  les  substitutions  par- 
ticulières (22)  définies  par  les  équations  (23),  et  qui  reproduisent 
des  formes  du  même  genre.  C'est  précisément  à  cette  idée  que  je 
me  suis  déjà  trouvé  conduit  dans  un  autre  travail  (Journal  de 
Crelle,  t.  47,  p.  343),  en  ayant  en  vue  l'étude  purement  arithmé- 
tique des  nombres  entiers  complexes  a  rf-  b  \/ —  i  J'ai  pu  alors 
traiter,  par  les  méthodes  propres  aux  formes  binaires,  les  princi- 
pales questions  concernant  les  formes  particulière  i  à  quatre  indé- 
terminées qui  étaient  l'objet  de  mes  recherches,  et  ajouter  par  là 
de  nouveaux  caractères  de  similitude  entre  les  nombres  entiers 
réels  et  les  nombres  complexes  ('). 

( l)  En  poursuivant  les  recherches  que  je  viens  de  rappeler,  j'ai  obtenu  le  iliro- 
rèine  suivant,  qui  offre  un  nouvel  exemple  de  cette  analogie: 

Ijtt  équations  à  coefficients  entiers  complexes  et  en  nombre  infini  de  la  forme 
az*  -+-  bzn~l  -+-. . .-+-  g"s  -t-  A  =  o,  pour  lesquelles  la  norme  du  discriminant  (c'est- 
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Un  pareil  rapprochement  entre  les  formes  ^(*Y-,  !J,  £,  V>)  elles 
formes  binaires  semble  également  devoir  se  présenter;  on  peut  du 
moins  le  présumer,  d'après  lés  propriétés  relatives  aux  formes  ad- 
jointes, énoncées  au  §  VIII,  et  surtout  par  cette  expression  remar- 
quable et  facile  à  vérifier,  savoir  : 

où  j'ai  fait,  pour  abréger, 

xt  =  *\;  -h  g. fc  -h  (,•,  t>,      5-1  =  3-  +  </o  2»  -h  Jlit  a 

Cependant  l'analogie  de  ces  formes  particulières,  que  j'ai  nom- 
mées à  indéterminées  imaginaires  conjuguées  avec  les  formes  bi- 
naires, ne  persiste  pas  toujours;  parfois,  comme  je  l'ai  fait  voir, 
il  arrive  qu'on  ait  à  la  suivre  dans  plusieurs  directions  différentes, 
et  bientôt  on  est  amené  à  des  questions  où  la  nature  des  formes  à 
quatre  variables  se  manifeste  sous  un  point  de  vue  qui  lui  est 
propre,  et  qui  exige  de  nouveaux  principes.  Les  mêmes  circon- 
stances viendront-elles  s'offrir  dans  les  questions  analogues  dont 
le  point  de  départ  s'est  trouvé  dans  la  théorie  des  fonctions  abé- 
liennes?  C'est  là  un  ordre  de  considérations  arithmétiques  aussi 
intéressantes  que  difficiles,  sur  lesquelles  je  pourrai  peut-être  un 
jour  offrir  aux  amis  de  la  science  le  résultat  de  mes  recherches. 


à-dire  du  nombre  entier  complexe,  égal  à  a*("-')  multiplié  par  le  produit  vr- 
aie trique  des  carrés  des  différences  des  racines),  conserve  la  même  valeur,  ne 
contiennent  qu'un  nombre  essentiellement  limité  d'irrationalités  distinctes. 
(Voyez  pour  le  théorème  analogue,  relatif  aux  nombres  réels,  le  Journal  de 
C relie,  t.  47,  p.  335.  ) 


\ 


REMARQUE  SUR  UN  THÉORÈME  DE  GAUCHY. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.   Xl.l. 


C'est  à  M.  Cauchv  qu'on  doit  la  première  démontra  lion  gtWui* 
raie  de  la  réalité  des  racines  de  l'équation  remarquable*  ù  l'aido  de 
laquelle  se  déterminent  les  inégalités  séculaires  des  élément*  du 
mouvement  elliptique  des  planètes.  Cette  équation  s'obtient, 
comme  on  sait,  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  du  système 


a  = 


«U  — ô        «2t,         ...         a,tA       ! 
\       «1.1  «î.î—  •      •-.  «n.i        I 


«I.J  "t.»  •  •  •  «n.% 


dont  les  éléments  a^^  sont  des  quantités  réelle*  *ouiiiivs  a  celle 
condition. 

J'ai  fait,  au  sujet  de  cette  équation,  la  remarqua  suivante  #|«j#r 
l'illustre  géomètre  a  bien  voulu  m'engagera  communiquera  l'A/;a- 
démie.  Supposons  que  les  éléments  a^/t  du  déterminant  ressenf 
d'être  réels  et  prennent  des  valeurs  imaginaire*  quid'-onque*,  mais 
avec  la  condition  que  a^y  et  o-,^  soient  des  quanti!**  /r/#njujf«ées. 
Il  est  aisé  de  voir  que  le  nouveau  déterminant  ainsi  formé  et  que 
je  nommerai  U.  sera  essentiellement  réel  quoique  e/>mp>*é  d  éie- 
ments  imaginaires.  Il  ne  change  pas  de  valeur  en  effet  ea  5  «tes- 
tant —  \t —  1  au  lieu  de  \  —  i .  car  on  ne  fait  ainn  qrj*-  re*fct»k*e* 
/i^.»  par  a».v  c'est-a-dire  substituer  le*  'ol'/nnes  b'j'ri  jy/ft:uise*  wf 
colonnes  verticales,  et  l'on  sait  bien  que  relie  »r*fc  ♦*»*<?  »-v*  a  *.- 
1ère  pas  la  râleur  d'un  déterminant.  Cela  jy>sé-  I  é/|%fc*.-*va,  1/  v 
conserve  la  propriété  si  renM/quabJe  de  j  éq****o*i  <f  -  '„.  ^to-  v 
toutes  ses  radnri  +%%entUU+m*nt  r 4*11*1.  Os>  yr\*  >  >mtv»^**r 
de  plusieurs  oaxiiere*.  y*t  rx+tuyt*  er»  *r*ï*ki/rx\-4\:    ■*■    vr/rn.- 
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nasl  Û  en  an  aatre  a  éléments  réels,  d'an  nombre  double  de 
colonnes  et  symétrique  par  rapport  â  la  diagonale,  de  manière  à 
retrouver  précisément  la  forme  analytique  du  déterminant  0.  On 
obtient  aussi  une  démonstration  directe  en  employant  la  belle  et 
savante  métbode  qu'a  donnée  mon  ami  M.  le  Dr  Borehardu  de 
Berlin,  pour  calculer  les  fonctions  de  M.  Sturm  dans  le  cas  de 
l'équation  B  =  o.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  réalité  des  racines  une  fois 
établie,  on  détermine  par  la  règle  suivante  combien  il  s'en  trouve 
entre  deux  limites  données  40  et  6, .  Nommons  Û<  le  déterminant  du 
système 

)        «1.1  «S3—  •       •--  «/.•        ' 

I    \ 

calculé  de  manière  que  le  terme  principal  ait  le  signe  -h,  et  dési- 
gnons par  (•)  le  nombre  des  termes  positifs  de  la  suite 

ulf    a,,    il,,    ...,    il*. 

Si  Ton  suppose  %%  >6#,  la  quantité  (6#)  sera  plus  grande  que  (6,  ), 
et  la  différence  (ft#)  —  {%%)  sera  précisément  égale  au  nombre 
des  racines  de  l'équation  û  =  o  qui  sont  comprises  entre % #  et  0, . 
On  remarquera  que  la  suite 

U„     U„     U„      ...,     Mn 

est  plus  simple  que  la  suite  des  dérivées  du  premier  membre  de 
l'équation  proposée  qui  serviraient  d'ailleurs  au  même  usage  à 
cause  de  la  réalité  de  toutes  ses  racines,  et  sans  doute  il  serait  pos- 
sible de  passer  directement  de  la  seconde  suite  à  la  première, 
comme  Ta  fait  M.  Cauchy  dans  une  circonstance  analytique  très 
semblable  {Comptes  rendus,  t.  XL,  p.  1329).  Mais,  au  point  de 
vue  où  je  me  suis  placé,  l'équivalence  des  deux  suites,  comme 
l'existence  d'une  infinité  d'autres  qui  jouissent  des  mêmes  pro- 
priétés, se  déduisent  immédiatement  d'une  proposition  élémentaire 
et  fondamentale  de  la  théorie  des  formes  quadratiques.  Au  reste, 
c'est  dans  l'étude  algébrique  des  formes  quadratiques,  mais  des 
formes  quadratiques  d'une  nature  toute  particulière  et  dont  je  vais 
donner  la  définition,  que  vient  s'offrir  d'une  manière  directe 
lYqualion  Û  =  o.  Leur  caractère  principal  consiste  en  ce  que  les 
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indéterminées  y  sont  partagées  en  deux  groupes  de  variables  ima- 
ginaires, les  variables  de  l'un  des  groupes  étant  les  conjuguées  des 
variables  de  l'autre  groupe.  Ainsi,  en  représentant  2/1  variables 
imaginaires  par 

X  =x-hx'S—i,        Y  =/  +  //^"i,         ...,        U  =  u  -+-  u's/—\, 
X0  =  .r  —  x's/^îj         \0=y  —  y'\/—  1,         U0=m—  w'v7— ', 

on  aura  l'expression  analytique  suivante  de  ces  formes,  savoir 

©=      X0(au  X  -hflj,i  Y  4-. .  .-+-  ai.nll) 
■+-  Yo(a«,i  X-+-aj,,  Y  -+-.  . .-+- a,t/tU) 


•  Uo(a*,i X  -h  a„,,Y  +  .  ..+  a„,„U), 


et  cette  expression  sera  évidemment  réelle  en  mettant  en  évi- 
dence x,  y,  ...,  //,  xf,  y \  ...,  u'j  si  les  constantes  a^  et  aVïPL  sont 
comme  précédemment  des  quantités  imaginaires  conjuguées.  C'est 
principalement  en  vue  de  l'étude  arithmétique  des  nombres  entiers 
complexes  de  la  forme  a-\-  b  \J —  1  que  j'ai  introduit  la  notion  de 
ces  nouvelles  formes,  comme  on  pourra  le  voir  dans  un  de  mes 
Mémoires  publiés  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  47.  Mais,  dans 
ce  Mémoire,  je  me  suis  borné  au  cas  le  plus  simple  où  l'on  consi- 
dère seulement  deux  paires  d'indéterminées  imaginaires  conju- 
guées. Depuis,  en  essayant  d'étendre  ces  premières  recherches, 
j'ai  reconnu  qu'elles  conduisaient  à  des  principes  nouveaux  et 
féconds  pour  l'étude  des  équations  algébriques  à  coefficients  com- 
plexes. Ainsi,  au  seul  point  de  vue  algébrique,  je  me  suis  trouvé 
amené  à  la  détermination  du  nombre  de  leurs  racines  qui  sont 
comprises  dans  l'intérieur  d'un  rectangle,  d'un  cercle  et  d'une  infi- 
nité d'autres  courbes  fermées  ou  à  branches  infinies  comme  l'hy- 
perbole (  ').  Ce  sont  autant  de  cas  du  beau  théorème  de  M.  Cauchy 
sur  le  nombre  des  racines  qui  sont  renfermées  dans  un  contour 
quelconque,  et  dont  la  démonstration  très  facile  et  très  simple  pré- 
sente ce  caractère  particulier  d'être  indépendante  de  toute  consi- 
dération de  continuité. 


(»)  Voyez  sur  ces  questions  l'extrait  d'une  Lettre  que  j'ai  adressée  à  M.  Bor- 
chardt  et  qui  a  été  publiée  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  52. 


H.  —  I. 


SUR  QUELQUES  FORMULES  RELATIVES 


TRANSFORMATION  DES  PONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVI. 


L'expression  générale  des  quatre  fonctions  8  sur  lesquelles 
repose  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  est,  comme  on  sait,  la 
suivante  : 

"*■"  r  w  i 

(A)  ^(X)  =  \      (-I)*V<5      L  *  *  ^    J, 

^"  «1 

—  «o 

[jl  et  v  étant  zéro  ou  l'unité  et  <o  une  constante  imaginaire  telle, 

qu'en  faisant 

io  =  io0-+-  eo)| 

on  ait  w,  essentiellement  différent  de  zéro  et  positif.  Ces  quatre 
fonctions  sont  définies,  à  un  facteur  constant  près,  par  les  équa- 
tions 

et  elles  jouissent  des  propriétés  exprimées  par  les  relations  sui- 
vantes : 

B^t.v(^)  =(-i)vVv^). 

<0j4-_v\     «ir(|i.r+£L £.) 


"(!-»- (A',  V-f-V'( 


.          /            ueo  -+■  v  \ 
a")  =  Bjx'.v'  (  *  -4"  J )  - 


La  première  de  ces  relations  montre  que  des  quatre  fonctions  h 
une  seule  est  impaire,  celle  qui  correspond  aux  valeurs  p.=  i, 
v=  i  :  les  deux  suivantes  montrent  comment  la  formule  (  \),  quels 
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que  soient  les  entiers  u  et  v,  ne  donne  effectivement  que  quatre 
fonctions  distinctes;  enfin  la  dernière  permet  d'exprimer  ces 
fonctions  par  une  seule  d'entre  elles.  A  ces  relations  nous  join- 
drons enfin,  bien  que  nous  n'ayons  pas  à  l'employer  ici,  la  sui- 
vante, qui  fournit  des  équations  algébriques  ou  différentielles 
auxquelles  satisfont  nos  fonctions,  et  où  je  suppose 

fi  —  fx'=a,         v—  v'=p, 
savoir  : 

2  Vv(J  +/) V.v'(^  -/)ea,o(o)6o,^(o) 

-*-  (—  ijvept-M.vC*)  V+«.v(*)  o*M,o(.r)  K?(y) 

-t-(—  I )v «ijw-i ,v+i(tf)  V-+-*^-Hi(^)6a+i,i(r)ôi,p^i(r) 
-H  Ô^v-kiC^)  ^'y^i(x)  6^,  (7)  60,^4-1  (r)- 

Cela  posé,  soient  a,  6,  c,  d  des  entiers  tels,  que  ad —  bc  =  /:, 
k  étant  essentiellement  différent  de  zéro  et  positif,  faisons 

c  -+-  du 

il  = 7 —  9 

a  -h6u> 

m  =  ajx-h  6v  -h  a6, 
n  =  c  [i  -h  rfv  -h  crf. 

on  aura  les  relations  fondamentales 

IHar-hi)   =(—  i)mn(j7), 

n(j+li)  =  (-i)n  n(a?)«-*'«(«*+û)| 

qui  servent  à  exprimer  ÏI(.r),  quels  que  soient  jjl  et  v,  au  moyen 
des  quatre  fonctions  analogues  à  0,  mais  relatives  au  module  û,  et 
que  nous  représenterons  par 

A  cet  effet,  je  désigne  par  T,  une  fonction  homogène  du  degré  1 
des  carrés  de  deux  des  fonctions  8;  cela  étant,  on  aura  pour  k  im- 
pair cette  expression  très  simple 

n(^)  =  em,n(^)TA_-i. 
Laissant  ici  de  côté  la  détermination  de  ces  fonctions  désignées 


484  OEUVRES    DE    CHARLES    HERMITE. 

par  Tj_„  je  vais  seulement,  dans  le  cas  de  Ar=i,  où  T  est  une 

~ï 
simple  constante,  en  donner  la  valeur,  qui  exige  une  analyse  assez 

délicate. 

Supposons  le  nombre  b  positif,  comme  on  le  peut  toujours,  car, 
s'il  en  était  autrement  on  chercherait  la  formule  de  transformation 
relative  au  système  des  nombres  —  <2,  —  6,  —  c,  —  d*  ainsi  qu'on 
y  est  autorisé  par  la  nature  de  la  condition  ad  —  bc  =  i ,  qui  n'est 
pas  altérée  par  ce  changement  et,  cette  formule  trouvée,  on  en 
déduirait  immédiatement  celle  qu'il  s'agissait  primitivement  d'ob- 
tenir, la  constante  T  restant  la  même  ou  changeant  seulement  de 
signe,  comme  il  est  aisé  de  le  reconnaître  par  le  changement  dont 
nous  parlons.  Cela  étant,  on  aura 

v  "(P-j*) 

~mP 

•p  0 


^  —  ib(a  -?-  bat) 
8  étant  une  racine  huitième  de  l'unité  dont  voici  la  détermination  : 

%  —  -  iTZ  [ne  \L*  +lbv  \1M  +  bdv*  +  1hIh-  y.  +  1  nb'l v -¥ ab* c\ 

<i   =r  P.       ♦ 


et  le  signe  du  radical  carré  \J —  ib{a  -h  éw)  étant  pris  de  manière 
que  la  partie  réelle  de  ce  radical  soit  positive  (  *  ). 

Des  cas  particuliers  de  cette  relation  ont  été  déjà  donnés  par 
Jacobi  dans  un  Mémoire  sur  l'équation  différentielle  à  laquelle 
satisfont  les  séries 

(Journal  de  Cre//e,  t.  3i,  et  Journal  de  Liouville,  traduction  de 
M.  Puiseux).  Mais  l'illustre  auteur,  laissant  de  côté  la  détermi- 
nation de  3,  se  borne  à  annoncer  que  le  signe  de  la  constante 

dépend  de  la  quantité  désignée  parle  symbole  (  r  )  dans  la  théorie 

(')  Pour  b  —  o,  la  formule  de  transformation  se  réduit  à  l'équation  suivante  : 

-  '-^  au.' 

a  étant  un  nombre  entier  arbitraire,  m  étant  égal  à  u.  et  n  à  a(  u,  -+- 1)  -+-  v. 
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des  résidus  quadratiques.  Ce  fait  si  remarquable  résulte,  en  effet, 
des  propriétés  de  la  série 

0 

qui  se  trouve  comme  facteur  dans  la  valeur  de  T.  Soit  d'abord 
P  étant  impair,  on  aura 

si  a  est  impair,  et 

lorsque  a  est  pair. 

En  second  lieu,  supposons  b  impair;  alors  on  pourra  déterminer 
deux  nombres  entiers  m  et  n  par  l'équation 

a  =  mb  —  8/1, 
et  Ton  aura 


■(î)  «'■->* 


Ces  résultats  (  •  )  se  déduisent  des  formules  données  par  Gauss 
dans  le  célèbre  Mémoire  intitulé  :  Summatio  sérier um  qua- 
rumdam  sin<*ularium;  seulement  j'ai  fait  usage,  pour  éviter 
autant  que  possible  une  énumération  de  cas,  de  la  forme  sous 
laquelle  elles  ont  été  présentées  par  M.  Lebesgue  dans  un  Mémoire 


( ')  Peut-être  n'est-il  pas  inutile  d'observer  que  l'imaginaire  i,  qui  figure  dans 
la  série  <j  ou  dans  l'expression  de  cette  série  par  les  symboles  de  la  théorie  des 
résidus  quadratiques,  est  absolument  la  même  quantité  qui  entre  dans  la  défini- 
tion des  fonctions  8  par  l'équation  (  \).  Je  ferai  enfin  remarquer  que  <j  se  présente 
toujours,  comme  le  produit  de  \>b,  par  une  racine  huitième  de  l'unité;  de  sorte 
qu'en  résumé  la  constante  T  a  cette  valeur 

T  =  — ==■         où  tl  =  i. 

\/a  -\-  bu» 
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intitulé  :  Sur  le  symbole  (  r  )  et  sur  quelques-unes  de  ses  appli- 
cations. Je  remarque  enfin  que  l'introduction  des  nombres  jjl  et  v 
d'une  part,  m  et  n  de  l'autre,  permet  de  résumer  dans  une  seule 
équation,  savoir  : 

D (x)  =  O^vtC  a -+■  6w )xy  w ]  e/*M«+A»>*f  =  Temj„ ( x,  c~*~  b^  )  » 

ce  que  Jacobi  nomme  la  théorie  des  formes  en  nombre  infini  des 
fonctions  8,  théorie  sur  laquelle  il  avait  annoncé  un  travail  impor- 
tant que  la  mort  l'a  empêché  de  publier. 


SUR  QUELQUES  FORMULES  RELATIVES 
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Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  a*  sér.,  t.  III. 


L'expression  générale  des  quatre  fonctions  G  sur  lesquelles  repose 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques  est,  comme  on  sait,  la  suivante  : 

+"  r  <o  i 

yi  ,MV    iic    <l»i-i-|l|.r+-(im-i-|lj> 

—  » 

[jl  et  v  étant  zéro  ou  l'unité  et  co  une  constante  imaginaire  telJe 
que,  en  faisant 

on  ait  10,  essentiellement  différent  de  zéro  et  positif.  Ces  quatre 
fonctions  sont  définies,  à  un  facteur  constant  près,  par  les  équa- 
tions 

Vv(*+  i)  =(-i)iie{jL,v(^), 

0|ifv(*  -+-  u>)  =  (—  i)v  0|lfV(ar)e-/lrt,JM-»,l 

et  elles  jouissent  des  propriétés  exprimées  par  les  relations  sui- 
vantes : 


V+-|i'.v-kv'(^)  =  V,v  (  *  -+-  ^^  '  )  e 


.       .  |X»  CO         V|X'  . 


La  première  de  ces  relations  montre  que  des  quatre  fonctions  9 
une  seule  est  impaire,  celle  qui  correspond  aux  valeurs  jjl=i, 
v  —  i  ;  les  deux  suivantes  montrent  comment  la  formule  (A),  quels 
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que  soient  les  entiers  u  et  v,  ne  donne  effectivement  que  quatre 
fonctions  distinctes;  enfin  la  dernière  permet  d'exprimer  ces  fonc- 
tions par  une  seule  d'entre  elles.  A  ces  relations  nous  joindrons 
enfin,  bien  que  nous  n'avons  pas  à  l'employer  ici,  la  suivante,  qui 
fournit  les  équations  algébriques  ou  différentielles  auxquelles 
satisfont  nos  fonctions,  et  où  je  suppose 

fi—  ji'=a,         v  — v'=3, 
savoir  : 

2  O^yf  #  -+-  y  )  0a-.V' (x  —  y  )  6a,„  (o)  80,p (o) 

=  e^vfa-)  ^y(x)  ea,0(r  )  K?(.Y) 

H-^-i)v6|iH.v(a-)B|x^t.v(T)ftaH.tfo(^)6I.?^) 

-i-(--i)veu+,,v-KI(^)elll'-l.,.v.+,(ar)ea+lf,(^)et.^tr^> 
■+■  Vv+i <> )  °uL-,v*-f-i <  *  )  oXi  (y  )  Vm  (y  ). 

Cela  posé,  soient  a,  6,  r,  rf  des  entiers  tels  que  ad  —  bc  —  k, 
k  étant  essentiellement  différent  de  zéro  et  positif,  faisons 

C  -+-  dbi 

u  =  t — » 

a  -+-  o  ta 

tn  =  ajji-+-ôv-f-  «6, 

n  =c|a+«(v4-  c*/, 
n(^)  =  6u.v|(<*  ■+-  6w').rl«/tt*a+6»)*«. 

on  aura  les  relations  fondamentales 

0(.r  —  i)  =  (— i)m  \\(x), 

t\(x-+-il)-=  (—  i)n  Il(a?)*-*'*(lJM-Q\ 

qui  servent  à  exprimer  Ufx),  quels  que  soient  ;jl  et  v,  au  moyen 
des  quatre  fonctions  analogues  à  8,  mais  relatives  au  module  Q,  et 
que  nous  représenterons  par 

0JJL.vf#). 

\  cet  effet,  je  désigne  par  T/  une  fonction  homogène  du  degré  / 
des  carrés  de  deux  des  fonctions  8;  cela  étant,  on  aura  pour  £  im- 
pair cette  expression  très  simple 

n(r)  =  ftm<n(.r)T*-|. 
Laissant  ici  de  côté  la  détermination  de  ces  fonctions  désignées 
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par  T*_  ,,  je  vais  seulement,  dans  le  cas  de  k  =  i ,  où  T  est  une 

2 

simple  constante,  en  donner  la  valeur,  qui  exige  une  analyse  assez 
délicate. 

Supposons  le  nombre  b  positif,  comme  on  le  peut  toujours,  car 
s'il  en  était  autrement  on  chercherait  la  formule  de  transformation 
relative  au  système  des  nombres  — a,  — b,  — c,  — rf,  ainsi  qu'on 
y  est  autorisé  par  la  nature  de  la  condition  ad  —  bc  =  i ,  qui  n'est 
pas  altérée  par  ce  changement,  et,  cette  formule  trouvée,  on  en 
déduirait  immédiatement  celle  qu'il  s'agissait  primitivement  d'ob- 
tenir, la  constante  T  restant  la  même  ou  changeant  seulement  de 
signe,  comme  il  est  aisé  de  le  reconnaître  par  le  changement  dont 
nous  parlons.  Cela  étant,  on  aura 

To 
=  — .  > 

/ —  ib  (a  -f-  b  to  ) 

8  étant  une  racine  huitième  de  l'unité  dont  voici  la  détermination  : 

^  -  -  i  TC  [ne  U.»-+- 1  bc  U.V  •+•  bd  v*  -»-  2  abc  U.  -+-  S  «6rf  v-+-  ab*  c\ 

0  =  e     *  , 


et  le  signe  du  radical  carré  y] — ib(a  4-  bto)  étant  pris  de  manière 
que  la  partie  réelle  de  ce  radical  soit  positive  ('). 

Des  cas  particuliers  de  cette  relation  ont  été  déjà  donnés  par 
Jacobi  dans  un  Mémoire  sur  l'équation  différentielle  à  laquelle 
satisfont  les  séries 

(Journal  de  Crelle,  t.  34  et  Journal  de  FJouville,  traduction 
de  M.  Puiseux).  Mais  l'illustre  auteur,  laissant  de  coté  la  détermi- 
nation de  3,  se  borne  à  annoncer  que  le  signe  de  la  constante 

dépend  de  la  quantité  désignée  par  le  symbole  (  ^j  dans  la  théorie 


(!)  Pour  b  =  o,  la  formule  d«*  transformation  se  réduit  à  l'équation  suivante  : 

G;x,v(x,  w)  =  e      '»  6m  n(x,  w-ha). 

a  étant  un  nombre  entier  arbitraire,  m  étant  égal  à  u.  et  nàsfu-f  i)  -h  v. 
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des  résidus  quadratiques.  Ce  fait  si  remarquable  résulte,  en  effet, 
des  propriétés  de  la  série 

b-\  „(9-lh)t 

qui  se  trouve  comme  facteur  dans  la  valeur  de  T.  Soit  d'abord 
P  étant  impair,  on  aura 


e 

si  a  est  impair,  et 

/Ter       3(/i8-j-i)»-»-(S  — ii«-+-<i«-ii    .  v 

<t[,+ — • — Hï?)^ 

lorsque  a  est  pair. 

En  second  lieu,  supposons  b  impair;  alors  on  pourra  déterminer 
deux  nombres  entiers  m  et  n  par  l'équation 

a  =  mb  —  8n, 
et  l'on  aura 


(î)'w* 


Ces  résultats  (')  se  déduisent  des  formules  données  par  Gauss 
dans  le  célèbre  Mémoire  intitulé  :  Summatio  sericrum  qua- 
rumdatn  singularium ;  seulement  j'ai  fait  usage,  pour  éviter 
autant  que  possible  une  énumération  de  cas,  de  la  forme  sous 
laquelle  elles  ont  été  présentées  par  M.  Lebesgue  dans  un  Mé- 
moire intitulé  :  Sur  le  symbole  (  y  )  et  sur  quelques-unes  de  ses 
applications.  Je  remarque  enfin  que  l'introduction  des  nombres  ul 


t'j  Peut-être  n 'est-il  pas  inutile  d'observer  que  l'imaginaire  i\  qui  ligure  dans 
la  série  or  ou  dans  l'exprc-siou  de  celte  série  par  les  symboles  de  la  théorie  «les 
résidus  quadratiques,  e»t  absolument  la  même  quantité  qui  entre  dans  la  défini- 
tion de*  fonction'.  0  par  l'équation  (A).  Je  ferai  enlin  remarquer  que  a-  se  pré- 
sente toujours,  comme  le  produit  de  yjb,  par  une  racine  huitième  de  l'uuité;  de 
sorte  qu'en  résum  •  la  constante  T  a  cette  \aleur 

T  =  où  eh  =  i. 
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et  v  d'une  part,  m  et  n  de  l'autre,  permet  de  résumer  dans  une  seule 
équation,  savoir 

n<*)  =  e^vKa  +  aw)*,  «]«/««•**•)*•=  T8mfB(*,  *^a")> 

ce  que  Jacobi  nomme  la  théorie  fies  formes  en  nombre  infini  des 
/onctions  6,  théorie  sur  laquelle  il  avait  annoncé  un  travail  impor- 
tant que  la  mort  l'a  empêché  de  publier. 

Pour  établir  les  formules  précédentes,  je  m'occuperai  d'abord 
des  deux  égalités 

II  (a- -h  i)  =(— i)mn(a?), 

D(ï.  +  fl)  =  (-i)«  niJF)r-*'*<**+Q\ 

dans  lesquelles,  ainsi  que  je  l'ai  dit  plus  haut,  on  a 

m  =  a  fi  -h  6v  -+-  ab, 
n  =  c  \i  -+-  rfv  -+-  cd, 

«  -h  &U) 

et 

X:  =  ad —  bc. 

Pour  cela,  j'observe  que  l'on  peut  écrire 


en  posant 


03 


tp(a?,  #i)  =  6(a-h6d)).r,-i-  ('im  -t-  ii)(a  -\-  bi*))x  -\-  7(a/n+  fi)* —  mv. 

Or  cette  fonction  jouit  de  la  propriété  exprimée  par  l'équation 
suivante  : 

«p(j  +  i.  m)  —  o(.r7  nt-h  b)  =  ïam  h-  m  ==  m        (mod2), 

que  l'on  vérifie  par  un  calcul  très  facile,  et  il  en  résulte  que  l'on 
peut  écrire 

+  90  -+-00 

*^  m  ^"^  m 

—  oc  —  ao 

et,  par  suite, 

n(a?-Hi)  =  (— i)«niar), 

car  le  nombre  m  devant  prendre  toutes  les  valeurs,  depuis  — oo 
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jusqu'à  -H  oo,  on  peut,   sans  altérer  la  somme  \\  changer  m  en 
m  -f-  b  dans  la  fonction  s  (#,  /w). 
Soit  ensuite,  pour  un  moment, 

+  00 

n,(»)  =  e'**0*'  II( il*)  =y    e'"^-"", 

—  oo 

il  est  clair  que  la  nouvelle  fonction  f0(-rî  *n)  sera  liée  à  celle  dont 
nous  venons  de  parler  par  l'égalité 

çp0(ar,  m)  =  XrUa:8-»-  ç(12rr,  /w). 

Or,  en  recourant  à  la  valeur  de  Q  et  réduisant  les  deux  termes 
en  j;2,  on  obtiendra  immédiatement 

çpo(a:,  m)  —  d(c -+-  d<û)x*-\- {im  -+■  ji)(c  H-  ûfo>):r  ■+-  -  (im  ■+-  jjl)* —  mv, 

4 

de  sorte  que  l'on  peut  passer  de  la  fonction  o(xy  m)  à  la  fonc- 
tion cpo(<?9  m)  par  le  simple  changement  de  a  et  6  en  c  et  r/.  On  a 
donc  la  relation 

çpo(#  -+-  i,  m)  —  <po(^,  m  -h  d)  =  icm  +  m  =  n        (moda), 
et,  par  suite,  celle-ci  : 

n0(ar-+-i)  =  (—  iï»n0(a?). 
On  en  déduit  que  l'on  a,  relativement  à  la  fonction  l\(x), 
^ûcx+i».  n {ax  +  Q)  =  (_|)n,w-UJr»  n(a.}i 

d'où,  après  avoir  dans  les  deux  membres  supprimé  le  fac- 
teur e'?c*ii,'a  et  remplacé  Q.r  par  x, 

II(.r  -h  12)  =  (— i)n  Il(a-)e  -^x-hû). 

Ces  deux  égalités  démontrées,  voici  maintenant  comment  on 
parvient,  dans  le  cas  où  Ton  suppose  k  =  î ,  à  la  détermination  de 
la  constante  T  dans  l'équation 

<Vv[(a  -H  »to)ar,  U)]e  =  I  0mn  (  *\       ^»       )* 

Remplaçant  d'abord  les  fonctions  par  leurs  développements  et 

mettant  pour  cela  dans  le  second  membre  Q  au  lieu  de  — '■ — —  , 

1  a  -*-  bii> 
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on  aura 

(A)  V      ^?^M,  =  Ty  wlt^7c|jîm  +  m).r-*-T<l,n  +  m)«J^ 

—  oo  —  te  • 

Cela  posé,  nous  introduirons  au  lieu  de  ?(•#,  tn)  l'expression 

ty(x,  m)  =  o(ar,  m)  —  mx, 

ce  qui  permettra  de  supprimer  dans  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion précédente  le  facteur  emiKt1  de  manière  à  avoir 

+  «•  -»—  r  jj  -i 

—  te  —  te 

On  en  conclura,  par  suite,  en  intégrant  entre  les  limites  zéro  et 
l'unité, 


«y  o     — * 


0 

et  il  s'agira  maintenant  d'obtenir  l'intégrale  définie  du  premier 
membre.  A  cet  effet,  j'observe  que  la  fonction  ty(x,m)  donne  lieu  à 

cette  relation 

^(j^-i,  m)  =  'j/(x,  w  +  6)         (mod2), 

ou  plus  généralement 

4»(a?-+-  /»,  m)  =  ty(x,  m  -+-  nb  )        (morh), 

n  désignant  un  entier  arbitraire.  Supposons  donc,  comme  il  a  été 
admis  précédemment,  que  b  soit  différent  de  zéro  et  positif,  et 
décomposons  la  série  des  nombres  entiers  m  en  b  progressions 
arithmétiques  dont  la  raison  soit  6.  on  aura 

-4-  te  —  ae 

2eits^x.m,=       V1    eiTfyx,nb- 

—  as  —te 

—  as 

—  je 

—  m 

2i-zty  x,nb+t> 
n 

—  m 

•*■  *c 
.    'V1       irAfX,nb^b    1/ 
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Or,  en  vertu  de  la  propriété  de  la  fonction  ty(X)  /w),  cette  rela- 
tion pourra  encore  s'écrire 


_,   ^Ç1       iwtyx -1-/1,1) 

—  » 


-h  y    e 

Ainsi  l'intégrale  définie  cherchée 
/.'  +  . 


se  trouve  exprimée  par  la  somme  d'un  nombre  b  d'intégrales  telles 
que 

2   e'*^"*' <*r, 


p  formant  la  suite  des  valeurs  o,  i,  2,  ...,  6  —  i.  Maintenant,  en 
vertu  d'une  transformation  bien  connue  de  ces  sortes  d'expressions, 
on  a  simplement 

-  »  «/ — * 

de  sorte  que  l'on  parvient  pour  la  détermination  de  T  à  cette 
relation 


Les  intégrales  (jui  y  figurent  s'obtiennent  par  la  formule 


L 


y7—  i> 
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où  le  radical  carré  y/ —  ip  est  pris  de  manière  que  la  partie  réelle 
soit  positive.  Ce  résultat  est  dû,  comme  on  sait,  à  M.  Cauchy,  et 
a  été  donné  par  l'illustre  géomètre  dans  les  anciens  Exercices 
mathématiques.  On  en  conclut  par  un  calcul  très  facile  la  valeur 
de  la  constante  T,  qui  se  présente  d'abord  sous  cette  forme  (') 


T  = 


v/ —  ib(a  h-  6  u>  ) 


8  ayant  pour  valeur 


-  j^  tf'\L*  —  2"-m-t-</m'— ab*i 


Pour  prouver  ensuite  que  S  est  une  racine  huitième  de  l'unité, 
il  faut  remplacer  lît  par  sa  valeur 

a\L  -+-  6v  h-  ab, 
et  l'on  parvient  ainsi,  en  faisant  usage  de  l'équation 

ad  --  bc  =  i, 
à  l'expression 

^  —  l-^-(aclL*+lbc\LV-*-bfiv*-hlabr\L-htabdv  +  ab*c) 

0  =  e      * 

Quant  à  la  réduction  aux  symboles  de  la  théorie  des  résidus 
quadratiques  par  les  formules  de  Gauss  de  la  somme 


0 


»  b 

» 
'P 


-  I7C- 

e 


je  pense  qu'il  suffit  d'avoir  donné  les  résultats  du  calcul  sans 
rapporter  le  calcul  lui-même  qui  est  sans  difficulté,  et  je  terminerai 
cette  Note  en  donnant  les  formules  pour  l'expression  des  fonc- 
tions U(x)  par  les  fonctions  6,nin(j?)  au  module  û  lorsque  le 
nombre  k  —  ad  —  bc  est  pair. 


(')  On  a  supposé  b  positif.  La  formule  donnant  T  subsiste,  quel  que  soit  le 
sijjne  de  b,  en  convenant  que  lu  somme  S  s'étend  aux  valeurs  o,  i,  a,  .. .,  jà  —  i, 
où  p  représente  la  valeur  absolue  de  b. 
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Pour  cela  je  distinguerai  deux  cas  : 

r  (m-fi)(n  +  i)?i!         (modî). 

Alors,  pour  jjlv  =  o  (moda),  on  a 

2 

et  pour  îjlv  =  i  (moda;, 

Uix)  =  60,0(37)60,1  (r)e1,0(^)  eul(x)  Tk  -4  ; 

a°  (»  +  i)(n  +  i)  =  o        (modij. 

En  supposant  encore  uv  =  o  (niod2),  on  aura 

n(*)  =  em,0(^)  e0.„(x)  T*_lf 
et  pour  [jlv  =  1  (mod  2  ), 

U(x)  =  ^ul(T)em^i^l(x)Tkzt. 

t 

T,-,  comme  il  a  été  dit  précédemment,  désigne  une  fonction  de 
degré  i  des  carrés  de  deux  des  fonctions  0.  Je  me  réserve  de  revenir 
dans  une  autre  occasion  sur  ces  formules  pour  la  transformation 
des  fonctions  elliptiques,  qui  représentent  pour  un  ordre  donné 
une  classe  de  transformations  qiril  importe  de  considérer  dune 
manière  particulière  dans  l'ensemble  de  toutes  les  transformations 
possibles. 
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